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2
METODE DE ANALIZĂ ELASTO-PLASTICĂ DE

ORDINUL AL II-LEA A STRUCTURILOR ÎN
CADRE

2.1. INTRODUCERE

Prin acceptarea metodei stărilor limită ca metodă de proiectare în majoritatea
codurilor de proiectare a structurilor în cadre, şi ca urmare a dezvoltărilor "hard" şi
"soft" ale calculatoarelor PC din ultimii ani, analiza statică elasto-plastică de
ordinul al II-lea tinde să devină  principalul instrument de analiză statică globală.
Prin analiza statică elasto-plastică de ordinul al II-lea se întelege orice tip de analiză
care urmăreşte să surprindă atât efectul neliniarităţii fizice căt şi a celei geometrice,
respectiv influenţa modificării geometriei structurii, asupra mărimii deplasărilor şi
eforturilor structurii. În acest caz controlul solutiei consta înaplicarea unui calcul
incremental sau incremental-iterativ şi indeplinirea concomitenta a ambelor conditii
ce trebuie satisfacute însituatia de echilibru, compatibilitatea deformatei şi
echilibrul static al nodurilor, la fiecare increment al incărcării exterioare. În
principal, procedeele de acest fel pot fi grupate în următoarele categorii: (1) metoda
paşilor controlaţi de încărcări, (2) metoda paşilor controlaţi de deplasări şi (3)
metoda paşilor controlaţi de lungimea de arc ("arc length control method"). De
menţionat faptul că aplicarea unei metode incremental-iterative din categoria (2)
sau (3) premite şi studiul comportării structurii în domeniul postcritic, spre
deosebire de cazul metodelor din categoria paşilor controlaţi de încărcări, când
analiza este oprită la momentul atingerii încărcării limită.

Răspunsul neliniar al unei structuri se datorează în principal modificării
caracteristicilor sale de rigiditate corespunzătoare diferitelor niveluri de intensitate
ale acţiunilor exterioare. Variaţia rigidităţii provine din două cauze importante, şi
anume: neliniaritatea geometrică şi neliniaritatea fizică.

Neliniaritatea geometrică se manifestă prin două efecte importante: un efect
local, de flexibilizare a barelor comprimate, modelat în analiză prin considerarea
funcţiilor de stabilitate în formularea metodei deplasărilor, respectiv prin
considerarea matricelor de rigiditate geometrică în formularea în elemente finite şi
un efect global, datorat modificării configuraţiei geometrice a nodurilor structurii,
modelat în analiză prin formularea Lagrangiana adoptată (actualizată sau totală).
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Neliniaritatea fizică sau materială se manifestă prin modificarea parametrilor
curbei caracteristice a materialului, ca urmare a creşterii nivelului de solicitare.
Pentru structurile în cadre  neliniaritatea fizică se manifestă prin plastificarea locală
a secţiunilor şi a dezvoltării acestor  zone  plastice în lungul barelor, urmărind
starea de eforturi existentă.

Dacă în ceea ce priveşte neliniaritatea geometrică există, în principal, un singur
mod unitar de cuprindere a fenomenului, nu acelaşi lucru se poate afirma în cazul
neliniarităţii fizice, în literatura de specialitate fiind propuse un număr mare de
modele de analiză care să surprindă acest efect asupra raspunsului global al
structurii. În termeni generali, aceste modele pot fi clasificate în funcţie de
complexitatea (acurateţea) analizei, în două categorii: modelul articulaţiilor plastice
(plastificare punctuală) respectiv modelul zonelor plastice (plastificare distribuită).

Analiza elasto-plastică, care modeleaza neliniaritatea fizică utilizând conceptul
de articulaţie plastică se bazează în principal pe următoarele simplificări: (1)
elementele structurii au o comportare perfect elastică, până la atingerea eforturilor
ce produc plastificarea integrală a unei secţiuni (apariţia articulaţiei plastice) de la
capetele elementului; (2) sectiunile transversale ale elementelor au o comportare
perfect plastică (nu se consideră reconsolidarea materialului) după apariţia
articulaţiei plastice; (3) plasticizarea materialului intervine punctual doar în
secţiunile de bară din jurul combinaţiilor de eforturi maxime; (4) porţiunea de bară
dintre articulaţiile plastice rămâne cu comportare integral elastică. Formarea
articulaţiilor plastice de la capetele elementelor este guvernată de ecuaţiile de
interacţiune dintre forţa axială şi momentele încovoietoare corespunzătoare celor
două axe principale de inerţie ale secţiunii, iar efectele de ordinul al doilea sunt
luate în considerare prin intermediul funcţiilor de stabilitate, pentru efectul local, şi
prin formularea Lagrangiana "updated Lagrangian" pentru efectul global. În cazul
structurilor metalice, efectul tensiunilor reziduale asupra capacităţii portante a
elementelor structurii este luat în considerare simplificat prin intermediul
modulului de elasticitate tangent. Acest model a stat la baza realizării majorităţii
programelor de analiză statică elasto-plastică de ordinul al II-lea a structurilor
metalice plane şi spaţiale, dintre care merită amintite cele realizate în cadrul
universitatii Cornell din Statele Unite (McGuire, 1988; Ziemian, 1990). În general
acest tip de analiză este unul aproximativ, răspunsul structurilor în domeniul elasto-
plastic având o acurateţe limitată, depinzând în principal de configuraţia structurii
şi caracteristicile de încărcare. Aşa cum se va putea observa şi în exemplele
numerice din capitolul 6 al carţii, acest tip de analiză supraestimează, rezistenţa şi
stabilitatea elementelor supuse unor solicitări de încovoiere cu efort axial, în
domeniul elasto-plastic. Dezvoltarea zonelor plastice pe întreaga lungime a
elementelor, care poate apărea în cazul structurilor înalte de tip cadru, cu înălţimea
de nivel mică, sau în cazul elementelor supuse la încărcări axiale mari, nu poate fi
surprinsă în acest model de analiză, supraestimând rezistenţa şi stabilitatea
elementelor. Cu toate acestea pentru structuri svelte la care modul de cedare apare
în principal prin pierderea stabilităţii elastice, sau pentru structuri la care cedarea
apare prin formarea unui mecanism plastic, acest model de analiză furnizează
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rezultate satisfăcătoare în comparaţie cu cele furnizate printr-o analiză complexă
care ia în considerare în mod explicit efectele dezvoltării zonelor plastice în
secţiune şi în lungul elementelor, asupra răspunsului structural (Foley&Vinakota,
1999).

Metodele de analiză care au la bază conceptul de articulaţie plastică au fost
imbunătăţite prin includerea într-o formă implicită în analiză a efectelor tensiunilor
reziduale, şi a dezvoltării graduale a zonelor plastice în secţiune şi a lungul barelor.
Astfel modelul clasic al articulaţiilor plastice punctuale, bazate pe o singură
suprafaţă de interactiune N-M-M, cea corespunzătoare plastificării totale a secţiunii,
a fost extins la un model ce ia în considerare o dezvoltare graduală a plasticizării
secţiunilor capetelor elementelor prin intermediul a două suprafeţe de interacţiune
N-M-M, cele corespunzătoare inţierii curgerii respectiv plastificării totale şi
aplicarea unor relaţii liniare sau neliniare pentru considerarea degradării rigidităţii
elementelor (Powel & Chen, 1986; Deierlein ş.al., 1991; Abdel-Ghaffar ş.al., 1991;
Al-Mashary & Chen, 1991; King ş. al., 1991; Liew & Chen, 1991; Liew ş.al., 1992;
White ş.al., 1992; King & Chen, 1994; S.E.Kim, ş.al., 2000). Dezvoltarea zonelor
plastice în lungul elementelor este simulată prin considerarea celor două suprafeţe
de interacţiune N-M-M corespunzătoare iniţierii curegrii respectiv plastificării
totale, şi prin utilizarea conceptului modulului tangent de elasticitate Et. Principalul
avantaj al acestor metode, în comparaţie cu cel clasic al articulaţiilor plastice
punctuale, rezidă în faptul, că la un acelaşi grad de discretizare a structurilor (un
element pe bară, în cazul barelor încărcate doar la capete) surprind cu suficientă
acurateţe rezistenţa şi stabilitatea globală a structurilor şi locală ale elementelor
acestora, în domeniul elasto-plastic. Cercetările făcute în acest sens (Liew s.al.,
1992) demonstrează faptul că aceste metode pot fi aplicate la analiza structurilor în
cadre de mari dimensiuni, fără riscul de a supraestima rigiditatea şi stabilitatea
elementelor componente ale structurii.

Metode mai rafinate de modelare a neliniarităţii materiale, decât cele bazate pe
conceptul de articualţie plastică punctuală, sunt cele în care efectul plastificării
parţiale în lungul elementelor componente ale structurii este considerat prin
intermediul relaţiilor analitice neliniare moment încovoietor-efort axial-curbură (M-
N-Φ) ce caracterizează comportarea elasto-plastică a secţiunilor transversale ale
elementelor solicitate la încovoiere cu sau fără efort axial. În principal, există două
moduri de formulare al acestor metode, ambele presupunând un calcul incremental
iterativ. Dacă primul model presupune o discretizare a barelor structurii intr-un
număr de "segmente" şi exprimarea condiţiilor de compatibiliate a deformatei şi de
echilibru static pe baza relaţiilor analitice neliniare M-N-Φ de la capetele acestora
(Wright & Gaylord, 1968; Lui & Chen, 1987), cel de-al doilea, presupune aplicarea
metodei deplasărilor în formulare matriceală şi generarea unor puncte de integrare
în lungul barelor pentru evaluarea caracteristicilor de rigiditate în fiecare din aceste
puncte, pe baza relaţiilor neliniare, analitice sau cvasianalitice, M-N-Φ, şi aplicarea
unor tehnici de integrare numerică, pentru determinarea matricelor de rigiditate ale
barelor (Chu & Pabarcius, 1964; Moses, 1964; Sohal & Chen, 1988; Attalla ş.al.,
1995; Bârsan&Chiorean, 1999a; Chiorean&Bârsan, 2005), (Fig. 2.1). Datorită
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existenţei tensiunilor reziduale în secţiunile transversale ale secţiunilor metalice,
comportarea acestor secţiuni în domeniul elasto-plastic, solicitate la încovoiere cu
efort axial, este diferită în cazul unor eforturi axiale de compresiune faţă de cele de
întindere (v. cap.4), implicând utilizarea unor relaţii analitice neliniare M-N-Φ
diferenţiate. Pe de altă parte aceste metode nu pot surprinde cu maximă acurateţe
efectele descărcărilor elastice ale fibrelor asupra răspunsului structurilor (Clarke,
1994). O posibilă cale de a elimina aceste dezavantaje, dar cu un efort
computaţional mai mare, o reprezintă metodele de analiză din cea de-a doua
categorie prezentate anterior, dar în care, procesul simplificat de evaluare a
caracteristicilor de rigiditate, pe baza relaţiilor analitice M-N-Φ, este înlocuit print-
un proces iterativ de echilibrare mai exact, în diferitele secţiuni transversale ale
barelor situate în dreptul nodurilor de integrare numerică, şi care presupune
modelarea neliniarităţii fizice în puncte prin utilizarea relaţiilor σ-ε (Chiorean,
2001).
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plastice care modelează neliniaritatea fizică la nivel de fibră, pe baza relaţiilor
constitutive neliniare σ-ε ("plastic zone analysis"). Literatura de specialitate
menţionează în principal două tipuri de astfel de analize. Primul tip implică
utilizarea elementelor finite tridimensionale de tip "shell" pentru discretizarea
structurilor şi aplicarea unui calcul incremental/incremental-iterativ, presupunând
înlociurea matricei de rigiditate elastică a elementelor finite cu o matrice de
rigiditate elasto-plastică, în cazul în care s-a detectat o depăşire a domeniului elastic
de comportare. Considerând o stare de tensiune spaţială, acest tip de analiză ia în
considerare efectul combinat al deformaţiilor normale şi tangenţiale asupra
plastificării. Acest tip de analiză permite considerarea cu maximă acurateţe a
efectelor dezvoltării zonelor plastice în secţiune şi în lungul barelor, a tensiunilor
reziduale, precum şi a efectelor descărcării elastice a fibrelor, dar implică o
discretizare a structurii într-un număr mare de elemente finite tridimensionale şi
aplicarea unor metode de integrare numerică pentru determinarea matricelor de
rigiditate elasto-plastică, conducând la un efort computaţional foarte ridicat.

Fig. 2.2. Curbele de răspuns forţă-deplasare în metodele de analiză elasto-plastică
discutate.

Pentru analiza structurilor în cadre, pentru care barele pot fi tratate ca elemente
liniare unidimensionale, în literatura de specialitate sunt propuse foarte multe
metode de tratare a plastificării distribuite, în accepţiunea avansată a conceptului de
zone de plastificare, şi care presupun o modelare rafinată  a structurii prin
discretizarea în elemente finite de tip bară (Orbison ş al.1982; Bradford & Trahair
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1984; Chan & Kitipornchai 1988; Albermani & Kitipornchai 1990; Clarke ş.al
1992, Jiang.s.al., 2002) sau "segmente" finite (Han & Chen 1983, 1987; Sugimoto
& Chen 1985) şi subdivizarea fiecărei secţiuni de element sau "segment" în fâşii
("fibre"), considerându-se astfel în mod direct efectele tensiunilor reziduale, a
imperfecţiunilor geometrice, a efectelor de reconsolidare a materialului, precum şi
a descărcărilor elastice a unor fibre asupra raspunsului structural. Deşi cele mai
multe dintre metodele de analiză ce utilizează conceptul de zone plastice au fost
concepute pentru determinarea raspunsului structurilor plane (Clarke ş.al. 1992;
White, 1985; Vogel, 1985; El-Zanaty ş.al., 1980; Alvarez & Birnsteil, 1967), în
literatura de specialitate, se găsesc referiri şi la metode de analiză statică
tridimensională a cadrelor care iau în considerare cu diferite grade de acurateţe
efectul dezvoltării zonelor plastice (White, 1988; Wang, 1988; Chen & Atsuta,
1977; Pi & Trahair, 1994; Izzuddin & Smith, 1996; Jiang ş.al., 2002;
Chiorean&Bârsan, 2005). Având în vedere complexitatea unora dintre aceste
metode, datorată în primul rând discretizărilor foarte rafinate pe care îl presupun,
aceste metode sunt utilizate cu precădere în cercetare, pentru calibrarea altor
metode de analiză mai simplificate (ECCS, 1984; White & Chen, 1990).

În principiu, utilizând una din metodele de analiză elasto-plastică de ordinul al
II-lea amintite, curbele de răspuns forţă-deplasare pentru cazul unor acţiuni statice
sunt prezentate în figura 2.2, iar în figura 2.3 se prezintă schematic carcarteristicile
de modelare ale neliniarităţii fizice în metodele discutate.
2

Fig. 2.3 Modele de analiză elasto-plastică a structurilor în cadre.

2.2. MODELE NUMERICE BAZATE PE CONCEPTUL DE
ARTICULAŢIE PLASTICĂ

Cercetarea comportării unei structuri suspuse la sarcini care cresc, în întregul



domeniu cuprins între limita stadiului elastic şi stadiul de pierdere a capacităţii
portante, prin determinarea evoluţiei stării de eforturi şi a mărimii deplasărilor,
constituie o problemă dificilă datorită complexităţii fenomenului real. O analiză
prin calcul implică acceptarea unor simplificări; în funcţie de schematizarea
adoptată, rezultatele pot diferi sensibil, în funcţie de natura solicitărilor exetrioare,
a tipului de material structural etc. Utilizarea calculului automat permite să se
urmărească o modelare cât mai apropiată de comportarea reală. La structuri
alcătuite din bare, ipoteza articulaţiilor plastice punctuale şi cu formare instantanee
aduce simplificări importante: limita stadiului de comportare elastică coincide cu
formarea primei articulaţii plastice, iar cedarea plastică devine iminentă când apare
ultima articulaţie plastică. Între aceste două limite, evoluţia comportării structurii
rezultă împărţită într-o serie de etape, bine diferenţiate între ele şi care corespund
intervalelor dintre formarea succesivă a articulaţiilor plastice. Când, prin
schematizare, se realizează şi condiţia ca sarcinile să fie aplicate numai în noduri,
barele îşi păstrează permanent o comportare perfect elastică, deoarece articulaţii
plastice pot apare numai în secţiunile de la extremităţi.

Articulaţii plastice potenţiale
23

Fig. 2.4 Modelul articulaţiilor plastice punctuale.
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Într-un calcul de ordinul I, caracterul neliniar al corelaţiei P-∆ provine numai
din apariţia treptată a unor articulaţii plastice în anumite secţiuni ale structurii, şi
deci diagrama are forma poligonală (Fig. 2.2). Considerarea efectului forţelor
axiale, şi modificarea configuraţiei geometrice a structurii, printr-un calcul de
ordinul al II-lea, modifică situaţia în sensul că şi în intervalele delimitate de apariţia
articulaţiilor plastice comportarea devine neliniară. Cât timp forţele axiale nu ating
valori importante, efectul lor asupra mărimii momentelor plastice (Mp) poate fi
neglijat, astfel că valorile Mp apar drept constante ale barelor structurii. Când însă,
forţele axiale ajung deosebit de mari, efectul acestora trebuie introdus în condiţia de
plasticizare şi valorile Mp devin variabile, scazând pe măsura creşterii forţelor
axiale N. Apare astfel firesc aplicarea unui calcul prin etape succesive, care constă
din efectuarea repetată a rezolvării pe o structură ce se modifică de la o etapă la
alta, pierzând succesiv câte o legătură; când s-a format şi articulaţia plastică ultimă,
structura ajunge static determinată. Modul de calcul indicat pentru o automatizare
integrală constă în aplicarea metodei deplasărilor, introducând caracterul neliniar al
comportării prin matricea de rigiditate.

Tipul de element folosit în modelarea barelor cadrelor este cel de bară
standard de cadru spaţial cu 12 grade de libertate (Fig. 2.4), iar formularea analitică
se bazează pe metoda deplasărilor în formulare matriceală.

Comparativ cu forma generală a metodei deplasărilor, unde poziţia deformată
este complet definită admiţând drept variabile independente toate deplasările
nodurilor structurii, în domeniul elasto-plastic trebuie considerate şi rotirile relative
din articulaţiile plastice intrate în funcţiune. Pe parcursul creşterii sarcinilor,
trecerea de la o etapă la alta este carcaterizată tocmai prin interventia unei noi
asemenea necunoscute. Din acest punct de vedere, în literatura de specialitate sunt
propuse diferite variante, dintre care cea mai eficientă sub aspectul automatizării
calculului elasto-plastic de ordinul al II-lea o reprezintă metoda "tipurilor de bare".
În acesată variantă se consideră aceleaşi necunoscute în toate etapele şi anume
deplasările nodurilor structurii, ca în forma generală a metodei deplasărilor,
aplicată calculului liniar sau neliniar elastic. Sistemul de bază este geometric
nedeterminat deoarece ramân libere rotirile relative din articulaţiile plastice formate
pâna la etapa considerată. Acestea pot fi eliminate din calcul introducând mai multe
tipuri de bare, cu matricele de rigiditate corespunzătoare, după stadiul în care se
gaseşte bara respectivă în raport cu apariţia succesivă a articulaţiilor plastice (dublu
încastrată, încastrat articulată, dublu articulată).

2.2.1 Modelul articulaţiilor plastice cu formare instantanee

În modelul de analiză elasto-plastică a cadrelor descris în continuare se
presupun următoarele ipoteze de lucru: (1) elementul de bară este cel cu 12 grade
de libertate (6 grade de libertate pe nod), zonele plastic potenţiale considerându-se
doar la capetele elementului (Fig.2.4); (2) plastificarea materialului intervine
punctual doar la capetele elementului ca urmare a unei stări de tensiuni uniaxiale
provenite din acţiunea concomitentă a momentelor încovoietoare şi a efortului
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axial; (3) Plastificarea materialului are loc instantaneu, neglijându-se intrarea în
curgere graduală a fibrelor şi de asemenea efectul de reconsolidare a materialului
(4) elementul are o comportare perfect elastică, pâna la atingerea eforturilor ce
produc plastificarea integrală a unei secţiuni (apariţia articulaţiei plastice) de la
capetele elementului; (5) porţiunea de bară dintre articulaţiile plastice ramâne cu
comportare integral elastică; (6) conducerea analizei se face în metoda paşilor
controlaţi de încărcări, cu creşterea incrementală a forţelor exterioare.

Formarea articulaţiilor plastice de la capetele elementelor este guvernată de
ecuaţiile de interacţiune dintre forţa axială şi momentele încovoietoare
corespunzătoare celor două axe principale de inerţie ale secţiunii. Efectele forţelor
tăietoare respectiv ale momentelor de torsiune sunt neglijate în ecuaţiile de
interacţiune plastice.  Comportarea articulaţiilor plastice este guvernată de legea
potenţialului plastic sau a legii de normalitate (Massonet, s.al., 1972). Formularea
matematică a modelului prespune:

•  Definirea unei relaţii între eforturi şi deplasări în domeniul de
comportare elastic.

•  Definirea unui criteriu de plastificare corespunzător intrării în
funcţiune a articulaţiei  plastice.

•  Definirea unei relaţii între eforturi şi deplasări pentru comportarea post
elastică-legea de normalitate.

Relaţia constitutivă în domeniul elastic

În domeniul de comportare elastic creşterile deplasărilor elastice sunt legate de
creşterile forţelor prin intermediul relaţiei:

UKF ∆∆ ====         (2.1)
unde K reprezintă matricea de rigidate standard a elementui de bară, cea
corespunzătoare comportării perfect elastice. În cazul în care se doreste luarea în
considerare a efectelor neliniarităţii geometrice locale, matricea de rigidate K din
relaţia (2.1) este înlocuită cu cea corectată prin intermediul funcţiilor de stabilitate.
Detalii cu privirea la implementarea acestui efect în calculul elasto-plastic sunt date
în cadrul paragarfului 2.2.4.

Criteriul de plastificare

Formarea articulaţiei plastice este determinată de depaşirea într-un anumit
punct al secţiunii a deformaţiei unitare ultime admise, şi care reprezintă condiţia de
plastificare asumată în calcul. Această condiţie urmează a fi aplicată distribuţiilor
de eforturi unitare ce corespund acţiunii concomitente a eforturilor rezultante,
considerând ipoteza secţiunilor plane. Drept consecinţă, şi între mărimile acestor
eforturi trebuie să fie îndeplinită o anumita corelaţie, care reprezintă condiţia de
plastificare a secţiunii. Notând cu N, My, Mz eforturile din secţiune condiţia de
plastificare se scrie:
     (((( )))) 0,, ====zy MMNΓ   (2.2)
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care reprezintă în acest caz o suprafaţă, numită suprafata de interacţiune plastică. În
spatiul N, My, Mz, o situaţie oarecare de solicitare a secţiunii este definită prin
anumite mărimi ale eforturilor, care pot fi privite drept componentele unui vector
ce pleacă din originea axelor şi a cărui vârf caracterizează starea secţiunii. În cazul
în care vârful vectorului se află în interiorul acestei suprafeţe rezultă că secţiunea se
comportă perfect elastic, în baza ipotezei articulaţiilor plastice punctuale şi cu
formare instantanee; când vârful vectorului se află pe această suprafaţă condiţia
(2.2) este îndeplinită şi deci articulaţia plastică este formată şi începe să
funcţioneze. În timpul funcţionării articulaţiei plastice vectorul trebuie să-şi
menţină permanent vârful pe suprafaţa de plastificare, conducând la o corelatie
necesară între componente. Vârful vectorului nu poate depăşi suprafaţa de
plastificare, deoarece cazul contrar ar corespunde unei stări de eforturi ce nu se
poate realiza.

s
s

N/Np AISC-LRFD (Kanchanaly 1977)-sectiune metalică
6

Fig. 2.5 Suprafeţe de plastificare utilizate în calculul secţiunilor metalice şi
din beton armat.

Determinarea unor relaţii analitice general valabile pentru definirea
uprafeţelor de interacţiune plastice ale secţiunilor este deosebit de dificilă. Aceasta
e datorează în principal relaţiilor constitutive neliniare σ-ε folosite la modelarea
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curbelor cracteristice ale materialelor, diferite de la un material la altul, forma şi
dimensiunea secţiunilor, imperfecţiunilor de material, tipului de solicitare
(încovoiere uniaxială, biaxială cu efort axial ) etc. În literatura de specialitate pot fi
găsite câteva exprimări analitice ale suprafeţelor de plastificare pentru puţine tipuri
de secţiuni şi materiale. În figura 2.5 sunt prezentate câteva dintre cele mai utilizate
relaţii de interacţiune pentru secţiunile metalice de tip profil I şi pentru secţiunile de
beton armat de formă dreptunghiulară. În relaţiile de mai sus s-a notat cu Mp
momentul plastic (capabil) al secţiunii pe direcţia conisderată (y, z) şi care se
calculează în funcţie de caracteristicile secţionale de material şi formă. Np
reprezintă  efortul axial plastic (capabil) al secţiunii în absenţa celorlate eforturi de
solicitare. Relaţia de interacţiune plastică propusă de Powel şi Chen (Powel&Chen,
1986) poate fi aplicată în mod aproximativ oricăror tipuri de secţiuni prin ajustarea
corespunzătoare a sistemului de axe. Spre exemplu în cazul secţiunilor de beton
armat originea sistemului de axe se translateză dupa axa eforturilor axiale N pentru
a simula creşterea de capacitate portantă a secţiunilor solicitate la compresiune.

Legea de normalitate

Având stabilite criteriile de plastificare precum şi relatiile constitutive forţă-
deplasare în domeniul elastic, corelaţia între vectorii incrementali ai forţelor şi
deplasărilor generalizate în domeniul plastic este stabilită sub forma legii de
normalitate. Conform teoriei plasticităţii în comportarea elasto-plastică a
materialului deformaţiile specifice totale se pot separa în componentele elastice şi
plastice, considerate ireversibile. Analog, vectorii incrementali ai deplasărilor
generalizate, pe direcţiile gradelor de libertate de la capetele barelor, pot fi
consideraţi având două componente, una elastică şi una perfect plastică:
  pe UUU ∆∆∆ ++++====         (2.3)
Conform legii potenţialului plastic componenta plastică a vectorului deplasărilor
incrementale, ∆Up, este dirijat după normala exterioară la suprafaţa de plastificare
Γ=0. Cum această suprafaţă joacă pentru creşterile componentelor plastice ale
deplasărilor rolul funcţiei potenţial, pentru oricare componentă a vectorului
deplasărilor incrementale plastice ∆Up se poate scrie sub forma:

  
f

U
∂∂∂∂
∂∂∂∂====
Γ∆ λp           (2.4)

unde λ este un coeficient de proporţionalitate arbitrar, iar f reprezintă vectorul
forţelor nodale la nivel de element. Legea potenţialului plastic poartă de asemenea
numele de legea de normalitate deoarece, dacă se consideră componentele
vectorilor f şi ∆Up drept coordonate într-un hiperspaţiu cu 6 dimesniuni legea (2.4)
arată că în punctul de eforturi f  vectorul ∆Up este normal la suprafaţa de
plastificare din acel moment Γ=0:
   0====⋅⋅⋅⋅ pUf ∆∆           (2.5)
Figura (2.6) ilustrează această relaţie de normalitate în cazul în care există numai
două eforturi diferite de zero.
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u spaţial luând în considerare efectul de plastificare a secţiunilor de
stuia. În acest context sunt posibile patru situaţii: (1) plastificarea
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crementale de la ambele capete, a şi b, ale barei, conform relaţiei
descompune astfel (Fig. 2.7):
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eplasărilor totale la capetele a şi b ale barei au expresiile:
[[[[ ]]]]Tzayaxaaaaa wvu θθθ====U∆       (2.7a)

[[[[ ]]]]Tzbybxbbbbb wvu θθθ====U∆       (2.7b)
tele elastice respectiv plastice ale deplasărilor sunt date de
presii:

Suprafaţa de plastificare
(((( )))) 0====fΓ

 f1, ∆u1

     ∆up

 ∆u2
p

∆u1
p
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 2.7. Descopunerea vectorului deplasărilor nodale în componete elastice şi
plastice.

tat faptul că, deplasările pe direcţiile gradelor de libertate de lunecare
iv de torsiune se consideră pur elastice. Creşterile componentelor elastice ale
rilor sunt legate de creşterile forţelor nodale, în absenţa forţelor aplicate în
barei, prin intermediul relaţiei:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))1121212112 ×××××××××××× ==== eUKF ∆∆           (2.9)
atricea de rigiditate elastică K(12x12)  are următoarea expresie:
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Integrarea efectelor neliniarităţii geometrice locale în matricea de rigiditate
elastică poate fi făcută prin intermediul funcţiilor de stabilitate aşa cum va fi arătat
în cadrul paragrafului 2.2.4. Tinând seama de descompunerea (2.6) relaţia (2.9) se
mai poate scrie:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))1121121212112 ×××××××××××××××× −−−−==== pUUKF ∆∆∆       (2.13)
Conform legii potenţialului plastic aplicată la ambele capete ale elementului,

între creşterile vectoriale ale componentei plastice ale deplasărilor şi cele ale
forţelor nodale putem scrie:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))12112 212 ×××××××× ⋅⋅⋅⋅==== ×××× λU Gp∆       (2.14)

unde matricea G are forma:
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����
==== b

a

G0
0G

G       (2.15)

şi reprezintă "matricea gradient" la suprafaţa de plastificare Γ alcătuită din
matricele gradient corespunzătoare capetelor a şi b ale barei:
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iar vectorul λλλλ are expresia:
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λλ       (2.17)

cu componentele λa, λb mărimi scalare arbitrare asociate celor două capete ale
barei. De obicei formarea şi funcţionarea articulaţiilor plastice la cele două capete
ale elementului are loc independent una faţa de cealaltă şi prin urmare componetele
matricei G vor fi determinate în concordanţă cu starea de eforturi existentă la
formarea articulaţiilor plastice de la cele două capete ale elementului.  Prin urmare
vom avea două situaţii de plastificare diferite ceea ce corespunde la două puncte
distincte pe suprafaţa de plastificare. De asemenea, mai trebuie menţionat faptul că,
colonele matricei G sunt activate în mod succesiv în concordanţă cu ordinea de
formare a articulaţiilor plastice la extremităţile elementului. În concordanţă cu
legea de normalitate descrisă mai sus, componentele plastice ale vectorului
deplasărilor generalizate trebuie să fie ortogonal vectorului forţelor incrementale
(Fig. 2.8), adică:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) 0112121 ====⋅⋅⋅⋅ ×××××××× FU ∆∆
Tp       (2.18)

Fig. 2.8 Legea de normalitate.
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Înlocuind relaţia (2.14) în relaţia (2.18) obţinem:
 (((( )))) (((( )))) (((( )))) 011212221 ====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ×××××××××××× FGλ ∆TT       (2.19)
Cum însă componentele scalare ale vectorului λλλλ sunt mărimi pozitive rezultă că:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))12112122 ×××××××××××× ====⋅⋅⋅⋅ 0FG ∆T                   (2.20)
Multiplicând ambii membrii ai relaţiei (2.13) cu GT şi ţinând cont de identitatea
(2.20) precum şi de relaţia (2.14) obţinem:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))1221212121221121212122 ×××××××××××××××××××××××××××× ==== λGKGUKG TT ∆       (2.21)

În cazul în care ambele capete ale barei sunt plastificate matricea KGGT este
nesingulară şi poate fi inversată şi prin urmare identitatea (2.21) are loc. În cazul în
care însă, doar unul dintre capetele barei, a sau b, este plastificat conduce la
singularitatea matricei KGGT şi prin urmare vor trebui determinate relaţii separate
care să surprindă fiecare caz în parte. Din relaţia (2.21) se obţine vectorul λλλλ:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] (((( )))) (((( )))) (((( ))))1121212122
1

212121212212 ××××××××××××
−−−−

×××××××××××××××× ==== UKGGKGλ ∆TT       (2.22)
Ţinând seama de relaţia (2.14) relaţia (2.13) se scrie:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))1221212121121212112 ×××××××××××××××××××××××× −−−−==== λGKUKF ∆∆       (2.23)
şi cu expresia (2.22) determinată pentru vectorul λλλλ mai putem scrie:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))112121211212121212112 ×××××××××××××××××××××××× ====++++==== UKUKKF ∆∆∆ epr       (2.24)

unde cu (((( ))))1212××××
rK  s-a notat matricea de rigiditate de reducere plastică şi care

integrează caracterul plastic de comportare al articulaţiilor plastice formate la
ambele capete ale barei:

        (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))1212122
1

212121212221212121212 ××××××××
−−−−

×××××××××××××××××××××××× −−−−==== KGGKGGKK TTr           (2.25)
Relaţia (2.24) exprimă legătura între creşterile deplasărilor şi cele ale forţelor
nodale în domeniul de comportare elasto-plastic, pentru cazul în care plastificarea
are loc în ambele capete ale barei, iar matricea:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))121212121212 ×××××××××××× ++++==== rep KKK       (2.26)
reprezintă matricea de rigiditate tangentă a elementului de bară şi care se obţine
prin însumarea matricei de rigidate elastică a barei (((( ))))1212××××K  şi a matricei de

rigiditate de reducere plastică (((( ))))1212××××
rK . Efectele neliniarităţii geometrice la nivel

de element vor fi integrate în matricea de rigiditate elastică. În cazul în care,
capătul b al barei ramâne în domeniul elastic, articulaţia plastică formânu-se doar la
capătul a, matricea de reducere plastică se determină urmarind un raţionament
similar cu cel descris mai sus. Astfel, eliminând din calcul componentele plastice
ale deplasărilor de la capătul b şi de asemenea coloana a doua din matricea gradient
G şi urmărind un raţionament similar pornind de la relaţia (2.14) ajungem la
următoarea expresie pentru matricea de reducere plastică:
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Similar, dacă articulaţia plastică se formează doar la capatul b, matricea de
reducere plastică rezultă de următoarea formă:

  (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))
(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))12121222121212
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În relaţiile (2.27) şi (2.28) matricele de rigiditate elastice aaK respectiv bbK sunt
date de relaţiile (2.11). În cazul barelor încărcate cu forţe în lungul lor, efectul
acestora va fi echivalat cu forţele nodale echivalente la nodurile elementului.
Determinarea forţelor nodale echivalente corespunzătoare diferitelor cazuri de
plastificare de la extremităţile barei se face urmărind un raţionament similar cu cel
descris mai sus, pornind de data aceasta de la următoarea relaţie de echilibru:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))112
0

1121212112 ×××××××××××××××× ++++==== PUKF ∆∆∆ e       (2.29)

unde cu 0P∆ s-a notat vectorul forţelor echivalente la noduri din încărcarea cu
forţele exterioare date considerând comportarea perfect elastică a barei:
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Astfel, în prezenţa forţelor aplicate în cursul barelor, relaţia incrementală de
echilibru (2.24) devine:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))1121121212112 ×××××××××××××××× ++++==== epep PUKF ∆∆∆       (2.31)

unde (((( ))))1212××××
epK  reprezintă matricea de rigiditate tangentă (incrementală) a barei a

carei expresie pentru diferitele cazuri de plastificare a fost deja determinată, iar
(((( ))))112××××

epP∆  reprezintă vectorul forţelor nodale echivalente corespunzător diferitelor
stări de solicitare plastice de la capetele barei. Spre exemplu în cazul plastificării
ambelor capete ale barei vectorul forţelor echivalente este dat de expresia:
  (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] (((( )))) (((( ))))112
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      (2.32)

Expresii similare se obţin şi pentru alte situaţii de plastificare.

2.2.1.2 Detalii cu privire la implementarea metodei

Răspunsul elasto-plastic al structurii se obţine prin aplicarea unui calcul
incremental, cu control asupra paşilor de încărcare a forţele exterioare sau control
asupra deplasărilor nodale (v. cap.3). Pentru conducerea analizei se recurge la un
procedeu prin paşi succesivi prevăzând o liniarizare în trepte a comportării
neliniare. În intervalul unei anumite trepte de încărcare comportarea trebuie să
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rămâna liniară spre a permite o rezolvare prin metoda deplasărilor. Aceasta
presupune că matricele de rigiditate ale barelor rămân constante, asumându-se deci
că pentru o creştere ∆λ a încărcării vârful P al vectorului solicitărilor ce
caracterizează starea secţiunii nu se deplasează pe curba de plastificare ci pe
tangenta din punctul P la curbă, trecând din poziţia P în poziţia Q (Fig.2.9). Se
realizează astfel condiţia ca raportul dintre componentele plastice ale vectorului
deplasărilor nodale să ramână neschimbat. Pe parcursul unui increment de
încărcare, vârful vectorului solicitărilor de la un nod oarecare al structurii trebuie să
rămâna în interiorul sau pe suprafaţa de plastificare. Această condiţie nu poate fi
satisfăcută decât prin efectuarea unui calcul iterativ de tip predictor-corector. Pe
parcursul unui increment de încărcare predicţia deplasărilor şi totodată a eforturilor
se face cu matricea de rigiditate construită la sfirşitul etapei precedente, şi păstrată
constantă în timpul ciclului curent de calcul.  Aceasta poate conduce la obţinerea
unei stări de eforturi, într-o extremitate a unui element oarecare aparţinând
structurii, care violeză criteriul de plastificare asumat în calcul (punctul N, Fig.
2.9). Presupunând că inaintea aplicării incrementului de încărcare punctul N se află
în interiorul suprafeţei, în punctul M din Fig. 2.9, rezultă că formarea articulaţiei
plastice corespunde unei stari de solicitări determinate de corectia ρ a factorului de
încărcare considerat (punctul P din Fig. 2.9). Pentru determinarea corectiei ρ se
aplică un calcul iterativ utilizânu-se condiţia de plastificare. Corecţia ρ identifică pe
suprafaţa de plastificare punctul P corespunzător unor stări de solicitări la nodul
considerat corespunzătoare iniţierii formării articulaţiei plastice.

Matri
reduc
efectu

Plan tangent la suprafaţa de
Fig. 2.9. Revenirea pe curba de plastificare. Corecţia radială.

cea de rigiditate a elementului este recalculată prin adăugarea componentei de
ere plastică la matricea de rigiditate elastică a elementului şi apoi se
ează o nouă rezolvare a structurii determinând eforturile corespunzătoare

plastificare

Corectia radiala

Suprafaţa de plastificare

pMM /====α

pNN /====β



corecţiei factorului de încărcare rămas (1-ρ). Deplasarea pe tangenta din poziţia P
în poziţia Q, conduce la o indepărtare de la condiţia de plastificare deoarece
punctul Q nu se află pe suprafaţa de interacţiune plastică asumată în calcul. În acest
caz se prevede o nouă operaţie de revenire la sfârşitul treptei pe curba de
plastificare-sub încărcare constantă- prin efectuarea unei treceri din punctul Q în
punctul R, cunoscută în literatură sub denumirea de corecţia radială (McGuire s.al.,
2000). Punctul R se determină prin intersecţia vectorului QO cu suprafaţa de
plastificare (Fig. 2.9). Acest procedeu se aplică la toate extremităţile barelor unde s-
au format articulaţii plastice determinându-se forţele reziduale la nivel de structură.
Aceste forţe urmează a fi disipate printr-un calcul iterativ care se conduce la nivel
de structură, pâna când valoarea acestora se încadrează sub o toleranţă de calcul
admisă.

2.2.2 Includerea efectului de reconsolidare în modelul articulaţiilor
plastice punctuale

Modelul numeric prezentat anterior şi bazat pe conceptul de articulaţie plastică
punctuală cu formare instantanee are la bază idealizarea comportării materialului ca
fiind elastic-perfect plastic. Relaţiile moment-curbură dezvoltate la nivel de
secţiune se consideră ca fiind de asemenea idealizate, admiţindu-se că după
plastificarea materialului pe întreaga secţiune transversală, situaţie în care
momentul încovoietor atinge valoarea plastică, curbura creşte continuu sub efort
constant. De altfel justificarea unui asemnea calcul în domeniul plastic constă
tocmai în existenţa unui asemnea palier de curgere. Cu toate acestea, majoritatea
materialelor utilizate la realizarea structurilor de rezistenţă a construcţiilor
înregistrează o creştere a deformaţiilor şi tensiunilor după atingerea punctului de
iniţiere a curgerii. Această situaţie se reflectă şi asupra răsunsului global al secţiunii
transversale; după plastificarea fibrelor extreme acestea intră în reconsolidare
atrăgând după sine o creştere a eforturlor capabile odată cu creşterea deformaţiilor.
Mai mult, la descărcare, revenirea are loc elastic înregistrându-se deformaţiile
remanente, iar la reîncărcare se înregistrează o creştere a punctului limită de iniţiere
a curgerii în material (Fig. 2.10a). Structurile de rezistenţă realizate din asemnea
materiale dezvoltă un comportament global similar (Fig. 2.10b).

F
ig. 2.10. Efectul de reconsolidare: 
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(a) la nivel de material; (b) la nivel de element.



36

Pentru determinarea matricei de rigiditate incrementală (tangentă) care să includă şi
efectul de reconsolidare se porneşte de la situaţia în care vârful vectorului
solicitărilor de la o extremitate oarecare a elementului a atins suprafaţa de
plastificare (Fig. 2.11). Aplicând o creştere a incrementului de încărcare vârful
vectorului poate depăşi suprafaţa de plastificare ca urmare a efectului de
reconsolidare. Vectorul forţelor nodale se poate descomune în două componente, o
componentă tangentă la suprafaţa de plastificare tF∆  şi o alta după o direcţie
arbitrară pF∆ (Fig.2.11).

Fig.2.11. D
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creşterile forţelor

şi ţinând seama 
relaţia (2.33) obţ

N

escompunerea vectorului forţelor nodale incluzând efectul de
reconsolidare.

i pentru componenta pF∆  se face din considerente empirice iar în
cialitate există o serie de modele dezvoltate în acest sens care să
ortamentul diferitelor materiale implicate în analză (El-
, 2001). Componenta pF∆ poate fi exprimată în funcţie de
entelor plastice ale deplasărilor incrementale nodale şi de matricea
stică pK  a cărei expresie depinde de tipul de reconsolidare
l (El-Tawil&Deierlein, 2001):

p
pp UKF ∆∆ ====       (2.33)

rţelor nodale din secţiunea plastificată poate fi descompus astfel:
pt FFF ∆∆∆ ++++====       (2.34)

creşterile componentelor elastice ale deplasărilor sunt legate de
 nodale, prin intermediul relaţiei:

eUKF ∆∆ ====             (2.35)
de descompunerea (2.3) a vectorului deplasărilor precum şi de

inem:
(((( ))))p

pt UUKFF ∆∆∆∆ −−−−====++++                   (2.36)

F∆

pF∆
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Multiplicând ambii membrii ai relaţiei (2.36) cu matricea gradient G definită de
relaţia (2.15) rezultă:

(((( ))))p
pt UUGKFGFG ∆∆∆∆ −−−−====++++       (2.37)

Întrucât vectorul ∆Ft este perpendicular pe normala la suprafaţa de plastificare
ecuaţia (2.36) se reduce la:

(((( ))))p
p UUGKFG ∆∆∆ −−−−====       (2.38)

şi ţinând seama de relaţia (2.33) obţinem în final:
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Lucrând în continuare cu relaţii similare cu cele dezvoltate în cadrul paragrafului
2.2.1.1 obţinem în final următoare relaţie incrementală forţă-deplasare:

(((( ))))(((( ))))[[[[ ]]]] UKGGKKGKGKF ∆∆ T
p

T 1−−−−++++−−−−====       (2.40)
şi prin urmare matricea de reducere plastică în acest caz are forma:
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      (2.41)

După cum se poate observa din relaţia ce defineşte matricea de rigiditate tangentă a
elementului de bară care include efectul de reconsolidare, singura diferenţă faţă de
expresia dedusă pentru modelul cu formare instantanee constă în includerea
matricei de rigiditate plastică Kp şi a cărei expresie depinde de tipul de
reconsolidare luat în calcul. În principal, modelele de reconsolidare pot fi
clasificate în două categorii: modelul izotropic, respectiv modelul cinematic.
Ilustrarea grafică a celor doua modele în spaţiul cu doua dimensiuni N-M (efort
axial-moment incovoietor) este dată în figura 2.12.

Fig. 2.12 Modele de reconsolidare. (a) M

Modelul izotropic de reconsolidare co
plastificare se dilată în spaţiu păstrându-ş
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M

N
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odelul izotropic; (b) Modelul cinematic.

respunde situaţiei în care suprafaţa de
i însă forma şi poziţia (Fig. 2.12a), în timp
respunde unei situaţii în care suprafaţa de
şterii tensiunilor incrementale păstrându-şi
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însă forma şi dimensiunile originale (Fig. 2.12b). În cazul unui model de
reconsolidare de tip izotropic valoarea tensiunilor de curgere la compresiune vor
creşte odată cu creşterea tensiunilor de întindere, astfel că relaţia moment-curbură
poate fi reprezentată grafic ca în figura 2.13a. Acest model descrie acceptabil
comportarea materialelor la solicitări monotone. Spre deosebire de modelul
izotropic, în cel cinematic, ca urmare a intrării în curgere a materialului ca urmare a
unei stări de tensiune de înindere va atrage după sine translatarea suprafeţei de
plastificare în direcţia de întindere şi ca urmare materialul va atinge mai repede
limita de curgere când este supus unor acţiuni de compresiune (Fig.2.13b). Acest
model reflectă mult mai fidel comportarea materialelor la acţiuni ciclice.

M
e
b
t
p

  N  (a)   (b)
8

Fig. 2.13 Relaţia moment-curbură asociata modelelor de reconsolidare (a) izotropic
(b) cinematic

odele mai complexe utilizate la determinarea răspunsului structural în domeniul
lasto-plastic sunt dezvoltate în literatura de specialitate. Câteva dintre acestea au la
ază modele hibride de considerare a reconsolidării neliniare a materialului şi
otodată a degradării rigidităţii elementelor ca urmare a incursiunilor în domeniul
lastic.

Fig. 2.14. Modelul suprafeţelor de plastificare imbricate.
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Fig. 2.15. Modelul suprafeţei de plastificare cu limitare.

ouă dintre aceste modele, des utilizate la modelarea comportării elasto-
ce a structurilor sub solicitări monotone sunt prezentate în figurile 2.14 şi
Modelul suprafeţelor de plastificare imbricate (Fig. 2.14) capabil să surprindă
solidarea multi-liniară, fiecare suprafaţă de plastificare activează valori
te ale reconsolidării şi totodată rigidităţi tangente diferite. Modelul suprafeţei
stificare mărginit capabil să surprindă comportarea de reconsolidare neliniară
erailului prin interpolarea rigidităţii tangente între rigiditatea iniţială şi finală
ată suprafeţei plastice de margine (limită) (Fig.2.15).

.2.3 Modelul articulaţiilor plastice cu formare graduală

şa după cum s-a demonstrat de catre multi cercetatori (McGuire, 1991; King
1992; White ş.al. 1993) şi după cum se poate observa şi în cadrul exemplelor
rice din capitolul 6 al acestei cărţi, o modelare a neliniarităţii fizice folosind
ptul de articulaţie plastică punctuală şi instantanee conduce la rezultate
il diferite faţă de o modelare mai apropiată de realitate care consideră efectul
ltării graduale a zonelor plastice în secţiune şi în lungul barelor. Astfel,

u structurile metalice, principalele modificări care sunt aduse acestor metode,
drul metodelor articulaţiilor plastice cu formare graduală, constau în

derarea, aproximativă, a dezvoltării zonelor plastice în lungul barelor datorate
nilor reziduale şi de asemenea considerarea formării graduale a articulaţiilor
ce la extremităţile barelor (Liew ş al., 1992; White ş.al., 1992; King & Chen,
 S.E. Kim ş.al., 2000). Pentru structurile în cadre din beton armat pot fi
ltate metode similare, dar datorită multitudinii de factori care concură la
nsul elasto-plastic al elementelor din beton armat, literatura de specialitate
alează doar puţine încercări în această direcţie. Determinarea matricelor de
tate care să ţină seama de efectul dezvoltării graduale a zonelor plastice în
ne şi în lungul barelor, precum şi de efectul descărcării elastice a unor fibre,

zintă principalul obiectiv al metodelor articulaţiilor plastice cu formare
ală  aplicate structurilor în cadre metalice. (Liew ş.al., 1992; King ş.al., 1994;
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S.E. Kim, 2000). Câteva dintre aceste prupuneri preluate din literatura de
specialitate sunt prezentate în continuare. Descrierea metodelor este făcută pentru
elementul de bară de cadru plan, extinderea procedeelor fiind imediată la cazul
structurilor spaţiale.

2.2.3.1 Considerarea distribuţiei zonelor plastice în lungul barelor

Prin schematizarea admisă, în care se consideră că barele cuprinse între
articulaţiile plastice formate au comportare elastică, se introduce un spor de
rigiditate în raport cu situaţia reală. O metodă aproximativă de considerare a
distribuţiei zonelor plastice în lungul barelor supuse la forţe axiale de compresiune
mari, ca efect al tensiunilor reziduale existente în secţiunile transversale ale barelor,
o constituie folosirea modulului de elasticitate tangent Et în locul modulului de
elasticitate longitudinal iniţial E, la determinarea caracteristicilor de rigiditate ale
secţiunilor. Astfel caracteristicile de rigiditate ale secţiunilor barelor supuse la
compresiune sunt definite astfel: EtI, pentru rigiditatea la încovoiere, respectiv EtA
pentru rigiditatea axială. Modulul de elasticitate tangent Et poate fi determinat
pornind de la relaţiile ce stabilesc valorile încărcărilor critice Ncr folosite la
proiectarea elementelor metalice, înglobindu-se astfel, implicit, şi efectul
imperfecţiunilor geometrice şi mecanice şi, constituie o caracteristică variabilă a
barei, în funcţie de valoarea efortului axial din bară. Astfel în cazul elementelor
metalice supuse la compresiune pură, codul american AISC-LRFD prevede
următoarele formule pentru evaluarea încărcării critice:
 5,1,658,0

2

≤≤≤≤⋅⋅⋅⋅==== cpcr
cNN λλ         (2.42)

5,1,877,0
2 >>>>⋅⋅⋅⋅==== c
c

pcr NN λ
λ

                      (2.43)

unde Np reprezintă efortul axial plastic ( cp AN σ⋅= ), iar λc reprezintă coeficientul

de svelteţe transformat definit de ( ) ErLK cc σπλ ⋅⋅⋅= / , σc reprezintă
tensiunea specifică corespunzătoare curgerii materialului, E este modulul de
elasticitate, iar KL/r este coeficientul de sveltete efectiv al barei. Conform
prevederilor codului AISC-LRFD modulul de elasticitate tangent reprezintă
produsul dintre modulul de elasticitate longitudinal E şi raportul dintre încărcarea
critică corespunzătoare pierderii stabilităţii în domeniul plastic, Ncr plastic, şi cea
corespunzătoare pierderii stabilităţii în domeniul elastic, Ncr elastic:
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         (2.44)

Exprimând coeficientul de sveltete transformat λc în funcţie de raportul N/Np din
ecuaţia (2.43) şi înlocuindu-l în ecuaţia (2.44), rezultă următoarea expresie pentru
modulul de elasticitate tangent Et:
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Întrucit modulul de elasticitate tangent Et s-a determinat plecând de la relaţiile de
determinare a încărcării critice prevăzute de AISC-LRFD şi care iau în considerare
în mod implicit efectele tensiunilor reziduale şi ale imperfecţiunilor geometrice
locale, relaţiile (2.45) includ de asemenea aceste imperfecţiuni în evaluarea
modulului de elasticitate tangent (Liew 1992).

Relaţiile efort axial-deplasare axială pentru un element de lungime L, ţinând
seama de reducerea rigidităţii barei ca urmare a corectării (reducerii) modulului de
elasticitate E, pot fi determinate, pe baza următoarelor relaţii:
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Prin introducerea realţiilor (2.45), ce determină modulul de elasticitate tangent Et
corespunzător unui efort axial N, în relaţiile (2.46) şi efectuarea integralei rezultă
următoarele relaţii neliniare forţă axială-deformaţie axială:
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unde ( )LuE cp ⋅⋅= σεε  reprezintă deformaţia axială normalizată totală din
element.

Un alt mod de a determina modulul de elasticitate tangent Et este cel propus de
Chen şi Lui (Chen & Lui, 1992), şi care utilizează relatiile date de Column
Research Council (CRC) pentru evaluarea încărcării critice a barelor supuse la
compresiune axială (Galambos, 1988):
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               (2.48. b)

unde cu λc s-a notat coeficientul de svelteţe transformat. Încărcarea critică în
domeniul plastic este determinată de relaţia (2.48.a) care include implicit efectul
tensiunilor reziduale, considerând valoarea maximă a tensiunii reziduale de
compresiune σcr= 0,5σc, în cazul secţiunilor de tip I, faţă de σcr= 0,3σc prevăzută în
codul american AISC-LRFD.
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Modulul de elasticitate tangent al barei, este determinat în mod similar cu
procedeul descris mai sus, astfel:
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rezultând următoarele relaţii pentru modulul de elasticitate tangent:

p
t NN

E
E

⋅⋅⋅⋅≤≤≤≤==== 5,00,1    (2.50. a)

p
pp

t NN
N
N

N
N

E
E

⋅⋅⋅⋅>>>>
����
����

����

����

����
����

����

����
−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅==== 5,0,14   (2.50. b)

Deplasarea axială a barei acţionată de forţa axială de compresiune N, considerând
corecţia modulului de elasticitate tangent Et este determinată de următoarele relaţii:
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Prin substituirea relaţiilor (2.50) de determinare a modulului de elasticitate tangent
Et în relaţiile de determinare a deplasării axiale (2.51) şi efectuarea integralei
rezultă relaţiile neliniare efort axial-deformaţie axială:
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unde ( )LuE cp ⋅⋅= σεε  reprezintă deformaţia axială normalizată totală din
element. În figura 2.16. sunt prezentate curbele comparative ale variaţiei modulului
de elasticitate tangent deduse pe baza relaţiilor (2.45) şi (2.50), iar în figura 2.16
sunt prezentate relaţiile fortă axială-deformatie axială determinate de relaţiile (2.46)
respectiv (2.51).  Principala diferenţă dintre cele două metode prezentate, consta în
faptul că prima metoda (LRFD-Et) include implicit atât efectul tensiunilor reziduale
cât şi efectul imperfecţiunilor geometrice locale la modelarea rigidităţii efective a
barelor, în timp ce a doua metodă (CRC-Et) consideră implicit doar efectul
tensiunilor reziduale.

2.2.3.2 Considerarea plastificării graduale a secţiunilor transversale

În cazul elementelor supuse la eforturi de încovoiere importante, modelarea
rigidităţii elementelor utilizând doar conceptul de modul de elasticitate tangent nu
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este suficientă pentru reprezentarea degradării graduale a rigidităţii elementelor ca
urmare a plastificării secţiunilor din lungul elementului (Liew s.al., 1992; White
ş.al., 1992). Efectele plastificării distribuite suplimentare din elemente pot fi
atribuite în principal acţiunii momentelor încovoietoare. Aceste efecte pot fi
reprezentate prin modificarea modelului articulaţiilor plastice clasice astfel încât să
se asigure o degradare graduală a rigidităţii la încovoiere a secţiunilor,
surprinzându-se diferitele situaţii de plastificare parţială a secţiunilor până la
plastificarea totală şi formarea articulaţiilor plastice. În literatura de specialitate
sunt propuse diferite modele de considerare a plastificării graduale şi implicit de
reducere a rigidităţii la încovoiere a secţiunilor, considerând două suprafeţe de
interacţiune N-M, corespunzătoare iniţierii curgerii respectiv plastificării integrale a
secţiunilor şi adoptarea unor relaţii liniare (White s. al., 1992), parabolice (Liew
ş.al., 1992) sau neliniare deduse pe baza relaţiilor M-N-Φ (King & Chen, 1994)
pentru considerarea degradării rigidităţii secţiunilor la încovoiere. În articulaţiile
plastice formate, ca urmare a plastificării integrale a secţiunilor, acţionează
momentele plastice corectate ţinând seama de efectul forţei axiale, Mpc,  care
reprezintă încărcări aplicate asupra barelor, spre deosebire de sarcinile date care se
aplică direct în noduri. Este necesar ca încărcarea dată de momentele Mpc să fie
înlocuită prin componentele aplicate în noduri, urmând procedeul general de
reducere la noduri, a încărcărilor din cuprinsul barelor. Pentru aceasta, trebuie
determinate în prealabil eforturile de încastrare perfectă corespunzătoare. Se ţine
astfel seama de efectul forţelor axiale asupra momentelor plastice ale secţiunilor, şi
de asemenea se realizează corelaţia corectă între eforturi prin respectarea condiţiei
de plastificare. În continuare se prezintă modul de obţinere a matricelor de
rigiditate ale elementelor de tip bară cadru plan, prin intermediul cărora se ţine
seama de efectul reducerii graduale a rigidităţii la încovoiere, corespunzător
modelului liniar respectiv parabolic.

Fig. 2.16. Variaţia modulului de elasticitate tangent în funcţie de valoarea forţei
axiale N.
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2.2.3.2

Pentru
echilibru, 

în care coe
1987):

şi reprezin
stabilitate 

Fi

Elastic-perfect plastic
Fig. 2.17. Variaţia deformaţiei axiale în raport cu forţa axială

.1 Modelul liniar (King s.al., 1992)

 elementul de bară din figura 2.18, relaţiile incrementale elastice de
utilizând deformaţiile elementului, pot fi scrise astfel (King s.al., 1992):
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ficienţii matricei de rigiditate din ecuaţia de mai sus sunt (Goto & Chen
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tă primii trei termeni din dezvoltarea în serie Taylor a funcţiilor de
elastică.
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În relaţiile (2.54) efortul axial N este luat cu semnul minus în cazul compresiunii.
În cazul formării unei articulaţii plastice la nodul "i" al barei "ij" relaţiile ce
definesc valorile momentelor încovoietoare incrementale la capetele barei sunt:

0====⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅==== jijiiii KKM δθδθδ    (2.55 a)
deoarece se consideră ca în nodul "i" se formează o articulaţie obişnuită, şi prin
urmare creşterea de moment încovoietor este zero, şi
                              jjjijij KKM δθδθδ ⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====       (2.55 b)

Determinând  pe iδθ din ecuaţia (2.55 a) şi înlocuindu-l în ecuaţia (2.55 b) rezultă:
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astfel încât relaţia incrementală de echilibru a elementului devine:
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unde:

 
ii

ij
jijjjj K

K
KKK ⋅⋅⋅⋅−−−−===='       (2.58)

Pentru reprezentarea graduală a plastificării secţiunii corespunzătoare unui anumit
stadiu intermediar de pătrundere a plastificării în secţiune, pornind de la stadiul
perfect elastic şi ajungând la stadiul limită corespunzător plastificării integrale a
secţiunii, matricea de rigiditate a elementului, utilizând deformaţiile acestuia, se
poate scrie:
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unde cu iρ  s-a notat parametrul scalar corespunzător unui anumit stadiu
intermediar de plastificare a sectiunii "i", şi care poate lua valori între zero (perfect
elastic, Mi<Mc) şi unu (perfect plastic, Mi=Mpc). În metoda propusă (King ş,al.,
1992), valoarea intermediară a parametrului iρ , corespunzătoare unui anumit
stadiu de plastificare a secţiunii ( pcic MMM ≤≤ ), este definită pe baza
următoarei relaţii liniare, astfel:

10 ≤≤≤≤
−−−−
−−−−

====≤≤≤≤
cpc

ci
i MM

MMρ       (2.60)

în care Mi este momentul încovoietor din nodul "i"; Mc reprezintă momentul
încovoietor corespunzător iniţierii curgerii în secţiune, iar Mpc reprezintă momentul
încovoietor plastic corectat al secţiunii. Atât momentul încovoietor corespunzător
curgerii, Mc, cât şi cel corespunzător plastificării integrale a secţiunii, Mpc, pot fi
determinate pe baza relaţiilor de interactiune N-M corespunzătoare acestor stadii
(King ş. al., 1992), fig. 2.19.
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Pentru cazul general de comportare în domeniul elasto-plastic, în care
articulaţiile plastice se pot forma la ambele capete ale elementului, relaţiile
incrementale de echilibru se pot scrie sub următoarea formă matriceală:
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unde:

(((( ))))

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))ii

ii

ij
jijjjj

jiijjiij

ij
jj

ji
ijiiii

K
K

KKK

KKK

K
K

KKK

ρρ

ρρ

ρρ

−−−−⋅⋅⋅⋅��������
����

����
����
����
����

����
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅========

−−−−⋅⋅⋅⋅
����
����

����

����

����
����

����

����
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====

1

11

1

'

''

'

      (2.62)

R
ale el
•  În

d
c

•  În
c
e

Fig. 2.19. Plastificarea graduală a secţiunilor. Modelul liniar.

elaţiile (2.62) introduc efectul plastificării graduale şi totale la ambele capete
ementului. Spre exemplu:
 cazul în care 0== ji ρρ , ambele capete ale elementului se află în

omeniul elastic, astfel, ecuaţia (2.61) se reduce la ecuaţia (2.53) în care
oeficienţii de rigiditate sunt definiţi de relaţiile (2.54).
 cazul în care 1=iρ  şi 0=jρ se consideră formarea articulaţiei plastice la

apătul "i" al elementului, în timp ce capătul "j" se află încă în domeniul
lastic, relaţia (2.61) se reduce în acest caz la relaţia dată de ecuaţia (2.57).
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•  În cazul în care 0=iρ  şi 1=jρ se consideră formarea articulaţiei plastice la
capătul "j" al elementului, în timp ce capătul "i" se află încă în domeniul
elastic, relaţia (2.61) se reduce în acest caz la o ecuaţie similară cu cea dată de
relaţia (2.57). În cazul în care 1=iρ  şi 1=jρ se consideră ca la ambele
capete ale elementului s-au format articulaţii plastice, matricea de rigiditate din
relaţia (2.61) devine în acest caz:
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00
00'K       (2.63)

•  În cazul în care 10 << iρ  şi 10 << jρ  se consideră plastificarea parţială la
ambele captete ale elementelor, corespunzătoare unui stadiu intermediar de
pătrundere a plastificării în secţiune.

2.2.3.2.2 Modelul parabolic (Liew s.al., 1992)

Pentru reprezentarea graduală a plastificării secţiunii de la capătul "i" al barei
"ij" (fig.2.18),  corespunzătoare unui anumit stadiu intermediar de pătrundere a
plastificării în secţiune, pornind de la stadiul perfect elastic şi ajungând la stadiul
limită corespunzător plastificării integrale a secţiunii, se pot scrie următoarele
relaţii incrementale de echilibru (Liew s.al., 1992):
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(2.64)

În relaţia de mai sus S1 şi S2 reprezintă funcţiile de stabilitate convenţionale,
corespunzătoare elementului de bară cadru plan acţionat de forţa axială N de
compresiune şi de momentele încovoietoare la capetele "i" respectiv "j" ale
elementului, (fig. 2.18), dar în care modulul de elasticitate longitudinal este înlocuit
cu modulul de elasticitate tangent Et şi care introduc efectul local P-δ al
neliniarităţii geometrice locale:
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unde 
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t ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅==== 2

2

π
ρ  reprezintă coeficientul de compresiune elasto-plastic al barei,

iar efortul axial N este luat cu semnul negativ în relaţiile (2.65) şi (2.66), în cazul
compresiunii. În relatia (2.64) cu iφ  s-a notat parametrul scalar corespunzător unui
anumit stadiu intermediar de plastificare al secţiunii "i", corespunzător unui
moment încovoietor total Mi, şi care poate lua valori între zero (plastificare totală,
Mi=Mpc) şi unu (perfect elastic, Mi≤Mc). În metoda propusă (Liew s. al., 1992),
valoarea intermediară a parametrului φ , corespunzătoare unui anumit stadiu de

plastificare a secţiunii ( pcic MMM ≤≤ ), este definită pe baza unei funcţii
parabolice, obţinută prin calibrare cu rezultatele obţinute pe baza unor analize
elasto-plastice "exacte" fundamentate pe modelul zonelor plastice:

(((( )))) (((( ))))NMff ,======== αφ              (2.67)
unde α reprezintă parametrul scalar ce măsoară intensitatea efortului rezultant,
determinat de efortul axial N şi de momentul încovoietor M, de la capetele
elementului:
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unde cu Mp s-a notat momentul plastic iniţial al secţiunii (în absenţa efortului
axial). În figura 2.20 sunt prezentate curbele de interacţiune N-M corespunzătoare
iniţierii curgerii (α=0,5) şi cea corespunzătoare plastificării totale a secţiunii (α=1),
cu observaţia că în acest studiu ambele curbe s-au considerat ca având aceeaşi
formă. Orice punct din interiorul suprafeţei delimitate de curba de iniţiere a curgerii
(α=0,5), care este o curbă convexă în raport cu originea axelor

(
pp M

Mm
N
Nn == , ), defineşte o stare de eforturi N şi M pentru care secţiunea se

află în stadiul elastic, iar rigiditatea secţiunii la încovoiere este cea iniţială. Pentru
un punct aflat în interiorul sau pe frontierele domeniului delimitat de curba de
interacţiune corespunzătoare iniţierii curgerii şi cea corespunzătoare plastificării
totale, corespunzător unui anumit stadiu intermediar de pătrundere a plastificării în
interiorul secţiunii (fig. 2.20), degradarea rigidităţii la încovoiere este determinată
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prin intermediul parametrului φ conform următoarei ecuaţii parabolice (Liew s.al.,
1992):

(((( )))) 5,0,14
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(2.69)

Pot fi considerate şi alte ecuaţii mai complexe pentru parametrul φ de evaluare a
rigidităţii la încovoiere, ţinând seama de plastificarea graduală a secţiunilor, dar o
expresie simplă de genul celor prezentate în figura 2.21, conferă acestei metode
simplitate şi eficienţă. De menţionat faptul ca funcţia parabolică (2.69) a fost
obţinută prin calibrare cu rezultatele obţinute pe baza unor analize elasto-plastice
"exacte" fundamentate pe modelul zonelor plastice (Liew, 1992; Liew ş.al., 1992).
Pentru reprezentarea graduală a plastificării secţiunii de la capătul "j" al barei  "ij"
(fig. 2.18),  corespunzătoare unui anumit stadiu intermediar de pătrundere a
plastificării în secţiune, pornind de la stadiul perfect elastic şi ajunând la stadiul
limită corespunzător plastificării integrale a secţiunii, se pot scrie următoarele
relaţii incrementale de echilibru:
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în care semnificaţiile notaţiilor din relaţia de mai sus au fost descrise anterior.
Pentru cazul general corespunzător unei plastificări graduale la ambele capete ale
elementului, relaţiile incrementale de echilibru, utilizând deformaţiile elementului
(fig.2.18), se pot scrie sub formă matriceală în modul următor:
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(2.71)
În legătură cu ecuaţia (2.71) se pot face următoarele observaţii:

•  În cazul în care 10 << iφ  şi 10 << jφ , ecuaţia (2.71) introduce efectul
plastificării parţiale la ambele capete ale elementului, în matricea de rigiditate.
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•  În cazul în care 1== ji φφ , ambele capete ale elementului se află în domeniul
elastic, matricea de rigiditate a elementului din ecuaţia (2.71) se reduce în acest
caz la următoarea formă:     
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•  În cazul în care 1=iφ  şi 10 << jφ , capătul i al elementului este în domeniul
elastic iar capătul j este parţial plastificat, şi prin urmare ecuaţia (2.71) se
reduce în acest caz la ecuaţia (2.71).

•  În cazul în care 1=jφ  şi 10 << iφ , capătul j al elementului este în domeniul
elastic iar capătul i este parţial plastificat, ecuaţia (2.71) reducându-se în acest
caz la ecuaţia (2.64).
Fig. 2.20. Curbele de interacţiune N-M corespunzătoare diferitelor stadii de
comportare a secţiunii în domeniul elasto-plastic.
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Relaţii de determinare a rigidităţii la încovoire în domeniul elasto-plastic.

fectul neliniarităţii geometrice locale. Funcţii de stabilitate

 Integrarea ecuaţiei diferenţiale a fibrei medii deformate

sideră cazul general al unei încărcări transversale constituită dintr-o forţă
istribuită q şi o forţă concentrată Q care acţionează la distanţa c de
l unei bare puternic comprimate, Fig. 2.22.

. Bara puternic comprimată încărcată cu forţe în lungul barei şi momente
încovoietoare de capăt.
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Bara de lungime L, se consideră realizată dintr-un material omogen şi izotrop cu
comportare liniar elastică având modulul de elasticitate E şi a cărei formă iniţială
este afectată de imperfecţiunile geometrice de forma unei curbe spaţiale cu
proiecţiile în planurile (xy) şi (xz) de forma unor sinusoide cu excentricităţile
maxime egale cu fy(z)L în mijlocul său (Fig.2.23):
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Metoda suprapunerii de efecte poate fi aplicată şi în cazul în care bara comprimată
este acţionată de mai multe sarcini transversale cu condiţia ca fiecare componentă a
încărcării să fie considerată pe bara acţionată de intreaga mărime a forţei axiale,
deci pentru acelaşi factor de compresiune ν considerat drept o caracteristică
(constantă) dată a barei puternic comprimate: EIPL /====ν . Premiza mai sus
menţionată îşi gaseşte justificarea în faptul că sarcinile axiale importante se aplică
direct asupra barelor fiind independente de celelalte sarcini aplicate transversal pe
barele structurii. Având la bază această premiză şi faptul că deplasările transversale
totale ale barei sunt obţinute prin însumarea deplasărilor iniţiale datorate
imperfecţiunilor geometrice şi a celor datorate sarcinilor externe, deformaţia
rezultantă se obţine:
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a

Fig. 2.23. Modelarea imperfecţiunilor geometrice locale.
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Efectuarea integrării pe o bară puternic solicitată axial, necesită exprimarea
momentelor încovoietoare în secţiunea curentă definită de abscisa x. Considerând
planul de încovoiere (xy) şi bara solicitată de forţa axială de compresiune P (P>0),
forţa uniform distribuită qy, forţa concentrată Qy, şi de momentele încovoietoare
nodale Mza şi Mzb, momentul încovoietor în secţiuea curentă, scris în raport cu
poziţia deformată a barei (Fig. 2.22) este dat de relaţia:
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Ecuatia axei deformate, pentru cazul când aceasta se încadrează în domeniul
micilor deplasari are forma cunoscuta:
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sau ţinând cont de expresia momentului încovoietor în secţiunea curentă x:
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Notând cu zEIP /2 ====α  şi având în vedere expresiile (2.73) pentru imperfecţiunile
geometrice iniţiale şi ţinând cont de relaţia (2.77) se ajunge la ecuaţia diferenţială
liniară neomogenă de ordinul II:
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ce caracterizează bara puternic comprimată. Soluţia generală a acestei ecuaţii este
de forma:
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    eee yyy ++++==== 0 (2.79)
unde 0

ey este soluţia generală a ecuaţiei omogene şi care se poate alege sub forma:

xCxCye αα cossin 21
0 ++++==== (2.80)

iar ey este o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene şi care se poate alege după
forma membrului drept a ecuaţiei (2.78). Astfel soluţia ecuaţiei diferenţiale (2.78)
se poate scrie:
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Constantele de integrare Ci(i=1,…,4) se determină atât din condiţiile de la capetele
barei (((( )))) (((( )))) 0;00 ======== Lyy , cât şi din punctul de aplicare al sarcinii Q unde cele
doua porţiuni ale axei deformate descrise de ecuaţia (2.81) au aceeaşi deplasare şi o

tangentă comună (((( )))) (((( ))))00 ++++−−−−====−−−−−−−− cLycLy , 
(((( )))) (((( )))) 00 ++++−−−−−−−−−−−−

====
cLcL dx

dy
dx
dy . Aplicarea

acesor condiţii conduc la următoarele expresii pentru constantele de integrare:
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Relaţii similare se pot obtine în cazul incovoierii în planul (xz) înlocuind indicii
inferiori y cu z iar pe α cu yEIP /====β . În mod asemănător pot fi studiate şi alte
cazuri de încărcare. Cu constantele de integrare determinate de relaţiile (2.82)
deplasarea totală este obţinută înlocuind relaţia (2.82) în relatia (2.81).
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2.2.4.2 Matricea de rigiditate a elementului de bară de cadru spaţial în
calculul de ordinul al II-lea

Se consideră cazul barelor cu secţiune constantă şi cu imperfecţiuni geometrice
locale, solicitate la încovoiere cu forţe axiale puternice de întindere sau de
compresiune. Obiectul consideraţiilor teoretice şi a sistematizării prezentate în cele
ce urmează este de a reduce calculul la forma cunoscută din statica liniară,
intruducând efectul neliniarităţii geometrice de ordinul II prin intermediul unor
coeficienţi de corecţie, stabiliţi în funcţie de nivelul forţei axiale şi cuantificaţi prin
intermediul factorului de compresiune. Astfel matricea de rigiditate a unui element
de bară dreaptă spaţială corespunzătoare unui calcul liniar elastic de ordinul I în
sistemul de coordonate local poate fi corectată prin intermediul unor coeficienţi,
numiţi funcţii de stabilitate, introducând astfel în calcul modificările de rigiditate
ale barelor datorată prezenţei forţelor axiale de compresiune sau de întindere. La
bare puternic comprimate creşterea factorului de compresiune conducând la scăderi
de rigiditate. În forma matriceală relaţia fortă-deplasare, în sistemul de coordonate
local elementului, se scrie:

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]1121121212112 ××××++++××××××××××××====×××× eqllll FukF  (2.83)
unde lk reprezinta matricea de rigiditate a elementului de bară în sistemul local de
referinţă corectată pe baza funcţiilor de stabilitate definite în funcţie de proprietăţile
secţionale şi geometrice ale barelor precum şi de nivelul forţelor axiale şi al
momentelor încovoietoare nodale, iar lFeq reprezintă vectorul forţelor echivalente
nodale pentru o bară acţionată de încărcări intre nodurile de capăt şi afectată de
imperfecţiuni geometrice locale. Relaţia fortă-deplasare (2.83) se scrie dezvoltat
astfel:
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unde cu ki,j s-au notat coeficienţii de rigiditate din calculul liniar elastic de ordinul I
iar (((( ))))9,...,1====iis  sunt funcţiile de stabilitate considerate drept măsura a rigidităţii barei
pentru anumite moduri particulare de deformare:
s1: funcţia de stabilitate ce măsoara efectul încovoierii asupra rigidităţii axiale a
barei;
s2: funcţia de stabilitate ce măsoara efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere ce se opune rotirii de nod a faţă de axa z;
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s3: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere ce se opune rotirii de nod b faţă de axa z;
s4: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere ce se opune rotirii de nod a faţă de axa y;
s5: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere ce se opune rotirii de nod b faţă de axa y;
s6: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere faţă de axa z ce se opune translaţiei în direcţia y;
s7: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la lunecare
în direcţia y ce se opune translaţiei în direcţia y;
s8: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la
încovoiere faţă de axa y ce se opune translaţiei în direcţia z;
s9: funcţia de stabilitate ce măsoară efectul forţei axiale asupra rigidităţii la lunecare
în direcţia z ce se opune translaţiei în direcţia z;

Trebuie specificat faptul că, funcţiile de stabilitate definite mai sus, surprind
efectul local al neliniarităţii geometrice prin raportarea forţelor axiale la poziţia
deformată a barelor respective, introducând în calcul aşa numitul efect P-δ şi
exprimând faptul ca forţa axială de compresiune sau de întindere are drept efect
modificarea rigidităţii barei respective. Cu toate acestea, deformata de ansamblu a
barei, caracterizată prin deplasările şi rotirile nodurilor (efectul P-∆) nu intervine în
matricea de rigiditate lk care se alcătuieşte pentru condiţiile domeniului micilor
deplasări şi rotiri. Acest din urmă efect, care se referă numai la încovoierea
suplimentară datorată forţelor axiale din barele a caror noduri de capăt suferă
deplasări pe direcţia perpendiculară, va fi exprimat separat în cadrul matricei de
rigiditate geometrică. Mai trebuie specificat de asemenea faptul că aşa numitul
efect P-∆ doar aproximează efectul neliniarităţii geometrice globale care se referă
la modificarea rigidităţii de ansamblu a structurii ca urmare a modificării
configuraţiei geometrice globale ale acesteia. Efectul global al neliniarităţii
geometrice poate fi surprins riguros în analiză doar prin considerarea explicită a
modificării configuraţiei geometrice ale nodurilor structurii şi exprimarea
condiţiilor de echilibru static în aceste configuraţii deformate. Modalităţi cu privire
la integrarea efectului neliniarităţii geometrice globale în analiza de ansamblu a
structurilor cu deplasari şi rotiri mari vor fi prezentate în cadrul paragrafului 2.4.

Efectele forţei axiale asupra rigidităţii la torsiune şi a momentului de torsiune
asupra rigidităţii axiale a barei sunt neglijate în prezenta formulare, deşi funcţii de
stabilitate similare cu cele definite mai sus pot fi formulate. În cele ce urmează vor
fi determinate expresiile funcţiilor de stabilitate şi a forţelor echivalente la noduri,
în cazul unei bare puternic solicitată axial precum şi de momentele încovoietoare
nodale (ma, mb) şi de o forţă uniform distribuită pe întreaga lungime a barei.

Efectul încovoierii barei asupra rigidităţii axiale. Coeficientul s1



Aşa cum rezultă din figura 2.22 lungimea axei deformate a barei solicitată de
sarcini exterioare poate fi calculată cu relaţia:
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unde y şi z reprezintă deplasările transversale totale obţinute prin însumarea
deplasărilor inţiale din imperfecţiuni geometrice şi cele date de sarcinile exterioare
aplicate asupra barei, iar abscisa x defineşte un punct aparţinând liniei elastice a
barei definite ca locul geometric al centrelor de greutate ale secţiunilor din lungul
ei, (Fig. 2.22). În ipoteza deformaţiilor unghiulare mici în sectiune dy/dx<<1,
dz/dx<<1, relaţia de mai sus se scrie:
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Astfel, scurtarea barei, cauzată de deplasările transversale totale y şi z se poate
calcula cu relaţia:
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Ţinând 
însumarea 
sarcinilor e
reală a barei

  (a) Bara dreaptă fără imperfecţiuni
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Fig. 2.24. Efectul încovoierii barei asupra rigidităţii axiale.

seama de faptul că deplasările transversale y şi z sunt obţinute prin
celor două efecte, a încovoierii iniţiale şi a deformaţiilor datorate
xterioare (y=ye+y0; z=ze+z0), aşa cum rezultă din Fig. 2.24, scurtarea
, este determinată de următoarea relaţie:

  (c) Bara cu imperfecţiuni geometrice încovoiată

(b) Bara cu imperfecţiuni geometrice

  δb

 δ

 δ0



58

dx
dx
dz

dx
dy

dx
dx
dz

dx
dy LL

b ��������
����
����
����

����

����
����
����

����
����
����

				





����

����++++����
����

				





����

����−−−−
����
����
����

����

����
����
����

����
����
����

				





����

����++++����
����

				





����

����====−−−−====
0

2
0

2
0

0

22

0 2
1

2
1δδδ              (2.88)

iar scurtarea totala (δt) este obţinută prin însumarea deformaţiilor axiale datorate
efortului axial P (δa) şi a deformaţiilor din încovoiere (δb):
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Relaţia (2.89) poate fi rescrisă astfel:
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şi reprezintă coeficientul de corecţie ce măsoară efectul încovoierii asupra
rigidităţii axiale a barei. Având cunoscute expresiile pentru calculul deplasărilor
transversale y şi z coeficientul s1 se poate calcula prin integrări succesive pe
lungimea barei. Vom da în continuare expresia acestui coeficient neglijând efectul
imperfecţiunilor locale şi a sarcinilor dintre nodurile barei. În acest caz avem:
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Astfel relaţia (2.91) devine în acest caz:
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Similar se poate obţine expresia coeficientului s1 în cazul în care forţa axială este
de întindere. În acest caz coeficientul s1 are următoarea formă:
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Efectul forţei axiale asupra rigidităţii la încovoiere

Se consideră bara cu imperfecţiuni geometrice locale solicitată de forţa uniform
distribuită qy(z) şi de momentele încovoietoare de capăt my(z)a şi my(z)b. În acest caz
deplasarea transversală într-o secţiune curentă x a barei se obţine prin
particularizarea relaţiei (2.81).

a. Încovoierea în planul X-Y.
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Unghiurile de rotatie de la capetele barei se găsesc derivând relaţia (2.98) şi
substituind x=0 pentru capătul a şi x=L pentru capătul b:
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Relaţiile (2.100) şi (2.101) pot fi rearanjate în formă matriceală condensată astfel:

eqyq fkθffkθm ++++====++++++++====
0

           (2.102)
unde m reprezintă vectorul momentelor încovoietoare nodale, k este matricea de
rigiditate θθθθ vectorul rotirilor iar fq şi fy0 reprezintă vectorul forţelor echivalente
nodale feq provenite din forţa uniform distribuită q respectiv imperfecţiunile
geometrice locale y0. Dezvoltat relaţia de mai sus se scrie:
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    (2.103)
unde pentru cazul  forţei axiale P de compresiune funcţiile s2 şi s3 au următoarele
expresii:
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Din aceste expresii se constată carcaterul neliniar pe care coeficienţii de corecţie îl
introduc în expresiile momentelor încovoietoare de capăt şi în cele ale forţelor
echivalente la noduri. De asemenea se poate observa faptul că variaţia
coeficienţilor este neliniară în raport cu α, accentuindu-se când factorul de
compresiune creşte, iar pentru α=0 valoarea coeficienţilor este egală cu unitatea.
Alte situaţii de încărcare pot fi introduse în calcul urmând un raţionament similar,
matricea de rigiditate nefiind afectată de forma acestora. Pentru bare cu forţe axiale
mari de întindere, efectul este favorabil, aducând un spor de rigiditate. Se pot stabili
expresii similare ale coeficientilor de corecţie, înlocuind forţa axială P cu –P în
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relaţia (2.75). Urmând un procedeu similar cu cel pentru cazul forţei de
compresiune se ajunge la o relaţie similară cu cea dată în (2.103) dar în care
coeficienţii de corecţie au următoarea expresie:
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b. Încovoierea în planul X-Z

Urmând un raţionament similar relaţia între momentele încovoietoare nodale şi
rotirile la capetele a şi b ale barei rezultă de următoarea formă:
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    (2.106)

unde în cazul unei forţe de compresiune şi notând cu yEIP /2 ====β :
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iar pentru întindere:
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Matricea de rigiditate

Relaţiile (2.103-2.106) pot fi rearanjate într-o forma matriceala compacta
punând în evidenţă matricea de rigiditate în coordontele de bază ale elemntului kc

de bară spaţial (Fig.2.25):
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                  (2.109)

Mai departe, matricea de rigiditate, în sistemul local al elementului, se alcătuieşte
în condiţiile domeniului micilor deplasări şi rotiri printr-o transformare liniară între
coordonatele de bază şi cele locale ale elementului. Având în vedere figura 2.25
putem exprima relaţiile cinematice şi de echilibru în forma matriceală astfel:
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unde matricea liniară de transformare T are următoarea formă:
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Fig. 2.25. Sistemele de referinta de baza respectiv local al elementului de
bara.

relaţia între vectorul forţelor nodale şi cel al deplasărilor în sistemul de
nate local elementului pot fi obţinute prin combinarea relaţiilor (2.110):
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nd matricea de rigiditate şi vectorul forţelor nodale echivalente prezentate la
tul acestui paragraf şi dată de relaţiile (2.84) a cărei expresie compactă poate
ă:
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unde s-a folosit notaţia:
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matriceale din relaţia (2.112) se ajunge la următoarea formă pentru matricea de
rigiditate a elementului ţinând seama de efectele locale P-δ ale neliniarităţii
geometrice:
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Aşa cum s-a menţionat mai sus matricea de rigiditate determinată de relaţiile
(2.113) include doar efectul local al neliniarităţii geometrice. În mod curent
neliniaritatea geometrică se manifestă prin doua efecte importante şi anume:



- un efect local de flexibilizare/rigidizare a barelor comprimate/întinse care poate
fi prins în analiză prin considerarea matricelor de rigiditate elementare de
ordinul II determinate de relaţiile (2.114-2.115);

- un efect global datorat modificării configuraţiei geometrice a nodurilor şi care
în mod riguros poate fi evaluat doar prin analiza structurii în asamblu şi
corectarea forţelor neechilibrate ce apar datorate modificării configuraţiei
geometrice a structurii de la un ciclu de calcul la altul. O variantă aproximativă
a acestui efect prin care se ia în considerare numai încovoierea suplimentară
datorită forţelor din noduri raportate la schema deformată a structurii, ca
urmare a deplasărilor nodurilor pe direcţia perpendiculară la axele barelor, este
aşa numitul efect P-∆.

Fig. 2.2

Pentru includerea efectul
considera următoarea relaţ
a elementului şi cele în sist
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6. Efectul local P-δ şi cel global P-∆.

ui P-∆ în matricea de rigiditate elementară se poate
ie de echilibru între forţele nodale în configuraţia de bază
emul local:
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unde cu ∆ s-a notat deplasarea relativă a nodurilor elementului de bară pe direcţia
perpendiculară axei barei (Fig. 2.26), iar T reprezintă matricea liniară de
transformare dată de relaţia (2.111). Urmând un raţionament similar cu cel folosit
la deducerea matricei de rigiditate în sistemul local ţinând seama doar de efectele
locale ale neliniarităţii geometrice se obţine următoarea formă pentru matricea de
rigiditate care include ambele efecte ale neliniarităţii geometrice:
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unde s-a notat cu k∆ matricea de rigiditate geometrică datorată efectului P-∆:
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2.3 METODA ELEMENTELOR FINITE ÎN STUDIUL COMPORTĂRII
NELINIARE A CADRELOR PLANE. MODELUL PLASTIFICĂRII
DISTRIBUITE

Analiza statică neliniară generează, în metoda elementelor finite, sisteme de
ecuaţii neliniare, pentru rezolvarea cărora se recurge la liniarizarea prin metoda
secantelor sau prin metoda tangentelor. În concordanţă cu acestea se definesc
matricea secantă a rigidităţilor, respectiv matricea tangentă a rigidităţilor.
Determinarea matricelor caracteristice ale elementelor finite, în formularea
deplasărilor, se bazează pe principiul deplasărilor virtuale si, considerarea unei
funcţii de deplasări, de obicei sub forma polinomială, cu ajutorul careia se pot
exprima deplasările oricărui punct din interiorul elementului, în raport cu
deplasările nodurilor de la capetele elementului finit. Odată cunoscut câmpul de
deplasări, pe baza unui studiu geometric, se poate determina starea de deformaţie
specifică şi de efort unitar din element. Dacă se ţine seama ca deformata structurii
nu se încadrează în domeniul micilor deplasări, pentru o bară dintr-o structură
plană, unde din tensorul deformaţiilor se reţine numai deformaţia specifică
corespunzătoare axei longitudinale a barei, expresia acesteia nu mai poate fi
menţinută sub forma simplă, ci trebuie adăugaţi unul sai mai mulţi termeni pentru a
ţine seama de interdependenţa dintre solicitări. Pentru fiecare asemenea formă va
rezulta o altă alcătuire a matricei de rigiditate secantă respectiv tangentă, alegerea
celei mai potrivite depinzând de natura problemei studiate şi de gradul de
aproximare dorit.

Formularea calculului neliniar în metoda elementelor finite, implică rezolvarea
următoarelor două aspecte principale:

(1) Determinarea ecuaţiilor ce caracaterizează comportarea neliniară a
structurilor, sub cele doua aspecte, cel fizic şi cel geometric:.

(a) adoptarea relaţiilor neliniare între deformaţiile specifice şi
deplasări.

(b) adoptarea unui model pe baza căruia să se deducă relaţiile
constitutive neliniare σ-ε

(c) aplicarea principiului deplasărilor virtuale pentru determinarea
ecuaţiilor de echilibru static.

(2) Rezolvarea acestor ecuaţii neliniare, prin metoda elementelor finite.
Principiul metodei elementelor finite aplicat în studiul structurilor din bare, constă
în separarea structurii prin linii imaginare rezultând un anumit număr de elemente
finite. Elementele finite sunt presupuse că se interconecteaza într-un număr discret
de puncte nodale situale la capetele lor; deplasările acestor puncte nodale se
consideră a fi parametrii necunoscuţi. Deplasările punctelor din interiorul fiecărui
element finit sunt exprimate în funcţie de deplasările nodurilor de interconexiune,
cu ajutorul unor funcţii de deplasări. Funcţiile de deplasări, odată definite, servesc
la deducerea stării de eforturi unitare în diverse secţiuni şi fibre, din interiorul
elementului finit. Soluţionarea sistemului de ecuaţii neliniare implică aplicarea
următoarelor proceduri:
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(a) Adoptarea tipului de element finit şi asocierea gradelor de libertate în
funcţie de natura problemei studiate şi de gradul de aproximare dorit.

 (b) Definirea funcţiilor de deplasări pe baza cărora se definesc deplasările în
interiorul elementului finit.

(c) Exprimarea ecuaţiilor de echilibru în funcţie de deplasările gradelor de
libertate asociate elementului finit utilizat.

(d) Aplicarea unor procedee incrementale sau incremental-iterative pentru
rezolvarea sistemelor de ecuaţii neliniare rezultate.

Exemplificarea aplicării metodei elementelor finite la analiza elasto-
plastică a structurilor în cadre plane metalice se prezintă în continuare. Modelul de
calcul prezentat în continuare a stat la baza dezvoltarii unui program de calculator
utilizat în studiile numerice de calibrare a programului NEFCAD, prezentate în
cadrul capitolului 5 al acestei lucrări.

2.3.1 Relaţii neliniare între deformaţiile specifice şi deplasări. Efectul
local al neliniarităţii geometrice

Neliniaritatea geometrică provine din relaţii deformaţii-deplasări neliniare şi
din modificari finite ale geometriei. Relaţia între deformaţiile specifice şi deplasări
care este luată în considerare în acest studiu este cea corespunzătoare ipotezei
conform căreia deformaţiile sunt mici, dar finite, iar rotirile moderate. Considerând
elementul plan de bară dreaptă supus acţiunii unei forţe uniform distribuite q şi
forţelor axiale N la capetele ei (Fig. 2.27 a), se va determina în cele ce urmează
forma componentei axiale a tensorului deformaţiilor Green, ex, corespunzătoare
ipotezelor amintite mai sus. Pentru aceasta se consideră elementul de bară de
lungime dx paralel cu axa fibrei medii deformate a elementului şi care este
prezentat în figura 2.27.b.

Componenta axială a tensorului Green, în problema plană, este dată de relaţia:
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în care cu u şi v s-au notat deplasările unui punct arbitrar P al secţiunii transversale
al elementului (fig. 2.27.b).

Considerând deformaţia elementului infinitesimal dx conform figurii 2.27.c, şi
aplicând teorema lui Pitagora, urmată de nişte operaţii matematice elementare, se
pot deduce următoarele relaţii geometrice:
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în care cu εx s-a notat alungirea specifică a elementului infinitesimal dx. Se observă
că partea dreaptă a ecuaţiei (2.121) reprezintă tocmai componenta axială a
tensorului deformatiilor Green. Astfel alungirea specifica εx se poate scrie:

                  xxx e====++++ 2

2
1 εε            (2.122)
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ig.2.27. Efectul neliniarităţii geometrice. Stabilirea relaţiilor neliniare între
deplasări şi deformaţii.

ptând ipoteza deformaţiilor mici, dar finite:
1<<<<<<<<xe  sau 1<<<<<<<<xε     (2.123)

ă că 02
�xε , în acest caz  conform ec. (2.120) alungirea specifică coincide

mponenta axială a tensorului Green. Pentru simplificarea relaţiei neliniare ce
eşte deformaţia ex se introduce condiţia rotirilor moderate:
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este oricum mai puţin restrictivă decât cea a rotirilor mici ( 1<<�
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lvând ecuatia (2.121) în necunoscuta xu ∂∂  rezultă:
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Pe baza relaţiilor de mai sus se observă că xu ∂∂  are acelaşi ordin de mărime cu λ,
ceea ce implică că:

1...
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rezultând următoarea expresie redusă a ecuaţiei (2.120):
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Acceptând, în continuare, ipotezele conform cărora forma secţiunii trasversale a
secţiunii nu se modifică şi de asemenea planul transversal rămâne plan şi normal la
axa barei, în timpul deformării (Bernoulli-Euler), componentele deplasării unui
punct oarecare P al secţiunii transversale pot fi exprimate în funcţie de
componentele deplasării punctului A, situat pe fibra medie a aceleaşi secţiuni astfel
(fig. 2.27.b):
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rezultând următoarea relaţie neliniară între deformaţii şi deplasări în ipoteza
deformaţiilor mici şi a rotirilor moderate:
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Aceasta relaţie va fi utilizată pe mai departe pentru determinarea energiei
potenţiale de deformaţie a elementului finit.

2.3.2 Relaţii neliniare între eforturi unitare şi deformaţii specifice. Efectul
neliniarităţii fizice.

La nivelul materialului neliniaritatea fizică este caracterizată prin relaţia
neliniară între tensiuni şi deformaţii:

)(εσ f====            (2.135)
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ce poate fi scrisă convenţional sub forma liniarizată:
εεσ ⋅⋅⋅⋅==== )(sE            (2.136)

Pe lângă această reprezentare finită se poate utiliza şi o reprezentare
diferenţială, ce stabileşte o legătură liniară între variaţiile tensiunii σ şi a
deformaţiei ε:

(((( )))) δεεδσ ⋅⋅⋅⋅==== TE            (2.137)
Spre deoasebire de cazul fizic liniar (elastic), modulii de elasticitate ( )εsE şi
( )εTE  depind de valoarea deformaţiei ε şi reprezintă rigiditatea secantă, respectiv

tangentă a materialului. Pentru exemplificare, în figura 2.28 sunt prezentate formele
simplificate ale curbelor caracteristice ale betonului (fig. 2.28.b) şi a oţelului (fig.
2.28.a).

Fig.2.28. Curbe constitutive σ-ε teoretice utilizate pentru modelarea neliniarităţii
fizice ale oţelului şi ale betonului.

Astfel pentru modulii de deformaţie secant şi tangent în cazul betonului se obţin
următoarele relaţii:
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deci modulul de deformaţie secant este egal cu:
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Prin derivare se obţine:
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cu modulul de deformaţie tangent:
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Forma simplificată a curbei caracteristice a oţelului este reprezentată în figura
2.28.a, împreună cu modulii de deformaţie corespunzători. Pentru deducerea
matricelor caracteristice ale elementului finit, în continuare se utilizează această
formă simplificată a modelării neliniarităţii materialului, corespunzătoare oţelului,
şi anume modelul elastic perfect plastic fără reconsolidare.

2.3.3 Determinarea matricelor caracteristice ale elementelor finite

Tipul de element finit utilizat în acest studiu este cel de bară dreaptă cu şase
grade de libertate (3 grade de libertate pe nod), corespunzătoare deplsărilor axiale,
verticale şi rotirilor (fig. 2.29.a). Acceptând modelul de comporatre elastic-perfect
plastic al materialului (descărarea are loc considerând modulul de elasticitate
iniţial, iar reconsolidarea nu este luată în considerare), energia potenţială de
deformaţie a elementului finit poate fi scrisă în modul următor (Foley & Vinnakota,
1999):
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Legatură neliniară între deformaţia specifică axială (incrementală) şi deplasări, faţă
de sistemul de referinta fix al secţiunii transversale curente a elementului finit (fig.
2.29.b), poate fi scrisă conform ecuaţiei (2.134), acceptând comportarea elastică pe
parcursul unui increment al încărcării, astfel:
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Utilizând legea lui Hooke, ce stabileşte relaţia între deformaţii şi tensiuni, pentru
fibrele secţiunilor transversale aflate în domeniul elastic, substituind relaţia (2.144)
în (2.143) şi efectuând integrările de suprafaţă, rezultă următoarea expresie a
energiei potenţiale de deformaţie pentru elementul finit parţial plastificat (fig.
2.29.b):
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  (2.145)

În relaţia (2.145) caracteristicile secţionale (aria, momentul static şi momentul
de inerţie) ale secţiunilor transversale ale elementelor finite sunt determinate
considerând doar porţiunea elastică rămasă (referenţiate prin indicele "e"), şi sunt
determinate faţă de un sistem de referinţă fix, format de regulă, din axele principale
ale secţiunii şi având originea în centrul de greutate elastic iniţial al secţiunii,
conform figurii 2.29.b. Considerarea sistemului de referinţă fix, permite luarea în
considerare a dezvoltărilor nesimetrice ale zonelor plastice în secţiune, precum şi
efectul excentricităţilor de aplicare ale forţelor axiale. Caracteristicile secţionale ale
secţiunilor transversale pot fi exprimate pe baza următoarelor relaţii (fig. 2.29.b):

Fig. 2.29. Elementul finit de fibră.
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Rezultantele tensiunilor din zonele plastificate ale secţiunii pot fi exprimate:
,���� ⋅⋅⋅⋅====
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pcA dAyM σ     (2.147)

Astfel, cu notaţiile de mai sus, energia potenţială totală de deformaţie pentru
elementul finit din figura 2.29.a, încărcat cu forţa uniform distribuită q şi forţele de
capăt f  se scrie:
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Pentru aproximarea câmpului de deplasări din interirul elementului finit, se
utilizează funcţiile standard de interpolare Lagrange pentru deplasările axiale şi
Hermite pentru deplasările transversale. Prin intermediul acestor funcţii de
interpolare se aproximează deplasările punctelor, din lungul axei de referinţă
iniţială (fixă) a elementului finit (fig. 2.29.a), după cele doua direcţii, longitudinale
şi transversale, în funcţie de deplasările nodale cunoscute, considerând o variaţie
liniară (Lagrange) pentru reprezentarea deplasărilor axiale, u, respectiv o variaţie
polinomială cubică (Hermite) pentru reprezentarea deplasărilor transversale, v.
Notând cu d  vectorul deplasărilor nodale ale elementului finit reprezentat în figura
2.29.a, câmpul de deplasări se poate exprima în funcţie de vectorii de interpolare
corespunzători deplasărilor axiale, uN  şi transversale, vN  astfel:

       dN ⋅⋅⋅⋅==== uu ; dN ⋅⋅⋅⋅==== vv                               (2.149)
unde:
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Substituind relaţiile (2.150) în (2.148) rezultă următoarea expresie a energiei
potenăiale totale de deformaţie a elementului finit în funcţie de vectorul
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deplasărilor nodaled de la capetele elementului:
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        (2.151)
Aplicarea principiului deplasărilor virtuale este echivalentă cu minimizarea

funcţionalei (2.151) a energiei potenţiale totale de deformaţie a elementului, adică
anularea primei derivate a potenţialului în raport cu toate deplasările nodale:
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care cu relaţia (2.151) devine:
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    (2.153)
Eliminând variaţia Tdδ a deplasărilor şi grupând în mod convenabil termenii
ecuaţiei neliniare (2.153) se poate obţine relaţia neliniară forţă-deplasare, în sensul
metodei secantelor, între mărimile totale ale forţelor şi ale deplasărilor:

                                 (((( )))) 0====−−−−⋅⋅⋅⋅≡≡≡≡ FdKd sΨ            (2.154)
şi care poate fi scrisă:
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în care:
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În ecuaţia (2.156) s0K  reprezintă matricea de rigiditate din calculul de ordinul I
(este independentă de deplasările nodurilor elementului finit), dar care include
efectul plastificării parţiale şi nesimetrice ale secţiunilor din lungul elementului
finit. Matricea s3K  reprezintă matricea deplasărilor iniţiale, exprimând
aproximaţia de ordinul I a interacţiunii între rezultanta axială a tensiunilor din
zonele plastificate ale secţiunilor plastificate şi deplasările transversale. Matricele

s1K  şi s2K  reprezintă matricele rigidităţilor geometrice, în varaianta secantă, şi
exprimă efectul datorat solicitărilor de încovoiere cu efort axial, prin intermediul
unor relaţii liniare respectiv pătratice între deplasările laterale şi rotirile nodurilor.
De notat faptul că toate aceste matrici sunt exprimate în coordonatele locale ale
elementului finit şi sunt simetrice, rezultând în acest caz o matrice de rigiditate
secantă totală simetrică.

Exprimând variaţia de ordinul II a energiei potenţiale totale de deformaţie
(2.151) a elementului finit rezultă expresia matricei de rigiditate tangentă, în
coordonate locale, prin intermediul căreia se exprimă relaţia neliniară între variaţia
forţelor şi variaţia deplasărilor, şi care poate fi scrisă simbolic, sub forma
matriceală astfel:

        FdK ∆∆ ====⋅⋅⋅⋅t         (2.160)
unde F∆  şi d∆ reprezintă vectorul variaţiei forţelor şi respectiv vectorul variaţiei
deplasărilor nodale ale elementului finit, în coordonate locale, iar tK  reprezintă
matricea de rigiditate tangentă care de asemenea poate fi scrisă ca suma a patru
matrice:

ttttt 3210 KKKKK ++++++++++++====       (2.161)
a caror semnificaţie este similară cu cea dată anterior, în cazul matricei de rigiditate
secantă.

Considerarea dezvoltării zonelor plastice în secţiunile transversale ale
elementelor finite se face prin împarţirea acestor secţiuni printr-un cadrilaj de
ochiuri dreptunghiulare (fig. 2.30) şi explicitarea deformaţiilor în dreptul acestora
utilizind ecuaţia (2.150) în funcţie de valorile deplasărilor incrementale de la
capetele elementului finit, actualizându-se astfel la fiecare pas valorile
deformaţiilor totale, pe baza deformaţiilor din paşii anteriori:
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Prin monitorizarea explicită a deformaţiilor în fiecare fibră a secţiunii transversale,
pentru fiecare increment al incărcării, prin intermediul relaţiilor (2.162), se ia în
considerare cu maximă acurateţe dezvoltarea graduală a zonelor plastice şi a
descărcărilor elastice în fibrele secţiunii precum şi influenţa deformaţiilor din
tensiuni reziduale, εri, asupra caracteristicilor de deformabilitate şi rigiditate ale
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secţiunilor. O fibră se consideră plastificată în momentul în care deformaţia totală
corespunzătoare unui anumit increment k al incărcării depaşeşte valoarea
deformaţiei de iniţiere a curgerii εc.

Pentru evaluare integralelor de suprafaţă care intervin în relaţiile (2.146) şi
(2.147), de determinare a caracteristicilor de rigiditate ale secţiunilor transversale,
se pot utiliza diferite metode numerice de integrare numerică cum ar fi metoda
Simpson sau metoda Gauss. Deşi metoda Gauss este în general mai eficienta din
punct de vedere al numarului de puncte utilizate (la acelaşi număr de puncte de
integrare are o precizie mai bună decit metoda Simpson) deseori în programele de
analiză este utilizată metoda Simpson. Motivul principal al acestei alegeri îl
constituie faptul că reţeaua de puncte de integrare presupusă de metoda Simpson
surprinde şi frontiera domeniului de integrare, adică tocmai fibrele cele mai
puternic solicitate, în timp ce metoda Gauss nu consideră puncte de integrare în
aceste zone.

Matricele de rigiditate secantă respectiv tangentă ale elementelor finite pot fi
determinate doar aproximativ prin intermediul unor metode numerice de integrare
numerica a funcţiilor de o singura variabilă, deoarece caracteristicile de rigiditate
ale secţiunilor din lungul elementelor finite, ce intervin în expresiile matricelor de
rigiditate, sunt mărimi cu caracter discret, ce depind de valoarea deplasărilor de la
capetele elementului. Cea mai eficientă metodă de integrare numerică, utilizată în
acest caz, ca urmare a  considerării unei variaţii polinomiale ale deplasărilor în
interiorul elementului finit, este considerată a fi metoda Gauss în diferite variante
(Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto). In figura 2.30 se prezintă modul de discretizare
a elementului de bară în elemente finite şi a secţiunilor transversale din dreptul
punctelor de integrare numerică Gauss a elementelor finite.        

Fig.2.30.  Discretizarea elementelor de bară în elemente finite de fibră.

Întrucât la determinarea matricelor de rigiditate ale elementelor finite, în
coordonate locale, relaţia între deformaţii şi deplasări s-a considerat a fi cea
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corespunzătoare ipotezei deformaţiilor mici dar finite şi a rotirilor medii,
deplasările incrementale nodale pe baza cărora se determină deformaţiile
corespunzătoare, din pasul curent al încărcării, se determină faţă de sitemul de
coordonate local al elementuliui finit corespunzătoare configuraţiei geometrice din
pasul anterior (fig. 2.31).

Pentru determinarea matricelor de rigiditate în sistemul global de referinţă a
structurii se utilizeaza matricea de transformare R , prin intermediul căreia
matricele de rigiditate incrementale exprimate în coordonatele locale (coordonatele
elementului) se trec în coordonatele globale ale structurii conform relaţiei:

RkRK ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==== T
e                 (2.163)

în care eK  reprezintă matricea de rigiditate a elementului finit în coordonatele
globale ale structurii; k  reprezintă matricea de rigiditate a elementului finit în
coordonatele locale ale acestuia; iar R reprezintă matricea de transformare a cărei
expresie în funcţie de unghiul făcut de axele sitemului de referinţă local cu cele ale
sitemului de referinţă global este:

Fig. 2.31. Coordonatele locale şi globale ale elementului finit.
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şi care este reactualizată dupa fiecare increment al încărcării.
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2.4  EFECTUL GLOBAL AL NELINIARITĂŢII GEOMETRICE

Considerarea în calcul a deplasărilor şi rotirilor de dimensiuni finte influenţează
atât rigiditatea de ansamblu a structurii precum şi evaluarea forţelor neechilibrate la
nivel de structură. De fiecare dată intervine o altă configuraţie geometrică a
structurii, caracterizată prin deplasările şi rotirile de noduri care au fost calculate în
ciclul precedent. Aceasta influenţează atât formarea matricelor de rigiditate ale
elementelor în sistemul local de axe, cât şi trecerea acestora în sistemul global de
referinţă al structurii în vederea asamblării. Matricea de rigiditate globală obţinută
prin însumarea matricelor de rigiditate ale fiecărui element component al structurii,
presupune transformarea matricei de rigiditate a fiecărui element de bară din
sistemul local-variabil în timpul procesului de încărcare- în sistemul global de
referinţă al structurii. În principiu, operaţia de transformare păstreaza forma
generală utilizată la calculul structurilor în domeniul micilor deplasări:

����
====

====
Nrbareb

bb
T

b
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RkRK     (2.165)

dar matricea de rotaţie R se referă la poziţia deformată a structurii şi deci trebuie
reactualizată la sfirşitul fiecărui ciclu de încărcare în concordanţă cu noua
configuraţie geometrică a elementului. De asemenea, în cadrul procesului iterativ
de corectare a sarcinilor neechilibrate presupune transformarea forţelor nodale
rezultate la nivel de element din sistemul local în sistemul global de referinţă şi
deci aceeaşi matrice de transformare, variabilă de la un ciclu de încărcare la altul,
trebuie să fie utlizată în acest scop. Tratarea adecvată a acestei etape este esenţială
în determinarea forţelor neechilibrate şi deci a determina curba neliniară reală de
comportare a structurii. În literatura de specialitate acest efect de considerarare în
calcul a deplasărilor finite este cunsocut sub denumirea de efectul neliniarităţii
geometrice globale fiind propuse în acest scop diferite metode pentru luarea în
considerare a acestui efect. Aceste metode pot fi clasificate în funcţie de sistemul
de referinţă ales (configuraţia iniţială nedeformată-Lagrangianul total, respectiv
ultima configuraţie-Lagrangianul actualizat- de echilibru) pentru reactualizarea
matricelor de transformare şi ipotezele legate de ordinul de mărime a deplasărilor şi
rotirilor luate în calcul pe parcursul unui increment de încărcare.

Astfel, efectul neliniarităţii geometrice globale, datorat modificării
configuraţiei geometrice a structurii, poate fi considerat fie prin translaţia matricei
de rigiditate exprimată în deformaţiile barei,  în functie de deplasările nodale printr-
o transformare neliniară, fie direct prin reactualizarea la fiecare etapa de calcul a
matricei de rotaţie conform cu relatia (2.165). În acest sens, formarea matricei de
rotatie Rb pentru o noua configuraţie geometrică implică reacalcularea cosinuşilor
directori ai barelor structurii şi implicit a noilor lungimi reactualizate ale barelor.
Trebuie ţinut însă seama că, de această dată, deformata structurii nu se mai
încadrează în domeniul micilor deplasări şi rotiri şi deci nu mai pot fi utilizate
aceleaşi expresii simplificate pentru matricele de transformare ca şi în cazul
structurilor cu deplasări mici. În plus, o problemă specifică legată de tratatrea
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rotirilor mari aplicate unui solid rigid în spaţiu o reprezintă ordinea de aplicare a
rotirilor.

Fig.2.32.Efectul global al neliniarităţii geometrice.

Astfel, considerând cunoscută matricea de transformare de la componentele în
sistemul global de axe la componentele în sistemul local, Rk

g , (fig. 2.32) trecerea
de la sistemul global de axe la sistemul propriu de axe al barei corespunzător
configuraţiei de echilibru k+1 se poate scrie sub forma:

RRR k
g

k
k

k
g ∆11 ++++++++ ====     (2.166)

unde cu R∆1++++k
k  s-a notat matricea de rotaţie incrementală ce relaţionează

configuraţiile (Ck) şi (Ck+1) şi care poate fi exprimată astfel:
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şi în care zyx λλλ ,, reprezintă vectorii de orientare a axelor proprii ale barei în
cele două configuraţii k respectiv k+1. În figura 2.32 este prezentat acest aspect
pentru cazul unui profil dublu T. Astfel, simpla extindere a metodelor de

 Rk
g

 (Cg)

 R1++++k
g

 R∆1++++k
k

 (Ck+1)

   (Ck)

 (C0)-configuraţia iniţială nedeformată

 Z

  Y

 X

 zk+1

 yk+1

 xk+1

 zk

   yk

 xk

 z0

 y0
 x0



transformare aplicate în cazul structurilor plane nu mai poate fi aplicată la
structurile spaţiale datorită necomutativităţii operaţiilor de rotaţie faţă de un sistem
de axe tri-dimensional, sistemul de vectori rezultaţi [[[[ ]]]]Tz

k
y

k
x

k λλλ 111 ++++++++++++ ∆∆∆
ne mai constituind o bază ortonormată, conducând la acumularea erorilor pe
parcursul procesului de calcul.

2.4.1. Matricea de rotaţie. Formula lui Rodrigues

În cele ce urmează se vor descrie câteva considerente teoretice legate de tratarea
rotirilor mari în spatiu. Sunt deduse formulele utilizate la reactualizarea matricei de
rotaţie în timpul procesului incremental.

Fi
(X,Y,Z
t cu u
P1. F
putem

Întruc
centru
poate
    
Fie b
81

Fig. 2.33.

e 0v vectorul de poziţie al unui punct P0 în raport cu un sistem de referinţă fix
) aşa cum este prezentat în figura 2.33. Vectorul 0v este rotit faţă de versorul

nghiul θ rezultând un nou vector de pozitie 1v care defineşte poziţia punctului
ie v∆  vectorul orientat cu originea în P0 şi extremitatea în P1 astfel încât
 scrie:

vvv ∆+= 01     (2.168)
ât punctul P0 este rotit faţă de vectorul t el va descrie un cerc de rază r cu
l în punctul C (Fig. 2.33). Considerăm triunghiul P0P1C  vectorul v∆ se

 obţine prin operaţia de adunare a vectorilor ortogonali astfel:
bav +=∆     (2.169)

 vectorul ortogonal la vectorii t şi v0:
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0

0

vt
vt

b
××××
××××

==== b     (2.170)

având norma:
θsinrb ======== b     (2.170')

şi în care raza r poate fi calculată ca şi norma produsului vectorial dintre versorul t
şi vectorul v0:

rv ========×××× αsin00vt     (2.171)
unde α este unghiul dintre vectorii t şi v0. Astfel vectorul b poate fi exprimat in
modul următor:

( )0sin vtb ×= θ     (2.172)
Fie a vectorul ortogonal la vectorii t şi b aşa cum este prezentat în Fig. 2.33.

bt
bta
××××
××××==== a     (2.173)

având norma:
( )θcos1−== ra a     (2.174)

Înlocuind relaţia (2.170) în relaţia (2.173) rezultă:
(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))0

0

0

0

vt
vtt

vtt
vtt

a
××××
××××××××

====
××××××××
××××××××

==== aa      (2.175)

care se mai poate scrie:
    ( ) ( )( )0cos1 vtta ××−= θ     (2.175')
Pe baza relaţiilor de mai sus expresia vectorului v1 devine:
  (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))000001 cos1sin vttvtvbavvvv ××××××××−−−−++++××××++++====++++++++====++++==== θθ∆ (2.176)
În continuare unghiul θ este tratat ca şi un “pseudo-vector” (Yang s.al., 2003) care
este paralel cu vectorul t şi având norma egală cu unghiul de rotaţie θ:

[ ]
θ

θθθθ
=

==
θ

tθ T
321     (2.177)

Denumirea de “pseudo-vector” este atribuită întrucât rotirea nu satisface toate
proprietatile vectorilor. Trebuie notat faptul că în cazul unor rotiri infinitezimale
componentele θ1, θ2, θ3 pot fi considerate ca şi componente rotiri faţă de axele X, Y,
Z, în cazul rotirilor finite acest lucru nu mai poate fi valabil. Pe baza relaţiei (2.168)
expresia vectorului v1 devine:

(((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( ))))02001
cos1sin vθθvθvv ××××××××

−−−−++++××××++++====
θ

θ
θ
θ     (2.178)

Produsul vectorial a doi vectori [ ]Twww 321=w , [ ]Tvvv 321=v  poate fi
exprimat astfel:
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unde:
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Pe baza relaţiei (2.180) expresia vectorului v1 devine:

   ( ) ( ) ( ) ( ) 02001
cos1sin vθSθSvθSvv
θ

θ
θ
θ −++=     (2.181)

sau scrisă intr-o formă compactă:
( ) 01 vθRv =     (2.182)

unde:

 (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))22
2 cos1sincos1sin tStSIθSθSIθR θθ

θ
θ

θ
θ −−−−++++++++====

−−−−++++++++==== (2.183)

reprezintă matricea de rotaţie, I este matricea unitate, iar relaţia (2.183) poartă
denumirea de formula Rodrigues. O formă alternativa la cea data de relaţia (2.183)
se poate obţine dezvoltând în serie trigonometrica funcţiile sinus şi cosinus:
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care împreună cu relaţia (2.183) rezultă:
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Exprimând puterile matricei S rezultă următoarele relaţii:

            
24645

22423

;
;

SSSS
SSSS

θθ
θθ

==
−=−=

        (2.186)

care conduc la următoarea relaţie de recurenţă:
(((( )))) (((( ))))
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12112

1

1

SS

SS
−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−

−−−−====

−−−−====
nnn

nnn

θ

θ
    (2.187)

Înlocuind aceste relaţii în relaţia (2.185) rezultă:

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))θSθSθSθSθSθSIθR e
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Se poate uşor observa că reţinând doar primii doi termeni din expresia matricei de
rotaţie R dată de relaţia de mai sus se obţine relaţia utilizată în cazul rotirilor
infinitezimale:

( ) ( )
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−
=+≅

1
1

1

12

13

23

1

θθ
θθ
θθ

θSIθR     (2.189)

Cu o bună aproximaţie, în calculele practice, pentru considerarea rotirilor mari se
poate utiliza relaţia (2.188) în care se reţin doar primii trei termeni:
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2.4.2 Matricea de transformare pentru elementul de bară spaţial în
configuraţia iniţială nedeformată

Să considerăm elementul de bară raportat la sistemul de coordonate fix (OXYZ)
(Fig.2.34). În raport cu acest sistem, orientarea în spatiu a elementului de bară este
definită de versorii λλλλx, λλλλy, λλλλz ataşaţi barei după direcţia pozitivă a sistemului de axe
local barei (axyz) aşa cum este prezentat în figura 2.34. Vectorul λλλλx se poate obţine
simplu ca şi în cazul structurilor plane:

abx L
Xλ 1====                  (2.191)

unde abab XXX −−−−==== iar

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))2222/1
abababab

T
abab ZZYYXXL −−−−++++−−−−++++−−−−============ XXX            (2.192)

şi reprezintă lungimea elementului de bară în configuraţia iniţială (nedeformată).
Pentru definirea celorlalţi doi vectori λλλλy şi λλλλz este necesar definirea în planul median
al barei xaz a unui vector v astfel încât cei doi vectori pot fi exprimaţi astfel:

yxz

x

x
y

λλλ
λv
λv

λ

××××====
××××
××××

====
                 (2.193)

Având definite componentele triedrului:
 [[[[ ]]]]Tzyx λλλr ====       (2.194)
orientarea barei în raport cu sistemul de axe global este complet definită. Triedrul
definit de relaţia (2.194) corespunde unei matrici de rotaţie utilizată la exprimarea



vectorilor deplasări şi eforturi din sistemul global în sistemul local de coordonate.
În cazul unui element de bară de cadru spaţial cu 6 grade de libertate asociate unui
nod, 3 translaţii şi 3 rotaţii, (Fig. 2.35), această matrice de transformare are
următoarea formă:
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ig. 2.34. Elementul de bară spaţial în configuraţia iniţială nedeformată.

lirea unei forme sistematizate a matricei R în care toate elementele să fie
e în funcţie de un număr restrâns de date este prezentată în continuare. Se
că intr-o extremitate a barei intervin câte doi vectori de câte trei
nte dirijate după axele sistemului de referinţă local, anume un vector cu
ponente-forţe sau deplasări liniare şi un vector cu trei componente-
 sau rotiri. Spre a trece de la un sistem de referinţă la celălalt, este necesar
ctueze transformarea pentru fiecare din aceşti doi vectori, prin intermediul

de transformare r de dimensiuni (3x3), care permite exprimarea
ntelor într-un sistem de axe, în funcţie de componentele din celălalt
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Fig. 2.35.

Daca v es
barei, iar V e
transformare 

unde ( xλ
componentele
şi (2.193). De
pentru transf
extremitate a
ansamblul ba
Printr-o succe
uneia din cele
în funcţie de c
λx), eliminând
fiecare dintre 
general, când
(xyz) sunt o
următoarele r

          

����
����
����

����

����

====
0
0
1

r

 Setul fundamental al deplasărilor si eforturilor pentru bara dreaptă de
cadru spaţial

te matricea coloană a componentelor în sistemul de axe propriu al
ste matricea coloană a componentelor în sistemul global, matricea de
r se defineşte sub forma:

[ ] VλλλVVrv ⋅=⋅
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=⋅= T
zyx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

λλλ
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    (2.196)

)xzxyx λλ , ( )yzyyyx λλλ , ( )zzzyzx λλλ  reprezintă
 scalare (cosinuşii directori) ale versorilor definiţi de relaţiile (2.191)
oarece matricea r se referă la un singur vector de trei componente,

omarea eforturilor de capăt, sau a deplasărilor de capăt dintr-o
 barei este necesar să se utilizeze două asemnea matrice, iar pentru
rei patru matrice, dispuse astfel incit sa multiplice succesiv vectorii.
siune de transformări efectuate cu ajutorul unor rotiri în jurul câte
 trei axe de referinţă globala XYZ, se pot stabili elementele matricei r
ei trei cosinuţi directori ai axei x (componentele scalare ale versorului
 necesitatea de a stabili direct mărimile cosinuşilor directori pentru
cele trei axe de referinţă ale barei (Gheorghiu, 1980). Astfel, în cazul
 orientarea axelor principale ale secţiunii barei şi deci sistemul local
arecare expresia pentru matricea de rotaţie r este definită de
elaţii:
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unde cosinuşii directori ai axei x au următoarele expresii:
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λ
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λ

                 (2.198)

iar unghiul α reprezintă unghiul de rotire al axelor principale de inerţie ale secţiunii
barei (considerată fără distorsiuni locale în lungul ei) în raport cu sistemul general
de axe (fig. 2.34). Definirea matricei de rotaţie r cu relaţia (2.197) este valabilă în
toate situaţiile cu excepţia cazului în care axa x este paralelă cu axa Y. În acest din
urmă caz matricea de rotaţie r este definită de relaţia:
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În cazul unei analize, în limitele micilor deplasări, relaţiile de mai sus pot fi
utilizate pentru operaţiile de transformare ale matricei de rigiditate din sistemul
local în sitemul global dar, în situaţia în care deplasările şi rotirile se consideră
finite, sunt necesare procedee specifice care au la bază formulele lui Rodrigues
capabile să considere necomutativitatea rotirilor faţă de un sistem de axe tri-
dimensional.

2.4.3 Calculul structurilor cu deplasări şi rotiri mari. Transformări de
coordonate neliniare

Întrucât relaţiile de transformare dintre deplasările raportate la sistemul
coordonatelor de bază şi cele raportate la sistemul coordonatelor locale rezultă
neliniare efectul neliniarităţii geometrice globale, datorat modificării configuraţiei
geometrice a structurii, poate fi considerat prin translaţia matricei de rigiditate
exprimată în deformaţiile barei, în exprimare în funcţie de deplasările nodale printr-
o transformare neliniară, şi reactualizarea la fiecare etapă de calcul a configuraţiei
geometrice a structurii în funcţie de deplasările generalizate ale nodurilor structurii.
Reactualizarea geometriei structurii coroborată cu un set de relaţii de tip “secant”
de determinare a forţelor interne raportate la forma deformată a structurii este
necesară în vederea determinării forţelor neechilibrate la nivel de structură şi
corectarea acestora printr-un procedeu iterativ adecvat. În timpul procesului de
încărcare secţiunile de capăt ale elementului de bară sapaţial se vor roti în spaţiu.
Orientarea acestor secţiuni poate fi definită pe baza unui sistem triversor ataşat, şi a
căror orientare în spaţiu este determinată de deplasările şi rotirile globale nodale
înregistrate în timpul procesului de încărcare, conform cu figura 2.36:
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[[[[ ]]]]
[[[[ ]]]]321

321

JJJJ

IIII

nnnn
nnnn

====
====

    (2.200)

Pentru configuraţia iniţială (nedeformată) sistemul de versori de mai sus sunt
echivalenţi cu sistemul de versori ce definesc sistemul local de axe al elementului
în configuraţia nedeformată:

rnn ======== 00 JI     (2.201)
Întrucât versorul xλ defineşte orientarea axei elementului componentele 1In şi

1Jn ai sistemului de versori ataşaţi capetelor elementului de bară vor fi definiţi ca
tangenţi axei deformate a elementului de bară, fig. 2.36, componentele 2 şi 3
definesc orientarea sistemului de axe local (y,z) de la capetele elementului în
configuraţia rotită.

Fig. 2.36. Siste

Definind în contin
are ca şi compon
sistemului de vers
de rotaţie nodali d

În relaţiile de ma
iniţială nedeforma
notată cu k-1 ca şi
sistemul de versor
mul triversor asociat secţiunilor de capăt ale elementului de bară.

uare, pentru fiecare nod al elementului, vectorul de rotaţie θ care
ente rotirile nodale globale, [[[[ ]]]]ZYX θθθ====θ , reactualizarea
ori In şi Jn poate fi realizată prin rotirea triedrului r cu vectorii
efiniţi mai sus astfel:
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(((( )))) (((( ))))rθRnθRn
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0     (2.202)

i sus s-a considerat ca şi configuraţie de referinţă configuraţia
tă. În cazul în care se consideră ultima configuraţie de echilibru,
 configuraţie de referinţă relaţiile pe baza cărora se reactualizează
i nI şi nJ în configuraţia k sunt:
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unde cu ∆θ s-a notat incrementul de rotire iar R reprezintă matricea de rotaţie
construită pe baza formulei lui Rodrigues.
O bară, element constitutiv al unei structuri, este raportată la trei sisteme de
coordonate: sistemul coordonatelor de bază ale elementului, fig. 2.37,
corespunzător deformaţiilor şi forţelor:
       [[[[ ]]]]Tbzbyazayc θαααα ∆====u      (2.204)

[[[[ ]]]]Txbzbyazayc mfmmmm====f
sistemul coordonatelor de element (locale) corespunzător deplasărilor şi rotirilor
nodale:

[[[[ ]]]]bzbybxbbbazayaxaaal wvuwvu θθθθθθ====u ,
şi sistemul coordonatelor de sistem (globale), fig. 2.37, corespunzător deplasărilor
şi forţelor pe direcţiile coordonatelor globale ale sistemului de referinţă:

[[[[ ]]]]bzbybxbbbazayaxaaag WVUWVU ΘΘΘΘΘΘ====u
[[[[ ]]]]bzbybxbzbybxazayaxazayaxg MMMFFFMMMFFF====f

    (2.205)

Fig. 2.37. Sisteme de coordonate pentru elementul de bară spaţial. (a) Sistemul
global; (b) Sistemul coordonatelor de bază.

În formularea procedeelor de obţinere a răspunsului neliniar al structurilor în
cadre cu deplasări şi rotiri finite trebuie făcută distincţie între sistemul de referinţă
global, în raport cu care se face verificarea condiţiilor de echilibru prin
compatibilitatea deformatei şi echilibrul static al nodurilor, şi sistemul
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coordonatelor de bază ale elementului, utilizat pentru cuantificarea energiei
potenţiale de deformaţie înmagazinate:

ukf ccc =     (2.206)
unde cu ck s-a notat matricea de rigiditate tangentă de dimensiuni (6x6) a
elementului în sistemul coordonatelor de bază. Trebuie specificat faptul că în cazul
deplasărilor şi rotirilor finite, relaţiile de transformare dintre coordonatele de bază
şi coordonatele locale rezultă neliniare (Izzudin&Smith, 1996):

( )uu lc ϕ=     (2.207)
Procedeul descris în continuare este unul incremental considerându-se ca sistem

de referinţă ultima configuraţie de echilibru a elementului. Deplasările nodale
globale (totale-acumulate pâna la pasul curent de încărcare) definesc orientarea
axei elementelor la pasul curent de încărcare, n1, în timp ce rotirile nodale globale
incrementale (Θx, Θy, Θz) definesc un vector unic ΘΘΘΘ utilizat ca şi argument în
matricea de rotatie R pentru reactualizarea sistemului de axe local (yz) de la
capetele elementului de bară (Izzudin, 2001):
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    (2.208)

unde ( ) ( )bbaa ΘRRΘRR == ,  sunt matricele de rotaţie asociate nodurilor a
respectiv b având următoarele expresii:
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iar 3
1

2
1

3
1

2
1 ,,, b

k
b

k
a

k
a

k nnnn −−−− reprezintă vectorii de orientare ai sistemului de
axe local (yz) de la capetele a respectiv b a elementului, corespunzători
configuraţiei de echilibru k-1, ortogonali axei elementului definită de vectorul k-1n1.
Vectorul 23nk este determinat în scopul evaluării rotirii elementului în jurul axei
proprii. În relaţiile de mai sus se poate observa că din expresia completă a matricei
de rotaţie dată de relaţia (23) sau reţinut doar primii trei termeni. Având în vedere
natura incrementală a componentelor rotiri utilizate în relaţiile de mai sus, erorile
induse prin această trunchiere pot fi minimizate prin simpla reducere a numărului
de incremente de încărcare considerate. Având cunsocute deplasările nodale
globale şi vectorii de orientare a sistemului local de axe stabiliţi pe baza relaţiilor
incrementele de deformaţii în sistemul coordonatelor de bază ale elementelor se pot
obţine pe baza următoarelor relaţii:
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Diferenţiind relaţiile de mai sus, relaţiile cinematice incrementale ce se pot stabili
între vectorul deformaţiilor în sistemul de bază al elementului uc  cu vectorul
deplsărilor globale în sistemul coordonatelor de sistem ug rezultă de următoarea
formă:
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unde Tcg este matricea de transformare de dimensiuni 12x6, iar vectorii uc  şi
ug sunt daţi de relaţiile 2.207 respectiv 2.205. Pe considerente de echilibru,

vectorii forţelor în cele două sisteme sunt relaţionate astfel:
fTf c

T
cgg =     (2.214)

Derivând în continuare ambii membrii ai relaţiei de mai sus obţinem:
fTfTf c

T
cgc

T
cgg δδδ +=     (2.215)

şi care mai poate fi scrisă:
 fTukTTf c

T
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T
cgg δδδ +=     (2.216)

Matricea T
cgT din relaţia de mai sus poate fi evaluată astfel:
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Înlocuind relaţia (2.17) în relaţia (2.16) rezultă următoarea expresie pentru vectorul
forţelor în sistemul global de referinţă:
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unde 
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kji uu
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,, , (i,j=1,…,12; k=1,…,6) iar

�
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6

1k
kckcgc

T
cgT fgkTTk reprezintă matricea de rigiditate tangentă în sistemul

global de referinţă al structurii.
În cazul particular al structurilor plane, se pot utiliza următoarele relaţii

neliniare între vectorul deformaţiilor în coordonatele de bază ale elementelor şi
vectorul deplasărilor în sistemul global de referinţă (Chen&Toma, 1994), Fig. 2.38:
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Fig. 2.38. Transformări de coordonate neliniare. Cazul plan.

În acest caz relaţia incrementala între vectorul forţelor şi cel al deplasărilor în
cooordonate globale se scrie:
                              ( ) ugggkTTf gxzbzacgc

T
cgg fmm δδ 321 +++=     (2.220)

unde matricele de transformare Tcg şi gi (i=1,2,3) se pot obţine uşor prin
particularizarea relaţiilor 2.217 şi 2.218:

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−
−−

=
00
1//0//
0//1//

scsc
LcLsLcLs
LcLsLcLs

cgT     (2.221)

( )
( )

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−−

−−−
−−−−

==

0
02
02
0000
0202
0202

1
22

22

2222

221

scsimetric
scsc

scsccs
scscscsc

L
gg     (2.222)

 α

  Lf

  L

 yf

 xf

 y0

 x0

 α0

  ∆

 Θbz

 Θaz

 αbz

 αaz

 Ub

 Ua

Vb

Va

X

  Y



94

 

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

−

−
−−

=

0
0
0
0000
00
00

1

2

2

22

22

3

csimetric
scs

cscc
scsscs

L
g     (2.223)

unde s-a notat cu s=sin(α), c=cos(α), Fig. 2.38.

2.4.4 Etapele analizei incremental-iterative

Pentru structurile cu comportare neliniară caracteristicile de rigiditate şi
deformabilitate ale elementelor structurii nu sunt cunoscute iniţial pentru o anumită
mărime totală a vectorului forţelor nodale, astfel încât soluţia răspunsului neliniar
al structurii nu se poate obţine direct. La rezolvarea problemelor neliniare se aplică
în mod obişnuit unul dintre următoarele tipuri de procedee de calcul: (1) procedee
simplu incrementale; (2) procedee iterative având la bază metoda Newton de
rezolvare a sistemelor de ecuaţii neliniare; şi (3) procedee mixte sau incremental-
iterative în care soluţia prolemei este obţinută prin combinarea celor două
procedee, adică la fiecare ciclu de calcul (treaptă de încărcare) forţele neechilibrate
se corectează aplicând un procedeu iterativ. În cadrul procedeelor din prima
categorie comportarea neliniară a structurii pe parcursul ciclurile de calcul este
înlocuită printr-o succesiune de intervale cu comportare liniarizată care se
îndepărtează progresiv de curba reală de comportare neliniară. Astfel deşi mai
simplu de implementat din punct de vedere numeric aceste metode nu asigură
echilibrul static al nodurilor şi pentru structuri cu deplasări şi rotiri mari erorile se
pot acumula foarte mult în timpul ciclurilor de încărcare conducând la soluţii
incompatibile cu soluţia reală. Pe de altă parte în cadrul procedeelor iterative pot
apărea dificultăţi de convergenţă în stabilirea corectă a configuraţiei de echilibru, în
locul unei configuraţii de echilibru stabil, convergenţa poate indica o altă
configuraţie de echilibru nestabilă, ceea ce constituie un rezultat eronat. Din acest
motiv, pentru rezolvarea structurilor cu un pronunţat caracter neliniar, se preferă
aplicarea procedeele incremental-iterative în cadrul cărora soluţia este obţinută prin
aplicarea unor trepte de încărcare sau deplasări şi corectarea rezultatelor în cadrul
procedeelor iterative aplicate în interiorul fiecarui ciclu de calcul. În acest caz, dacă
procesul este convergent, atunci în final vor fi satisfăcute pentru creşterea de
sarcină sau deplasare aleasă atât ecuaţiile neliniare de compatibilitate cât şi cele de
echilibru static. În cadrul procedeelor incremental-iterative configuraţia finală de
echilibru este obţinută dupa un număr oarecare de paşi cu aplicarea unor corecţii de
echilibru în interiorul acestor paşi de calcul. Analiza se poate face alegând un pas
constant fie pentru încărcare şi în acest caz controlul soluţiei se defineşte prin



mărimea forţelor incrementale aplicate sau se poate alege un pas constant pentru
deplasări şi în acest caz soluţia este controlată de deplasările incrementale
considerate. Există şi alte metode imbunătaţite de alegere a pasului, cum ar fi cele
mixte sau cele bazate pe “lungimea de arc” (v. cap.3). Dupa fiecare asemenea pas,
sau după câţiva paşi, se calculeaza dezechilibrul dintre forţele/deplasările aplicate şi
cele necesare pentru menţinerea configuratiei deformate obţinută în acel moment.
Corecţia găsită se aplică sistemului astfel încât să se revină pe curba reală de
echilibru.

Fiecare ciclu de calcul din cadrul acestor procedee incremental-iterative,
presupune parcurgerea următoarelor etape de calcul. Într-o primă etapă, numită
etapa predictor, se determină predicţia deplasărilor incrementale, prin rezolvarea
sistemului ecuaţiilor de condiţie asamblat la nivelul întregii structuri:

PPUK 12 −−−−====T

unde matricea de rigiditate incrementală sau tangentă, KT, se obţine prin însumarea
matricelor de rigiditate transformate în coordonatele de sistem, corespunzătoare
fiecărui element constitutiv al structurii, U reprezintă vectorul deplasărilor
incrementale globale corespunzător configuraţiei deformate C2 necunoscute din
configuraţia C1 cunoscută, iar vectorii 2P şi 1P reprezintă vectorii forţelor exterioare
nodale globale ce acţionează asupra structurii în configuratiile C1 respectiv C2.
Această etapa este aplicată la nivelul structurii.
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Fig. 2.39. Metode de tip predictor-corector.

atricea de rigiditate KT este utilizată la determinarea variaţiei vectorului soluţie
 considerat ca şi un element din spaţiul liniar al configuraţiilor neechilibarte
erative) figurat simbolic în Fig.2.39 ca un plan tangent la spaţiul configuraţiilor
liniare de echlibru în punctul x. Trebuie menţionat faptul că, în principiu, în
eastă etapa, nu este necesară determinarea matricei de rigiditate incrementala KT
 maximă acurateţe întrucât aceasta nu influenţează exactitatea soluţiei finale ci
ar viteza de convergenţă şi direcţia de căutare în spaţiul deplasărilor (Fig.2.39).
ferindu-ne la Fig.2.39 o nouă aproximaţie a vectorului soluţie x se obţine prin

Spaţiul configuraţiiilor de
echilibru-suprafaţă curbă

Spaţiul configuraţiilor
neechlibrate-plan tangent
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determinarea unei corecţii, punctul x+δx în planul tangent, şi proiecţia acesteia în
spaţiul neliniar al configuraţiilor de echilibru. Cu toate acestea în cazul unor
structuri cu deplasări şi rotiri mari utilizarea unei matrici de rigiditate tangente
capabile să surprindă efectele deplasărilor de corp rigid ale elementelor structurii
din configuraţia C1 în configuraţia C2 este esenţială pentru asigurarea convergenţei
(Yang, s.al., 2003). Referindu-ne la formularea Lagrangeana actualizată, adoptată
la deducerea relaţiilor incrementale de echilibru, este de preferat introducerea
matricei de rigidate geometrică în expresia matricei de rigidate tangentă cu care se
face predicţia deplasărilor şi care intruneste aceste caracteristici (rigid body
qualified):

geT KKK ++++====
unde s-a notat cu Ke matricea de rigiditate tangentă corespunzătoare deformaţiilor
de element iar Kg reprezintă matricea de rigiditate geometrică corespunzătoare
eforturilor iniţiale, ambele raportate la ultima configuraţie de echilibru cunoscută.

Neliniaritatea problemei implică totuşi ca pentru creşterile determinate ale
deplasărilor, creşterea obţinută pentru eforturile interne ale structurii să nu fie în
general în echilibru cu forţele exterioare aplicate. Având o primă estimare a
deplasărilor incrementale globale U pot fi calculate deplasările incrementale la
nivel de element u, raportate la sistemul de referinţă local corespunzător
configuraţiei C1 şi de asemenea forţele locale din noduri. Aceasta reprezintă cea de
a doua etapă în cadrul procesului incremental-iterativ numită etapa corector.
Această etapă este condusă la nivel de element şi constă în reactualizarea
eforturilor nodale pentru fiecare element al structurii pe baza deplasărilor
incrementale locale u. Acurateţea cu care se determină aceste forţe este esenţială în
determinarea răspunsului final al structurii. Motivul pentru care acestei etape
trebuie să i se acorde o atenţie deosebită rezidă în faptul că generarea unor forţe
eronate atrage după sine forţe nodale neechilibrate eronate, eliminarea acestora în
cadrul unui procedeu iterativ chiar convergent putând indica o configuraţie de
echilibru eronată. În cadrul acestei etape tratarea adecvată a deplasărilor şi rotirilor
de corp rigid al elementelor este de maximă importanţă, întrucât aceste deplasări
afectează atât calcularea forţelor incrementale cât şi reactulaizarea eforturilor
iniţiale pentru fiecare element. Astfel, la reactulaizare forţelor interne trebuie să se
ţină seama de următoarea regulă cu privire la tratarea deplasărilor şi rotirilor de
corp rigid (Yang, s.al., 2003): pentru un element de bară care execută o mişcare de
corp rigid forţele iniţiale care acţionează asupra elementului trebuie să se rotească
urmărind rotirile de corp rigid în timp ce magnitudinea lor rămâne nemodificată.
Această regulă este ilustrată în Fig.2.40 pentru cazul unui element de bară plan. În
acest fel, este menţinut echilibrul în poziţia deformată şi prin urmare, în cadrul unui
ciclu de calcul, eforturile incrementale provin doar datorită deformaţiilor interne
elementului un obţinute prin eliminarea deplasărilor şi rotirilor de corp rigid din
vectorul deplasărilor incrementale nodale u:

(((( )))) nge ukkff ++++++++====12     (2.224)
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Fig.2.40. Element plan: (a) înainte (b) după rotirea de corp rigid.

unde 2f şi 1f reprezintă vectorul forţelor nodale interne corespunzătoare
configuraţiilor C2 repsectiv C1, ke matricea de rigiditate elastică, kg matricea de
rigiditate geometrică.

Fig. 2.41. Vectorul deplasărilor incrementale raportat la confguraţia C1 în
formularea UL.
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Fig. 2.4
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lasărilor incrementale raportate la sistemul de referinţă asociat
de echlinbru C1, Fig.2.41, vectorul deformaţiilor de bază ale
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L2, L1 reprezentând lungimile elementului corespunzător configuraţiilor C2

respectiv C1 iar cu zryrxr φφφ ,,  s-au notat rotirile de corp rigid ale elementului de
bară. Acestea pot fi exprimate în funcţie de deplasările relative ale elementului de
bară raportate la configuraţia de referinţă C1 astfel (Fig.2.42):
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Având determinate deplasările incrementale, reactualizarea geometriei structurii
poate fi efectuată prin recalcularea coordonatelor nodale şi a matricelor de rotaţie
ale elementelor componete ale structurii aplicând unul din procedeele descrise în
cadrul paragrafului 2.43. Această etapă numită reactualizarea geometriei structurii
împreună cu etapa corector descrisă mai sus permite determinarea forţelor nodale
interne structurii care de regulă nu se află în echilibru cu cele exterioare date.
Verificarea echlibrului reprezintă ultima etapă din cadrul procedeelor incremental-
iterative şi constă în insumarea tututror forţelor interne nodale, tranformarea
acesora în sistemul global de referinţă şi compararea acestora cu forţele exterioare
date. În cadrul procesului iterativ aceste forţe neechilibrate sunt aplicate succesiv
pe structura pâna când diferenţa dintre forţele exterioare şi interne devine
neglijabilă în limitele unei toleranţe de calcul impuse. Pentru exemplificarea
modului de aplicare concretă a formulărilor precedente la determinarea răpsunsului
neliniar al structurilor cu deplasări şi rotiri mari, în continuare, sunt prezentate
etapele descrise mai sus intr-o formă succintă. Algoritmul de conducere a analizei
are la baza metoda paşilor controlaţi de “lucrul mecanic” (Yang, s.al., 1985) care
asigură ajustarea automată a mărimii incrementelor de încărcare în funcţie de
nivelul de degradare a rigidităţii structurii şi aplicarea metodei Newton-Raphson în
interiorul fiecărui ciclu. Metode de conducere a analizei capabile să determine



100

răspunsul neliniar şi în domeniul post-critic vor fi prezentate în detaliu în cadrul
capitolului 3. De asemenea se consideră cazul în care forţele au un carcter
conservativ şi aplicate proportional pe structură-toate forţele cresc funcţie de un
singur parametru. Cazul aplicării neproporţionale ale forţelor poate fi tratat în mod
similar grupând aceste forţe în secvenţe de încărcare separate şi aplicate succesiv
pe structură.

Se presupune că poziţia C1 a structurii, în echilibru static cu forţele exterioare
1P, a fost determinată; se aplică o nouă creştere de sarcină ∆λ∆P a cărei intensitate,
pe parcursul fiecarui increment de încărcare, este controlată de condiţia de lucru
mecanic constant  (∆W=const) (Fig.2.43), încărcarea totală corespunzătoare pasului
curent fiind 2P:

PP
n
1====∆

g

W
uP∆∆

∆∆ ====λ            (2.228)

PPP ∆∆ ⋅⋅⋅⋅++++==== λ12

şi unde cu ∆P s-a notat incrementul forţelor exterioare de referinţă obţinut prin
divizarea vectorului forţelor totale P cu parametrul n.

Pasul 1: La începutul fiecărui increment de încărcare sunt alcătuite matricele de
rigiditate elastică şi geometrică pentru fiecare element component al structurii.
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Aceste
fiecare
însuma
g. 2.43. Conducerea analizei cu control în lucru mecanic (∆W=constant).

 matrici sunt alcătuite în sistemul de coordonate local elementelor. Pentru
 element este formată matricea de rigiditate incrementală (tangentă) prin
rea matricelor elastice şi geometrice. Această matrice este transformată din

KT

  ∆W

∆ug

U

 P

∆R∆λ∆P

2U  1U

 2P

 1P
λ∆∆∆∆ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==== gW uP
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sistemul local al elementelor în sistemul global de referinţă al structurii şi
asamblată în matricea de rigiditate globală a structurii prin însumarea tuturor
matricelor de rigiditate ale elementelor. Matricea de rigiditate tangentă globală este
factorizată şi sunt determinate în continuare deplasările generalizate raportate la
sistemul global de referinţă numite în continuare deplasări globale. Matematic
procedura descrisă mai sus poate fi sumarizată astfel:

geTe kkk ++++====

eTe
T

eTg RkRk 11====

����
====

====
m

i
TgT

1

kK     (2.229)

r
gT uKP ∆∆ ====

unde cu 1Re s-a notat matricea de transformare (rotaţie) de la componentele din
sistemul global la componentele în sistemul local corespunzător configuraţiei C1,
iar m reprezintă numărul de bare al structurii analizate. Vectorul deplasărilor
incrementale de referinţă r

gu∆  este scalat cu factorul ∆λ rezultând vectorul
deplasărilor globale generalizate corespunzător nivelului de încărcare curent:

 r
gg uu ∆∆∆ λ====            (2.230)

Pasul 2: Pentru fiecare element, deplasările globale incrementale sunt utilizate
pentru reactualizarea coordonatelor nodurilor şi recalcularea lungimilor
elementelor:

 guUU ∆++++====12

   t
guXX ∆++++====12                  (2.231)

unde în vectorul X sunt colectate coordonatele nodurilor structurii, U conţine
deplasările totale ale nodurilor structurii, iar vectorul t

gu∆ conţine deplasările
incrementale globale corepunzătoare gradelor de libertate asociate translaţiior.
Pentru fiecare element deplasările incrementale globale sunt raportate la sistemul
local de referinţă corespunzător ultimei configuraţii de echilibru C1 fiind atunci
numite deplasări locale:

gel uRu ∆∆ 1====     (2.232)
Având determinat vectorul deplsărilor locale şi lungimile reactualizate ale fiecărui
element se estimează incrementul forţelor interne locale din noduri în echilibru cu
deformatiile interne ∆un: (((( )))) neTgeTe ukkf ∆∆ ++++====     (2.233)
unde ∆un reprezintă vectorul deformaţiilor interne elementului obţinut prin
eliminarea deplasărilor şi rotirilor de corp rigid din vectorul deplasărilor locale.
Vectorul forţelor incrementale interne este adăugat la vectorul forţelor nodale
existente în configuraţia de echilibru precedentă (C1) obţinându-se vectoul forţelor
nodale totale corespunzătoare configuraţiei C2:
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  eee fff ∆++++====12            (2.234)

Pasul 3: Pentru fiecare element, deplasările incrementale locale sunt utilizate
pentru reactualizarea sistemelor de axe locale şi deci recalcularea matricei de
rotatie 2Re corepunzătoare noii configuraţii C2.

Pasul 4: Pentru fiecare element forţele nodale interne, raportate la sistemul de axe
corespunzător configuraţiei C2, sunt exprimate în funcţie de sistemul general de
referinţă şi  însumate rezultând vectorul forţelor nodale interne totale la nivel de
structură:

  eee fRF 222 ====

   ����
====

====
m

i
e

1

22 FF                  (2.235)

Pasul 5: Diferenţa dintre sarcinile aplicate 2P şi forţele nodale determinate 2F se
notează cu ∆R. Corecţia deplasărilor corespunzând acestui dezechilibru se
estimează prin ecuaţia:
     gT uKR ∆∆ ====     (2.236)
unde KT este matricea de rigiditate tangentă globală a structurii a carei valoare
poate fi modificată la încheierea fiecărei iteraţii sau menţinută constantă pe
parcursul procesului iterativ. Determinarea pentru fiecare ciclu al iteraţiei, a
matricei de rigiditate şi refactorizarea acesteia pentru determinarea deplasărilor
conduce la un efort de calcul costisitor, astfel încât deseori se preferă menţinerea
matricei de rigiditate constantă pe parcursul procesului iterativ, fiind însă necesar
un număr sporit de iteraţii. Cu corecţia deplasărilor astfel determinată, procesul
complet se repetă începând cu pasul 2. Procesul iterativ se continuă până când
dezechilibrul devine neglijabil. Verificarea echilibrului se face considerând o
valoare prestabilită pentru toleranţa (ε) de închidere a iteraţiilor şi aplicarea unui
criteriu de convergenţă, cel mai adesea fiind aplicată norma Euclidiana asupra
forţelor reziduale (∆R):

ε≤≤≤≤==== RRR ∆∆∆ T      (2.237)
În aplicarea acestui criteriu, componentele fortă şi moment încovoietor sunt tratate
ca şi grupuri separate iar convergenţa se consideră realizată când (2.237) este
satisfăcută simultan şi independent pentru fiecare grup.


