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METODE DE ANALIZA ELASTO-PLASTICA DE
ORDINUL AL II-LEA A STRUCTURILOR iN
CADRE

2.1. INTRODUCERE

Prin acceptarea metodei starilor limita ca metoda de proiectare in majoritatea
codurilor de proiectare a structurilor in cadre, si ca urmare a dezvoltarilor "hard" si
"soft" ale calculatoarelor PC din ultimii ani, analiza staticd elasto-plastica de
ordinul al II-lea tinde sd devind principalul instrument de analiza statica globala.
Prin analiza statica elasto-plastica de ordinul al II-lea se Intelege orice tip de analiza
care urmareste sa surprinda atat efectul neliniaritatii fizice cat si a celei geometrice,
respectiv influenta modificarii geometriei structurii, asupra marimii deplasérilor si
eforturilor structurii. In acest caz controlul solutiei consta inaplicarea unui calcul
incremental sau incremental-iterativ si indeplinirea concomitenta a ambelor conditii
ce trebuie satisfacute Insituatia de echilibru, compatibilitatea deformatei si
echilibrul static al nodurilor, la fiecare increment al incircirii exterioare. In
principal, procedeele de acest fel pot fi grupate in urmatoarele categorii: (1) metoda
pasilor controlati de incdrcari, (2) metoda pasilor controlati de deplasari si (3)
metoda pasilor controlati de lungimea de arc ("arc length control method"). De
mentionat faptul cd aplicarea unei metode incremental-iterative din categoria (2)
sau (3) premite si studiul comportdrii structurii In domeniul posteritic, spre
deosebire de cazul metodelor din categoria pasilor controlati de incarcari, cand
analiza este oprita la momentul atingerii Tncarcarii limita.

Réspunsul neliniar al unei structuri se datoreazd in principal modificarii
caracteristicilor sale de rigiditate corespunzatoare diferitelor niveluri de intensitate
ale actiunilor exterioare. Variatia rigiditétii provine din doua cauze importante, si
anume: neliniaritatea geometrica si neliniaritatea fizica.

Neliniaritatea geometricd se manifestd prin doud efecte importante: un efect
local, de flexibilizare a barelor comprimate, modelat in analizd prin considerarea
functiilor de stabilitate in formularea metodei deplasarilor, respectiv prin
considerarea matricelor de rigiditate geometrica In formularea in elemente finite si
un efect global, datorat modificarii configuratiei geometrice a nodurilor structurii,
modelat 1n analiza prin formularea Lagrangiana adoptata (actualizata sau totald).
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Neliniaritatea fizicd sau materiald se manifestd prin modificarea parametrilor
curbei caracteristice a materialului, ca urmare a cresterii nivelului de solicitare.
Pentru structurile in cadre neliniaritatea fizica se manifesta prin plastificarea locala
a sectiunilor si a dezvoltarii acestor zone plastice in lungul barelor, urmarind
starea de eforturi existenta.

Daca in ceea ce priveste neliniaritatea geometrica existd, in principal, un singur
mod unitar de cuprindere a fenomenului, nu acelasi lucru se poate afirma in cazul
neliniaritatii fizice, in literatura de specialitate fiind propuse un numar mare de
modele de analizd care sd surprindd acest efect asupra raspunsului global al
structurii. In termeni generali, aceste modele pot fi clasificate in functie de
complexitatea (acuratetea) analizei, in doud categorii: modelul articulatiilor plastice
(plastificare punctuald) respectiv modelul zonelor plastice (plastificare distribuita).

Analiza elasto-plastica, care modeleaza neliniaritatea fizica utilizand conceptul
de articulatie plasticd se bazeaza in principal pe urmdatoarele simplificari: (1)
elementele structurii au o comportare perfect elastica, pana la atingerea eforturilor
ce produc plastificarea integrala a unei sectiuni (aparitia articulatiei plastice) de la
capetele elementului; (2) sectiunile transversale ale elementelor au o comportare
perfect plastica (nu se considerd reconsolidarea materialului) dupad aparitia
articulatiei plastice; (3) plasticizarea materialului intervine punctual doar in
sectiunile de bara din jurul combinatiilor de eforturi maxime; (4) portiunea de bara
dintre articulatiile plastice raméane cu comportare integral elasticd. Formarea
articulatiilor plastice de la capetele elementelor este guvernatd de ecuatiile de
interactiune dintre forta axiald si momentele incovoietoare corespunzatoare celor
doua axe principale de inertie ale sectiunii, iar efectele de ordinul al doilea sunt
luate in considerare prin intermediul functiilor de stabilitate, pentru efectul local, si
prin formularea Lagrangiana "updated Lagrangian" pentru efectul global. In cazul
structurilor metalice, efectul tensiunilor reziduale asupra capacitatii portante a
elementelor structurii este luat in considerare simplificat prin intermediul
modulului de elasticitate tangent. Acest model a stat la baza realizarii majoritatii
programelor de analizd statica elasto-plasticd de ordinul al Il-lea a structurilor
metalice plane si spatiale, dintre care meritd amintite cele realizate in cadrul
universitatii Cornell din Statele Unite (McGuire, 1988; Ziemian, 1990). In general
acest tip de analiza este unul aproximativ, raspunsul structurilor in domeniul elasto-
plastic avand o acuratete limitatd, depinzand in principal de configuratia structurii
si caracteristicile de incarcare. Asa cum se va putea observa si in exemplele
numerice din capitolul 6 al cartii, acest tip de analizd supraestimeaza, rezistenta si
stabilitatea elementelor supuse unor solicitari de incovoiere cu efort axial, 1n
domeniul elasto-plastic. Dezvoltarea zonelor plastice pe intreaga lungime a
elementelor, care poate aparea in cazul structurilor inalte de tip cadru, cu inaltimea
de nivel micd, sau in cazul elementelor supuse la Incarcari axiale mari, nu poate fi
surprinsd in acest model de analizd, supraestimand rezistenta si stabilitatea
elementelor. Cu toate acestea pentru structuri svelte la care modul de cedare apare
in principal prin pierderea stabilitatii elastice, sau pentru structuri la care cedarea
apare prin formarea unui mecanism plastic, acest model de analizd furnizeaza
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rezultate satisfacatoare in comparatie cu cele furnizate printr-o analizi complexa
care ia in considerare in mod explicit efectele dezvoltdrii zonelor plastice in
sectiune si n lungul elementelor, asupra raspunsului structural (Foley&Vinakota,
1999).

Metodele de analiza care au la bazd conceptul de articulatie plastica au fost
imbunatatite prin includerea intr-o forma implicitd in analiza a efectelor tensiunilor
reziduale, si a dezvoltarii graduale a zonelor plastice in sectiune si a lungul barelor.
Astfel modelul clasic al articulatiilor plastice punctuale, bazate pe o singurad
suprafatd de interactiune N-M-M, cea corespunzitoare plastificarii totale a sectiunii,
a fost extins la un model ce ia in considerare o dezvoltare graduala a plasticizarii
sectiunilor capetelor elementelor prin intermediul a doua suprafete de interactiune
N-M-M, cele corespunzdtoare intierii curgerii respectiv plastificarii totale si
aplicarea unor relatii liniare sau neliniare pentru considerarea degradarii rigiditatii
elementelor (Powel & Chen, 1986; Deierlein s.al., 1991; Abdel-Ghaffar s.al., 1991;
Al-Mashary & Chen, 1991; King s. al., 1991; Liew & Chen, 1991; Liew s.al., 1992;
White s.al., 1992; King & Chen, 1994; S.E.Kim, s.al., 2000). Dezvoltarea zonelor
plastice 1n lungul elementelor este simulatd prin considerarea celor doud suprafete
de interactiune N-M-M corespunzatoare initierii curegrii respectiv plastificarii
totale, si prin utilizarea conceptului modulului tangent de elasticitate £,. Principalul
avantaj al acestor metode, In comparatie cu cel clasic al articulatiilor plastice
punctuale, rezida in faptul, cd la un acelasi grad de discretizare a structurilor (un
element pe bara, in cazul barelor incarcate doar la capete) surprind cu suficientd
acuratete rezistenta si stabilitatea globald a structurilor si locala ale elementelor
acestora, In domeniul elasto-plastic. Cercetarile facute in acest sens (Liew s.al.,
1992) demonstreaza faptul ca aceste metode pot fi aplicate la analiza structurilor in
cadre de mari dimensiuni, fara riscul de a supraestima rigiditatea si stabilitatea
elementelor componente ale structurii.

Metode mai rafinate de modelare a neliniaritatii materiale, decat cele bazate pe
conceptul de articualtie plasticd punctuald, sunt cele in care efectul plastificarii
partiale in lungul elementelor componente ale structurii este considerat prin
intermediul relatiilor analitice neliniare moment incovoietor-efort axial-curbura (M-
N-®) ce caracterizeaza comportarea elasto-plasticd a sectiunilor transversale ale
elementelor solicitate la incovoiere cu sau fard efort axial. In principal, existd doud
moduri de formulare al acestor metode, ambele presupunand un calcul incremental
iterativ. Dacd primul model presupune o discretizare a barelor structurii intr-un
numar de "segmente" si exprimarea conditiilor de compatibiliate a deformatei si de
echilibru static pe baza relatiilor analitice neliniare M-N-® de la capetele acestora
(Wright & Gaylord, 1968; Lui & Chen, 1987), cel de-al doilea, presupune aplicarea
metodei deplasarilor in formulare matriceald si generarea unor puncte de integrare
in lungul barelor pentru evaluarea caracteristicilor de rigiditate in fiecare din aceste
puncte, pe baza relatiilor neliniare, analitice sau cvasianalitice, M-N-®, si aplicarea
unor tehnici de integrare numerica, pentru determinarea matricelor de rigiditate ale
barelor (Chu & Pabarcius, 1964; Moses, 1964; Sohal & Chen, 1988; Attalla s.al.,
1995; Barsan&Chiorean, 1999a; Chiorean&Barsan, 2005), (Fig. 2.1). Datorita
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existentei tensiunilor reziduale 1n sectiunile transversale ale sectiunilor metalice,
comportarea acestor sectiuni in domeniul elasto-plastic, solicitate la Incovoiere cu
efort axial, este diferitd In cazul unor eforturi axiale de compresiune fata de cele de
intindere (v. cap.4), implicand utilizarea unor relatii analitice neliniare M-N-®
diferentiate. Pe de alta parte aceste metode nu pot surprinde cu maxima acuratete
efectele descarcarilor elastice ale fibrelor asupra raspunsului structurilor (Clarke,
1994). O posibila cale de a elimina aceste dezavantaje, dar cu un efort
computational mai mare, o reprezintd metodele de analizd din cea de-a doua
categorie prezentate anterior, dar in care, procesul simplificat de evaluare a
caracteristicilor de rigiditate, pe baza relatiilor analitice M-N-®, este inlocuit print-
un proces iterativ de echilibrare mai exact, in diferitele sectiuni transversale ale
barelor situate in dreptul nodurilor de integrare numerica, si care presupune
modelarea neliniaritatii fizice in puncte prin utilizarea relatiilor 0-€ (Chiorean,
2001).
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i Element cu
" comportare elastica
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F . * Sectiuni plastic potentiale
-~ (articulatii plastice)
(a) *
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deplasari
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‘."- ly Sectiuni plastic potentiale
e in lungul barei-puncte de

integrare numerica Gauss

(b) l

Fig. 2.1 Elemente liniare unidimensionale utilizate in analiza elasto-plastica. (a)
Modelul plastificarii concentrate; (b) Modelul plastificarii distribuite.

Cel mai exact model care ia in considerare neliniaritatea materiala, prin

urmdrirea in mod explicit a dezvoltarii zonelor plastice in sectiune si in lungul
barelor printr-un calcul incremental iterativ este considerat a fi modelul zonelor
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plastice care modeleazd neliniaritatea fizica la nivel de fibra, pe baza relatiilor
constitutive neliniare 0-€ ("plastic zone analysis"). Literatura de specialitate
mentioneaza in principal doud tipuri de astfel de analize. Primul tip implica
utilizarea elementelor finite tridimensionale de tip "shell/" pentru discretizarea
structurilor si aplicarea unui calcul incremental/incremental-iterativ, presupunand
inlociurea matricei de rigiditate elastici a elementelor finite cu o matrice de
rigiditate elasto-plastica, in cazul in care s-a detectat o depasire a domeniului elastic
de comportare. Considerand o stare de tensiune spatiald, acest tip de analiza ia In
considerare efectul combinat al deformatiilor normale si tangentiale asupra
plastificarii. Acest tip de analizd permite considerarea cu maximd acuratete a
efectelor dezvoltarii zonelor plastice in sectiune si in lungul barelor, a tensiunilor
reziduale, precum si a efectelor descércarii elastice a fibrelor, dar implicad o
discretizare a structurii intr-un numar mare de elemente finite tridimensionale si
aplicarea unor metode de integrare numericd pentru determinarea matricelor de
rigiditate elasto-plastica, conducand la un efort computational foarte ridicat.
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Fig. 2.2. Curbele de raspuns forta-deplasare in metodele de analiza elasto-plastica
discutate.

Pentru analiza structurilor in cadre, pentru care barele pot fi tratate ca elemente
liniare unidimensionale, 1n literatura de specialitate sunt propuse foarte multe
metode de tratare a plastificarii distribuite, in acceptiunea avansata a conceptului de
zone de plastificare, si care presupun o modelare rafinatd a structurii prin
discretizarea in elemente finite de tip bara (Orbison s al.1982; Bradford & Trahair
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1984; Chan & Kitipornchai 1988; Albermani & Kitipornchai 1990; Clarke s.al
1992, Jiang.s.al., 2002) sau "segmente" finite (Han & Chen 1983, 1987; Sugimoto
& Chen 1985) si subdivizarea fiecarei sectiuni de element sau "segment" in fasii
("fibre"), considerandu-se astfel in mod direct efectele tensiunilor reziduale, a
imperfectiunilor geometrice, a efectelor de reconsolidare a materialului, precum si
a descarcarilor elastice a unor fibre asupra raspunsului structural. Desi cele mai
multe dintre metodele de analiza ce utilizeaza conceptul de zone plastice au fost
concepute pentru determinarea raspunsului structurilor plane (Clarke s.al. 1992;
White, 1985; Vogel, 1985; El-Zanaty s.al., 1980; Alvarez & Birnsteil, 1967), in
literatura de specialitate, se gisesc referiri si la metode de analizd statica
tridimensionala a cadrelor care iau In considerare cu diferite grade de acuratete
efectul dezvoltarii zonelor plastice (White, 1988; Wang, 1988; Chen & Atsuta,
1977; Pi & Trahair, 1994; Izzuddin & Smith, 1996; lJiang s.al., 2002;
Chiorean&Baérsan, 2005). Avand in vedere complexitatea unora dintre aceste
metode, datoratd in primul rand discretizarilor foarte rafinate pe care il presupun,
aceste metode sunt utilizate cu precadere in cercetare, pentru calibrarea altor
metode de analizd mai simplificate (ECCS, 1984; White & Chen, 1990).

In principiu, utilizand una din metodele de analizi elasto-plastica de ordinul al
II-lea amintite, curbele de raspuns fortd-deplasare pentru cazul unor actiuni statice
sunt prezentate in figura 2.2, iar in figura 2.3 se prezinta schematic carcarteristicile
de modelare ale neliniaritatii fizice in metodele discutate.
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Fig. 2.3 Modele de analiza elasto-plastica a structurilor in cadre.

22. MODELE NUMERICE BAZATE PE CONCEPTUL DE
ARTICULATIE PLASTICA

Cercetarea comportarii unei structuri suspuse la sarcini care cresc, in Intregul
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domeniu cuprins intre limita stadiului elastic si stadiul de pierdere a capacitétii
portante, prin determinarea evolutiei starii de eforturi si a marimii deplasarilor,
constituie o problema dificila datoritd complexitatii fenomenului real. O analiza
prin calcul implicd acceptarea unor simplificdri; in functie de schematizarea
adoptata, rezultatele pot diferi sensibil, in functie de natura solicitarilor exetrioare,
a tipului de material structural etc. Utilizarea calculului automat permite sd se
urmareascd o modelare cat mai apropiatd de comportarea reald. La structuri
alcatuite din bare, ipoteza articulatiilor plastice punctuale si cu formare instantanee
aduce simplificari importante: limita stadiului de comportare elastica coincide cu
formarea primei articulatii plastice, iar cedarea plastica devine iminentd cand apare
ultima articulatie plastica. Intre aceste doua limite, evolutia comportarii structurii
rezultd Tmpartita intr-o serie de etape, bine diferentiate intre ele si care corespund
intervalelor dintre formarea succesiva a articulatiilor plastice. Cand, prin
schematizare, se realizeaza si conditia ca sarcinile sa fie aplicate numai in noduri,
barele isi pastreaza permanent o comportare perfect elasticd, deoarece articulatii
plastice pot apare numai in sectiunile de la extremitati.

Articulatii plastice potentiale

Nodul - a Nodul - b

@ ©

0 | L

0]

RM b

My,

G

Fig. 2.4 Modelul articulatiilor plastice punctuale.
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Intr-un calcul de ordinul I, caracterul neliniar al corelatiei P-A provine numai
din aparitia treptatd a unor articulatii plastice in anumite sectiuni ale structurii, si
deci diagrama are forma poligonala (Fig. 2.2). Considerarea efectului fortelor
axiale, si modificarea configuratiei geometrice a structurii, printr-un calcul de
ordinul al II-lea, modifica situatia in sensul ca si in intervalele delimitate de aparitia
articulatiilor plastice comportarea devine neliniard. Cat timp fortele axiale nu ating
valori importante, efectul lor asupra marimii momentelor plastice (M,) poate fi
neglijat, astfel ca valorile M, apar drept constante ale barelor structurii. Cand insa,
fortele axiale ajung deosebit de mari, efectul acestora trebuie introdus in conditia de
plasticizare si valorile M, devin variabile, scazdnd pe masura cresterii fortelor
axiale N. Apare astfel firesc aplicarea unui calcul prin etape succesive, care consta
din efectuarea repetatd a rezolvarii pe o structurda ce se modificd de la o etapa la
alta, pierzand succesiv cite o legatura; cand s-a format si articulatia plastica ultima,
structura ajunge static determinatd. Modul de calcul indicat pentru o automatizare
integrala constd in aplicarea metodei deplasarilor, introducand caracterul neliniar al
comportarii prin matricea de rigiditate.

Tipul de element folosit in modelarea barelor cadrelor este cel de bara
standard de cadru spatial cu 12 grade de libertate (Fig. 2.4), iar formularea analitica
se bazeaza pe metoda deplasarilor in formulare matriceala.

Comparativ cu forma generald a metodei deplasarilor, unde pozitia deformata
este complet definitda admitdnd drept variabile independente toate deplasarile
nodurilor structurii, In domeniul elasto-plastic trebuie considerate si rotirile relative
din articulatiile plastice intrate in functiune. Pe parcursul cresterii sarcinilor,
trecerea de la o etapd la alta este carcaterizatd tocmai prin interventia unei noi
asemenea necunoscute. Din acest punct de vedere, in literatura de specialitate sunt
propuse diferite variante, dintre care cea mai eficientd sub aspectul automatizarii
calculului elasto-plastic de ordinul al II-lea o reprezintd metoda "tipurilor de bare".
In acesata varianti se considerd aceleasi necunoscute in toate etapele si anume
deplasérile nodurilor structurii, ca in forma generala a metodei deplasarilor,
aplicatd calculului liniar sau neliniar elastic. Sistemul de bazd este geometric
nedeterminat deoarece raman libere rotirile relative din articulatiile plastice formate
pana la etapa considerata. Acestea pot fi eliminate din calcul introducand mai multe
tipuri de bare, cu matricele de rigiditate corespunzatoare, dupa stadiul in care se
gaseste bara respectiva In raport cu aparitia succesiva a articulatiilor plastice (dublu
incastratd, incastrat articulata, dublu articulata).

2.2.1 Modelul articulatiilor plastice cu formare instantanee

In modelul de analizi elasto-plastici a cadrelor descris in continuare se
presupun urmatoarele ipoteze de lucru: (1) elementul de bara este cel cu 12 grade
de libertate (6 grade de libertate pe nod), zonele plastic potentiale considerdndu-se
doar la capetele elementului (Fig.2.4); (2) plastificarea materialului intervine
punctual doar la capetele elementului ca urmare a unei stiri de tensiuni uniaxiale
provenite din actiunea concomitentd a momentelor incovoietoare si a efortului
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axial; (3) Plastificarea materialului are loc instantaneu, neglijandu-se intrarea in
curgere graduala a fibrelor si de asemenea efectul de reconsolidare a materialului
(4) elementul are o comportare perfect elastica, pana la atingerea eforturilor ce
produc plastificarea integrala a unei sectiuni (aparitia articulatiei plastice) de la
capetele elementului; (5) portiunea de bard dintre articulatiile plastice ramane cu
comportare integral elastica; (6) conducerea analizei se face in metoda pasilor
controlati de incarcari, cu cresterea incrementala a fortelor exterioare.

Formarea articulatiilor plastice de la capetele elementelor este guvernata de
ecuatiile de interactiune dintre forta axiald si momentele incovoietoare
corespunzatoare celor doua axe principale de inertie ale sectiunii. Efectele fortelor
taietoare respectiv ale momentelor de torsiune sunt neglijate in ecuatiile de
interactiune plastice. Comportarea articulatiilor plastice este guvernatd de legea
potentialului plastic sau a legii de normalitate (Massonet, s.al., 1972). Formularea
matematica a modelului prespune:

* Definirea unei relatii Intre eforturi si deplasdri in domeniul de
comportare elastic.

* Definirea unui criteriu de plastificare corespunzator intrdrii in
functiune a articulatiei plastice.

* Definirea unei relatii intre eforturi si deplasari pentru comportarea post
elastica-legea de normalitate.

Relatia constitutiva in domeniul elastic

In domeniul de comportare elastic cresterile deplasarilor elastice sunt legate de
cresterile fortelor prin intermediul relatiei:

AF = KAU (2.1
unde K reprezintd matricea de rigidate standard a elementui de bard, cea
corespunzitoare comportarii perfect elastice. In cazul in care se doreste luarea in
considerare a efectelor neliniaritdtii geometrice locale, matricea de rigidate K din
relatia (2.1) este Inlocuita cu cea corectatd prin intermediul functiilor de stabilitate.
Detalii cu privirea la implementarea acestui efect in calculul elasto-plastic sunt date
in cadrul paragarfului 2.2.4.

Criteriul de plastificare

Formarea articulatiei plastice este determinatad de depasirea intr-un anumit
punct al sectiunii a deformatiei unitare ultime admise, §i care reprezinta conditia de
plastificare asumata in calcul. Aceastd conditie urmeaza a fi aplicata distributiilor
de eforturi unitare ce corespund actiunii concomitente a eforturilor rezultante,
considerand ipoteza sectiunilor plane. Drept consecinta, si Intre marimile acestor
eforturi trebuie sd fie Indeplinitd o anumita corelatie, care reprezintd conditia de
plastificare a sectiunii. Notdnd cu N, M,, M. eforturile din sectiune conditia de
plastificare se scrie:

rv,am,,m.)=0 (2.2)
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care reprezintd in acest caz o suprafatd, numita suprafata de interactiune plastica. in
spatiul N, M,, M., o situatie oarecare de solicitare a sectiunii este definitd prin
anumite marimi ale eforturilor, care pot fi privite drept componentele unui vector
ce pleacd din originea axelor si a cirui varf caracterizeaza starea sectiunii. in cazul
in care varful vectorului se afla in interiorul acestei suprafete rezulta ca sectiunea se
comporta perfect elastic, In baza ipotezei articulatiilor plastice punctuale si cu
formare instantanee; cand varful vectorului se afld pe aceastd suprafatd conditia
(2.2) este indeplinita si deci articulatia plastici este formatd si incepe si
functioneze. In timpul functionarii articulatiei plastice vectorul trebuie si-si
mentind permanent varful pe suprafata de plastificare, conducand la o corelatie
necesard intre componente. Varful vectorului nu poate depdsi suprafata de
plastificare, deoarece cazul contrar ar corespunde unei stari de eforturi ce nu se
poate realiza.

w, b Suprafta de AISC-LRFD (Kanchanaly 1977)-sectiune metalica
Ir r plastificare (Pl'()ﬁl I)
A N 8M, 8M, N _2M, 2M,
- ' 1 N Suprafata de initiere a —t——+— -1=0, —2— +——=
. Ao I curgeri plastice N, 9M, 9M, N, 9M, 9M,
I I N M, M, N 2M, 2M.
ol -t e P St i
a " e N, M, M, N, 9M, 9M,
MIM,, - Ty M,.
H R t-l_h Suprafua de Orinison, 1982- sectiune metalica (profil I)
o Pl 1150 +m2 +m? +3.67n*m? +3.0n°m> +4.65m*m* =1=0
. [ )
r [+ , Swprtade niires N m = M, . M,
o - curgerii plastice = =, m, =
I'- + | .-Ex N, M, M,
' L e N
i e sing,
MM,
N

Powel-Chen, 1986

Fig. 2.5 Suprafete de plastificare utilizate n calculul sectiunilor metalice si
din beton armat.

Determinarea unor relatii analitice general wvalabile pentru definirea

suprafetelor de interactiune plastice ale sectiunilor este deosebit de dificila. Aceasta
se datoreazd in principal relatiilor constitutive neliniare 0-€ folosite la modelarea
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curbelor cracteristice ale materialelor, diferite de la un material la altul, forma si
dimensiunea sectiunilor, imperfectiunilor de material, tipului de solicitare
(incovoiere uniaxiald, biaxiala cu efort axial ) etc. In literatura de specialitate pot fi
gdsite cateva exprimari analitice ale suprafetelor de plastificare pentru putine tipuri
de sectiuni si materiale. In figura 2.5 sunt prezentate cateva dintre cele mai utilizate
relatii de interactiune pentru sectiunile metalice de tip profil I si pentru sectiunile de
beton armat de forma dreptunghiulari. In relatiile de mai sus s-a notat cu M,
momentul plastic (capabil) al sectiunii pe directia conisderatd (y, z) si care se
calculeazd in functie de caracteristicile sectionale de material si forma. N,
reprezintd efortul axial plastic (capabil) al sectiunii in absenta celorlate eforturi de
solicitare. Relatia de interactiune plastica propusa de Powel si Chen (Powel&Chen,
1986) poate fi aplicatd in mod aproximativ oricaror tipuri de sectiuni prin ajustarea
corespunzatoare a sistemului de axe. Spre exemplu in cazul sectiunilor de beton
armat originea sistemului de axe se translateza dupa axa eforturilor axiale N pentru
a simula cresterea de capacitate portanta a sectiunilor solicitate la compresiune.

Legea de normalitate

Avand stabilite criteriile de plastificare precum si relatiile constitutive forta-
deplasare In domeniul elastic, corelatia intre vectorii incrementali ai fortelor si
deplasarilor generalizate In domeniul plastic este stabilitd sub forma legii de
normalitate. Conform teoriei plasticitatii in comportarea elasto-plastica a
materialului deformatiile specifice totale se pot separa in componentele elastice si
plastice, considerate ireversibile. Analog, vectorii incrementali ai deplasarilor
generalizate, pe directiile gradelor de libertate de la capetele barelor, pot fi
considerati avand doud componente, una elastica si una perfect plastica:

AU =AU* + AU (2.3)

Conform legii potentialului plastic componenta plasticd a vectorului deplasarilor
incrementale, AU”, este dirijat dupa normala exterioard la suprafata de plastificare
'=0. Cum aceastd suprafatd joacd pentru cresterile componentelor plastice ale
deplasarilor rolul functiei potential, pentru oricare componentd a vectorului
deplasarilor incrementale plastice AU” se poate scrie sub forma:

AU =) or (2.4)

of

unde A este un coeficient de proportionalitate arbitrar, iar f reprezinta vectorul
fortelor nodale la nivel de element. Legea potentialului plastic poartd de asemenea
numele de legea de normalitate deoarece, dacd se considerd componentele
vectorilor f si AU? drept coordonate intr-un hiperspatiu cu 6 dimesniuni legea (2.4)
arata ca in punctul de eforturi f vectorul AU” este normal la suprafata de
plastificare din acel moment M=0:

Af [ANU” =0 (2.5)
Figura (2.6) ilustreaza aceasta relatiec de normalitate in cazul in care existd numai
doua eforturi diferite de zero.
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Fig. 2.6 Tlustrarea grafica a legii de normalitate in spatiul cu doud dimensiuni.

2.2.1.1 Matricea de rigiditate incrementalda si vectorul fortelor
echivalente la noduri

In continuare vor fi determinate matricele de rigidate tangente pentru elementul
de bara de cadru spatial luand in considerare efectul de plastificare a sectiunilor de
la capetele acestuia. In acest context sunt posibile patru situatii: (1) plastificarea
ambelor capete ale elementului; (2) plastificarea capatului "a"al barei (3)
plastificarea capatului "b" al barei; (4) ambele capete raman in domeniul elastic.
Formularea relatiei incrementale forta-deplasare pentru elementul de bara de cadru
spatial (Fig. 2.4) se bazeaza pe legile fundamentale ale toriei plasticitatii prezentate
anterior. Pentru obtinerea relatiilor caracteristice, se exprima faptul ca, cresterile
deplasarilor nodale au o parte elastica si o parte plastica. Notand cu AU vectorul
deplasérilor incrementale de la ambele capete, a si b, ale barei, conform relatiei
(2.3) acesta se descompune astfel (Fig. 2.7):

AU AU AU?
NE a1+ “ (2.6)
AU, AU, AU,
unde vectorul deplasarilor totale la capetele a si b ale barei au expresiile:
AU, =[u, v, w, 6, 6, 6. (2.7a)
AUb=[ub vy w, B, 0, sz]T (2.7b)

iar componentele elastice respectiv plastice ale deplasarilor sunt date de
urmatoarele expresii:
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avs=lue v owe e e 6]

b viowe o6 e ]
AUz =fr 0 0 o or, or] (2.8)
avr=[ur 0 0 0 67 e

'\\\\AUH=AUZ+AU§
i

AU, =AU +AUY
p——

S

Fig. 2.7. Descopunerea vectorului deplasarilor nodale in componete elastice si
plastice.

De notat faptul ca, deplasarile pe directiile gradelor de libertate de lunecare
respectiv de torsiune se considera pur elastice. Cresterile componentelor elastice ale
deplasérilor sunt legate de cresterile fortelor nodale, in absenta fortelor aplicate in
lungul barei, prin intermediul relatiei:

AF(j5q) = K(llez)AUe(U*l) (2.9)

unde matricea de rigiditate elastica K;,x12) are urmdtoarea expresie:

K(i2u2) = K(m(ém) Kanfoxi) (2.10)
Kba(6x6) Kbb(6x6)
unde
" E4, -
7 0 0 0 0 0
12E1, . 6EI, .
r 0 0 r
0 12E1, , _ 6El,, 0
3 2
K, = L L (2.11a)
0 0 0 : 0 0
6El 4E1
0 0 =0 D2 0
L L
6El, . 4EI, .
0 : 0 :
! L L]
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EA, i
0 0 0 0 0
L
12E1,, 0 _6El,,
L I’
12E1,, 6EI,,
bb G]
0 0 0 d 0 0
L
6EI ARl
0 0 L0 0.y 0
L L
6FI, . 4EI, .
- > 0 >
| r L
- ey -
-0 0 0 0 0 0
L
12EI, . 6EI, .
D ’ 0 0 - LZ)
. _12E1, 0 6EI,, 0
K' =K = L’ L’ (2.11¢)
ba ab GI[
0 0 0 o 0 0
. _6EI, 2EI,,
I’ L
6EI, . 2FI, .
’ 0 0 0 —
| r L |

Integrarea efectelor neliniaritatii geometrice locale in matricea de rigiditate
elasticd poate fi facutd prin intermediul functiilor de stabilitate aga cum va fi aratat
in cadrul paragrafului 2.2.4. Tinand seama de descompunerea (2.6) relatia (2.9) se
mai poate scrie:

AF(5,) = K(12x12)(AU(12x1) - AUp(12"1)) (2.13)

Conform legii potentialului plastic aplicatd la ambele capete ale elementului,
intre cresterile vectoriale ale componentei plastice ale deplasarilor si cele ale
fortelor nodale putem scrie:

AU (1) = G(

12)(2) D\.(le) (2.14)

unde matricea G are forma:

Glox) Ofox
G (12x12) =[ (6x) (;f 1):| (2.15)
0(6x1) G(le) (12x2)

si reprezintd "matricea gradient" la suprafata de plastificare [ alcatuitd din
matricele gradient corespunzatoare capetelor a si b ale barei:
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[ or ] [ or ]
oF,, oF,,
0 0
0 0
Glo)=| 0 [:Glx=| 0 (2.16)
or or
oM, oM ,
or or
| oM _, | | 0M _, |
iar vectorul A are expresia:
A= [j . ] (2.17)

cu componentele A, A’ marimi scalare arbitrare asociate celor doud capete ale
barei. De obicei formarea si functionarea articulatiilor plastice la cele doud capete
ale elementului are loc independent una fata de cealalta si prin urmare componetele
matricei G vor fi determinate in concordantd cu starea de eforturi existentd la
formarea articulatiilor plastice de la cele doua capete ale elementului. Prin urmare
vom avea doud situatii de plastificare diferite ceea ce corespunde la doud puncte
distincte pe suprafata de plastificare. De asemenea, mai trebuie mentionat faptul ca,
colonele matricei G sunt activate iTn mod succesiv in concordantd cu ordinea de
formare a articulatiilor plastice la extremititile elementului. in concordanti cu
legea de normalitate descrisa mai sus, componentele plastice ale vectorului
deplasérilor generalizate trebuie sd fie ortogonal vectorului fortelor incrementale
(Fig. 2.8), adica:

(U ) (2) D) =0 (2.18)
A
N
AU
AF
> M;

AM/ (N, M,,M,)=0
Fig. 2.8 Legea de normalitate.
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Inlocuind relatia (2.14) in relatia (2.18) obtinem:

Mixa) 05 (ox12) @DF(12) =0 (2.19)
Cum insa componentele scalare ale vectorului A sunt marimi pozitive rezulta ca:
G(sz12) LAF(15x) = 0(2x) (2.20)

Multiplicand ambii membrii ai relatiei (2.13) cu G’ si tinind cont de identitatea
(2.20) precum si de relatia (2.14) obtinem:

GT(2x12)K(12x12)AU(12x1) = GT(2"12)K (lelZ)G(IZXZ);"(le) (2.21)
In cazul in care ambele capete ale barei sunt plastificate matricea G’ KG este

nesingulara si poate fi inversati si prin urmare identitatea (2.21) are loc. In cazul in
care insd, doar unul dintre capetele barei, @ sau b, este plastificat conduce la

singularitatea matricei G’ KG si prin urmare vor trebui determinate relatii separate
care sa surprinda fiecare caz in parte. Din relatia (2.21) se obtine vectorul A:

-1
;"(le) = [GT(2"12)K(12><12)G(12x2)] GT(2x12)K(12x12)AU(12x1) (2.22)
Tinand seama de relatia (2.14) relatia (2.13) se scrie:
AF(12><1) = K(12x12)AU(12x1) - K(12x12)G(12x2)/](2x1) (2.23)
si cu expresia (2.22) determinata pentru vectorul A mai putem scrie:
AF (1) = K (i2x2) + K" (12x12) Ui2x) = Kep(12"12)AU(12x1) (2.24)

unde cu K'(2x2) s-a notat matricea de rigiditate de reducere plastica si care

integreazd caracterul plastic de comportare al articulatiilor plastice formate la
ambele capete ale barei:

. -1
K" (12x2) = _K(12x12)G(12x2)[G(sz12)K(12x12)G(12xz)] G(szlz)K(llez) (2.25)
Relatia (2.24) exprima legatura intre cresterile deplasarilor si cele ale fortelor
nodale in domeniul de comportare elasto-plastic, pentru cazul in care plastificarca
are loc in ambele capete ale barei, iar matricea:

K% (12x2) =K (1) + K" (12%12) (2.26)

reprezintd matricea de rigiditate tangentd a elementului de bard si care se obtine
prin insumarea matricei de rigidate clasticd a barei K(,,,) si a matricei de

rigiditate de reducere plastica K'(12x2). Efectele neliniaritatii geometrice la nivel

de element vor fi integrate in matricea de rigiditate elastici. In cazul in care,
capatul b al barei raméne in domeniul elastic, articulatia plastica forméanu-se doar la
capatul a, matricea de reducere plasticd se determind urmarind un rationament
similar cu cel descris mai sus. Astfel, eliminind din calcul componentele plastice
ale deplasarilor de la capatul 4 si de asemenea coloana a doua din matricea gradient
G si urmarind un rationament similar pornind de la relatia (2.14) ajungem la
urmatoarea expresie pentru matricea de reducere plastica:
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p 1
K’ (12x2) = —( K(llez)G(uxz)GT(lez)K(12x12) (2.27)

a 7 a
G ) (1x6) E(Kaa )(6x6)G (6x1)
Similar, dacd articulatia plastici se formeazad doar la capatul b, matricea de
reducere plastica rezultd de urmatoarea forma:

1
K’ (12x2) = = K (12x)G (12)G " (2x12)K (1 (2.28)
(Gb)T(lx(,) E(Kbb )(6x6)Gb(6"1) (12x12) & (12x2) (12x12)

In relatiile (2.27) si (2.28) matricele de rigiditate elastice K, respectiv K, sunt

date de relatiile (2.11). In cazul barelor incircate cu forte in lungul lor, efectul
acestora va fi echivalat cu fortele nodale echivalente la nodurile elementului.
Determinarea fortelor nodale echivalente corespunzatoare diferitelor cazuri de
plastificare de la extremitatile barei se face urmarind un rationament similar cu cel
descris mai sus, pornind de data aceasta de la urmatoarea relatie de echilibru:

AF(lle) = K(12x12)AUe(l2xl) + APO(lle) (2.29)

unde cu AP’s-a notat vectorul fortelor echivalente la noduri din incircarea cu
fortele exterioare date considerand comportarea perfect elastica a barei:

AP
AP = o (2.30)
AP,
Astfel, in prezenta fortelor aplicate in cursul barelor, relatia incrementald de
echilibru (2.24) devine:
AF(15x) = K% (12212)AU (1) + AP (12:) (2.31)

unde K% (12x12) reprezintd matricea de rigiditate tangenta (incrementald) a barei a
carei expresie pentru diferitele cazuri de plastificare a fost deja determinata, iar
AP (12x) reprezintd vectorul fortelor nodale echivalente corespunzator diferitelor

stari de solicitare plastice de la capetele barei. Spre exemplu in cazul plastificarii
ambelor capete ale barei vectorul fortelor echivalente este dat de expresia:

-1
AP (12:) = AP (12:) — K(12x12)G(12xz)[GT(Z*IZ)K(uxu)G(1zxz)] G’ (2x12) AP (12x)
(2.32)
Expresii similare se obtin si pentru alte situatii de plastificare.
2.2.1.2 Detalii cu privire la implementarea metodei
Raspunsul elasto-plastic al structurii se obtine prin aplicarea unui calcul
incremental, cu control asupra pasilor de incércare a fortele exterioare sau control
asupra deplasarilor nodale (v. cap.3). Pentru conducerea analizei se recurge la un

procedeu prin pasi succesivi prevdzand o liniarizare in trepte a comportarii
neliniare. In intervalul unei anumite trepte de incarcare comportarea trebuie sa
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ramana liniard spre a permite o rezolvare prin metoda deplasarilor. Aceasta
presupune ca matricele de rigiditate ale barelor raiman constante, asumandu-se deci
ca pentru o crestere AN a 1incarcarii varful P al vectorului solicitarilor ce
caracterizeaza starea sectiunii nu se deplaseaza pe curba de plastificare ci pe
tangenta din punctul P la curba, trecand din pozitia P in pozitia Q (Fig.2.9). Se
realizeaza astfel conditia ca raportul dintre componentele plastice ale vectorului
deplasarilor nodale sd ramand neschimbat. Pe parcursul unui increment de
incarcare, varful vectorului solicitarilor de Ia un nod oarecare al structurii trebuie sa
ramana in interiorul sau pe suprafata de plastificare. Aceastd conditie nu poate fi
satisfacutd decat prin efectuarea unui calcul iterativ de tip predictor-corector. Pe
parcursul unui increment de incércare predictia deplasarilor si totodatd a eforturilor
se face cu matricea de rigiditate construita la sfirsitul etapei precedente, si pastrata
constanta in timpul ciclului curent de calcul. Aceasta poate conduce la obtinerea
unei stari de eforturi, Intr-o extremitate a unui element oarecare apartinand
structurii, care violeza criteriul de plastificare asumat in calcul (punctul N, Fig.
2.9). Presupunand ca inaintea aplicarii incrementului de incarcare punctul N se afla
in interiorul suprafetei, in punctul M din Fig. 2.9, rezultd ca formarea articulatiei
plastice corespunde unei stari de solicitari determinate de corectia p a factorului de
incarcare considerat (punctul P din Fig. 2.9). Pentru determinarea corectiei p se
aplica un calcul iterativ utilizanu-se conditia de plastificare. Corectia p identifica pe
suprafata de plastificare punctul P corespunzator unor stari de solicitdri la nodul
considerat corespunzatoare initierii formarii articulatiei plastice.

Plan tangent la suprafata de

B=NIN, - / plastificare

Corectia radiala
S '|
[
i |1‘|.|',rj
v e
[
3 ll'tl._Hl?'l'1 - T
; odex

[
¢
&

Suprafata de plastificare

T

U a=M/M,

Fig. 2.9. Revenirea pe curba de plastificare. Corectia radiala.
Matricea de rigiditate a elementului este recalculata prin addugarea componentei de

reducere plasticd la matricea de rigiditate elastica a elementului si apoi se
efectueazd o noud rezolvare a structurii determinand eforturile corespunzatoare
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corectiei factorului de incéarcare ramas (1-p). Deplasarea pe tangenta din pozitia P
in pozitia Q, conduce la o indepartare de la conditia de plastificare deoarece
punctul O nu se afld pe suprafata de interactiune plastici asumati in calcul. In acest
caz se prevede o noud operatic de revenire la sfarsitul treptei pe curba de
plastificare-sub incércare constanta- prin efectuarea unei treceri din punctul Q in
punctul R, cunoscutd in literatura sub denumirea de corectia radiald (McGuire s.al.,
2000). Punctul R se determina prin intersectia vectorului QO cu suprafata de
plastificare (Fig. 2.9). Acest procedeu se aplica la toate extremitatile barelor unde s-
au format articulatii plastice determinandu-se fortele reziduale la nivel de structura.
Aceste forte urmeaza a fi disipate printr-un calcul iterativ care se conduce la nivel
de structurd, pana cand valoarea acestora se incadreazad sub o tolerantd de calcul
admisa.

2.2.2 Includerea efectului de reconsolidare in modelul articulatiilor
plastice punctuale

Modelul numeric prezentat anterior §i bazat pe conceptul de articulatie plastica
punctuald cu formare instantanee are la baza idealizarea comportarii materialului ca
fiind elastic-perfect plastic. Relatiile moment-curbura dezvoltate la nivel de
sectiune se considerd ca fiind de asemenea idealizate, admitindu-se ca dupa
plastificarea materialului pe 1Intreaga sectiune transversalda, situatie In care
momentul incovoietor atinge valoarea plasticd, curbura creste continuu sub efort
constant. De altfel justificarea unui asemnea calcul in domeniul plastic consta
tocmai in existenta unui asemnea palier de curgere. Cu toate acestea, majoritatea
materialelor utilizate la realizarea structurilor de rezistentd a constructiilor
inregistreaza o crestere a deformatiilor si tensiunilor dupa atingerea punctului de
initiere a curgerii. Aceasta situatie se reflectd si asupra rasunsului global al sectiunii
transversale; dupa plastificarea fibrelor extreme acestea intrd in reconsolidare
atragand dupa sine o crestere a eforturlor capabile odata cu cresterea deformatiilor.
Mai mult, la descércare, revenirea are loc elastic inregistrandu-se deformatiile
remanente, iar la reincarcare se inregistreaza o crestere a punctului limita de initiere
a curgerii in material (Fig. 2.10a). Structurile de rezistenta realizate din asemnea
materiale dezvolta un comportament global similar (Fig. 2.10b).

o
Fig. 2.10. Efectul de reconsolidare: (a) la nivel de material; (b) la nivel de element.

35



Pentru determinarea matricei de rigiditate incrementald (tangentd) care sa includa si
efectul de reconsolidare se porneste de la situatia in care varful vectorului
solicitarilor de la o extremitate oarecare a eclementului a atins suprafata de
plastificare (Fig. 2.11). Aplicand o crestere a incrementului de incarcare varful
vectorului poate depdsi suprafata de plastificare ca urmare a efectului de
reconsolidare. Vectorul fortelor nodale se poate descomune in doud componente, o
componenta tangentd la suprafata de plastificare AF, si o alta dupa o directie

arbitrard AF , (Fig.2.11).

Fig.2.11. Descompunerea vectorului fortelor nodale incluzand efectul de
reconsolidare.

Alegerea directiei pentru componenta AF, se face din considerente empirice iar in

literatura de specialitate existd o serie de modele dezvoltate in acest sens care sa
surprinda comportamentul diferitelor materiale implicate in analza (EI-
Tawil&Deierlein, 2001). Componenta AF,poate fi exprimatd in functie de

valoarea componentelor plastice ale deplasarilor incrementale nodale si de matricea
de rigiditate plastica K, a carei expresie depinde de tipul de reconsolidare

adoptata in calcul (El-Tawil&Deierlein, 2001):

AF, =K ,AU” (2.33)
Astfel vectorul fortelor nodale din sectiunea plastificatd poate fi descompus astfel:
AF =AF, +AF, (2.34)

Si in acest caz cresterile componentelor elastice ale deplasarilor sunt legate de
cresterile fortelor nodale, prin intermediul relatiei:

AF = KAU* (2.35)
si tindnd seama de descompunerea (2.3) a vectorului deplasdrilor precum si de
relatia (2.33) obtinem:

AF, + AF, =K(AU —AU”) (2.36)
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Multiplicand ambii membrii ai relatiei (2.36) cu matricea gradient G definitd de
relatia (2.15) rezulta:

GAF, +GAF, = GK(AU - AU") (2.37)
Intrucat vectorul AF, este perpendicular pe normala la suprafata de plastificare
ecuatia (2.36) se reduce la:
GAF, = GK(aU - AU?) (2.38)
si tindnd seama de relatia (2.33) obtinem in final:
GK(AU - AU”)—GKPAU” =0

GKAU =G(K +K , Jau”

Lucrand in continuare cu relatii similare cu cele dezvoltate in cadrul paragrafului
2.2.1.1 obtinem in final urmatoare relatie incrementala forta-deplasare:

-1
aF =K -KG(G" (kK + K, Jo) 6"k v (2.40)
si prin urmare matricea de reducere plasticd in acest caz are forma:
ro— T LT
K =-KG(G" (K +K, J6) ¢k

K? =K +K’

Dupa cum se poate observa din relatia ce defineste matricea de rigiditate tangenta a
elementului de bara care include efectul de reconsolidare, singura diferenta fata de
expresia dedusd pentru modelul cu formare instantanee constd in includerea
matricei de rigiditate plasticd K, si a cdrei expresie depinde de tipul de
reconsolidare luat in calcul. In principal, modelele de reconsolidare pot fi
clasificate in doud categorii: modelul izotropic, respectiv modelul cinematic.
[ustrarea graficd a celor doua modele in spatiul cu doua dimensiuni N-M (efort
axial-moment incovoietor) este data in figura 2.12.

(2.39)

(2.41)

S ta de plastificare final
Suprafata de plastificare N uprafata de plastificare finala

finala N

/
/' Suprafata de pl|
,’ initiala

SAA(I de plastificdre initiala

v v

Fig. 2.12 Modele de reconsolidare. (a) Modelul izotropic; (b) Modelul cinematic.

Modelul izotropic de reconsolidare corespunde situatiei in care suprafata de
plastificare se dilata in spatiu pastrandu-si insa forma si pozitia (Fig. 2.12a), in timp
ce modelul de reconsolidare cinematic corespunde unei situatii in care suprafata de
plastificare se translateaza in directia cresterii tensiunilor incrementale pastrandu-si
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insa forma si dimensiunile originale (Fig. 2.12b). In cazul unui model de
reconsolidare de tip izotropic valoarea tensiunilor de curgere la compresiune vor
creste odatd cu cresterea tensiunilor de intindere, astfel ca relatia moment-curbura
poate fi reprezentatd grafic ca in figura 2.13a. Acest model descrie acceptabil
comportarea materialelor la solicitiri monotone. Spre deosebire de modelul
izotropic, 1n cel cinematic, ca urmare a intrérii In curgere a materialului ca urmare a
unei stari de tensiune de inindere va atrage dupa sine translatarea suprafetei de
plastificare in directia de intindere §i ca urmare materialul va atinge mai repede
limita de curgere cind este supus unor actiuni de compresiune (Fig.2.13b). Acest
model reflectd mult mai fidel comportarea materialelor la actiuni ciclice.

(@) N (b)
JI://// N
Zona cu
comportament of
elastic /
+ - + -
s / 0

W L +

Fig. 2.13 Relatia moment-curbura asociata modelelor de reconsolidare (ei) izdtropic
(b) cinematic

Modele mai complexe utilizate la determinarea raspunsului structural in domeniul
elasto-plastic sunt dezvoltate in literatura de specialitate. Cateva dintre acestea au la
baza modele hibride de considerare a reconsolidarii neliniare a materialului si
totodatd a degradarii rigiditatii elementelor ca urmare a incursiunilor in domeniul
plastic.

=

‘Hlﬁ/
Iil'ﬁ

KII

L

\

il

Fig. 2.14. Modelul suprafetelor de plastificare imbricate.
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Fig. 2.15. Modelul suprafetei de plastificare cu limitare.

Doua dintre aceste modele, des utilizate la modelarea comportérii elasto-
plastice a structurilor sub solicitdri monotone sunt prezentate in figurile 2.14 si
2.15. Modelul suprafetelor de plastificare imbricate (Fig. 2.14) capabil sa surprinda
reconsolidarea multi-liniard, fiecare suprafatd de plastificare activeaza valori
diferite ale reconsolidarii si totodata rigiditati tangente diferite. Modelul suprafetei
de plastificare marginit capabil sd surprinda comportarea de reconsolidare neliniara
a materailului prin interpolarea rigiditatii tangente intre rigiditatea initiald si finala
asociata suprafetei plastice de margine (limitd) (Fig.2.15).

2.2.3 Modelul articulatiilor plastice cu formare graduala

Asa dupa cum s-a demonstrat de catre multi cercetatori (McGuire, 1991; King
s al., 1992; White s.al. 1993) si dupa cum se poate observa si in cadrul exemplelor
numerice din capitolul 6 al acestei carti, o modelare a neliniaritatii fizice folosind
conceptul de articulatie plasticA punctuald si instantanee conduce la rezultate
sensibil diferite fatd de o modelare mai apropiatd de realitate care considera efectul
dezvoltarii graduale a zonelor plastice in sectiune si in lungul barelor. Astfel,
pentru structurile metalice, principalele modificari care sunt aduse acestor metode,
in cadrul metodelor articulatiilor plastice cu formare graduald, constau in
considerarea, aproximativa, a dezvoltarii zonelor plastice in lungul barelor datorate
tensiunilor reziduale si de asemenea considerarea formarii graduale a articulatiilor
plastice la extremitatile barelor (Liew s al., 1992; White s.al., 1992; King & Chen,
1994; S.E. Kim s.al., 2000). Pentru structurile in cadre din beton armat pot fi
dezvoltate metode similare, dar datorita multitudinii de factori care concura la
raspunsul elasto-plastic al elementelor din beton armat, literatura de specialitate
semnaleaza doar putine incercari in aceasta directie. Determinarea matricelor de
rigiditate care sa tind seama de efectul dezvoltarii graduale a zonelor plastice in
sectiune si in lungul barelor, precum si de efectul descarcarii elastice a unor fibre,
reprezintd principalul obiectiv al metodelor articulatiilor plastice cu formare
graduald aplicate structurilor in cadre metalice. (Liew s.al., 1992; King s.al., 1994;
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S.E. Kim, 2000). Cateva dintre aceste prupuneri preluate din literatura de
specialitate sunt prezentate in continuare. Descrierea metodelor este facutda pentru
elementul de bard de cadru plan, extinderea procedeelor fiind imediatd la cazul
structurilor spatiale.

2.2.3.1 Considerarea distributiei zonelor plastice in lungul barelor

Prin schematizarea admisa, in care se considera ca barele cuprinse intre
articulatiile plastice formate au comportare elasticd, se introduce un spor de
rigiditate In raport cu situatia reald. O metoda aproximativda de considerare a
distributiei zonelor plastice n lungul barelor supuse la forte axiale de compresiune
mari, ca efect al tensiunilor reziduale existente in sectiunile transversale ale barelor,
o constituie folosirea modulului de elasticitate tangent £, in locul modulului de
elasticitate longitudinal initial £, la determinarea caracteristicilor de rigiditate ale
sectiunilor. Astfel caracteristicile de rigiditate ale sectiunilor barelor supuse la
compresiune sunt definite astfel: £/, pentru rigiditatea la incovoiere, respectiv £,4
pentru rigiditatea axiald. Modulul de elasticitate tangent E, poate fi determinat
pornind de la relatiile ce stabilesc valorile incdrcarilor critice N, folosite la
proiectarea elementelor metalice, inglobindu-se astfel, implicit, si efectul
imperfectiunilor geometrice i mecanice §i, constituie o caracteristica variabild a
barei, in functie de valoarea efortului axial din bard. Astfel in cazul elementelor
metalice supuse la compresiune purd, codul american AISC-LRFD prevede
urmatoarele formule pentru evaluarea Incarcarii critice:

N, =N, D658%, A <15 (2.42)
877
N, =N, 05 A >15 (2.43)

c

unde N, reprezinta efortul axial plastic (N, = ALY ), iar A, reprezinta coeficientul

de sveltete transformat definit de A, = (K LL/m Dr) 1o./E, o, reprezintd

tensiunea specificd corespunzatoare curgerii materialului, £ este modulul de
elasticitate, iar KL/r este coeficientul de sveltete efectiv al barei. Conform
prevederilor codului AISC-LRFD modulul de -elasticitate tangent reprezinta
produsul dintre modulul de elasticitate longitudinal E si raportul dintre incarcarea

corespunzatoare pierderii stabilitatii in domeniul elastic, N, eastic:
2
Et . Ncr plastic __ 0,658 ¢

E N 0,877/ 12

cr elastic

<L0 (2.44)
Expriméand coeficientul de sveltete transformat A, in functie de raportul N/N, din

ecuatia (2.43) si inlocuindu-l in ecuatia (2.44), rezultd urmatoarea expresie pentru
modulul de elasticitate tangent E;:
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E,=E, N<0390N,

N N (2.45)
E, =-2,7243 EIN— Elnl:—], N>0390N,
P P

Intrucit modulul de elasticitate tangent E, s-a determinat plecand de la relatiile de
determinare a incarcarii critice prevazute de AISC-LRFD si care iau in considerare
in mod implicit efectele tensiunilor reziduale si ale imperfectiunilor geometrice
locale, relatiile (2.45) includ de asemenea aceste imperfectiuni in evaluarea
modulului de elasticitate tangent (Liew 1992).

Relatiile efort axial-deplasare axiald pentru un element de lungime L, tinand
seama de reducerea rigiditatii barei ca urmare a corectarii (reducerii) modulului de
elasticitate E, pot fi determinate, pe baza urmatoarelor relatii:

u= E, N<0390V (2.46. )
E4 P
0,390V, [L L
u=—7>" + f ——0IN, N>0390V, (2.46.b)
EMM 3w, ACE,

Prin introducerea realtiilor (2.45), ce determind modulul de elasticitate tangent E,
corespunzator unui efort axial N, in relatiile (2.46) si efectuarea integralei rezulta
urmatoarele relatii neliniare fortd axiala-deformatie axiala:

N_of Neozomv, (2.47. a)
Np &y

Ni =expd—0,9416 I}Xp[2,7243 E{0,39 - f}] , N>0390V, (247.b)

p p
unde E/ E,=E [/ (Uc R) reprezinta deformatia axiala normalizata totalda din

element.

Un alt mod de a determina modulul de elasticitate tangent £, este cel propus de
Chen si Lui (Chen & Lui, 1992), si care utilizeazd relatiile date de Column
Research Council (CRC) pentru evaluarea incarcarii critice a barelor supuse la
compresiune axialda (Galambos, 1988):

1
N, =N, E{l —Zmi} A <42 (2.48. a)

cr

N
N =A—§, A >2 (2.48.b)

unde cu A, s-a notat coeficientul de sveltete transformat. Incarcarea criticd in
domeniul plastic este determinatd de relatia (2.48.a) care include implicit efectul
tensiunilor reziduale, considerdnd valoarea maximd a tensiunii reziduale de
compresiune O.= 0,50, in cazul sectiunilor de tip I, fata de o= 0,30, prevazuta in
codul american AISC-LRFD.
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Modulul de elasticitate tangent al barei, este determinat in mod similar cu
procedeul descris mai sus, astfel:

/]2
E Ncr astic s
Do g _arplic 4 o (2.49)
E Ncr elastic 1
| 2
rezultand urmatoarele relatii pentru modulul de elasticitate tangent:
E
—4=10 N<05IN (2.50. a)
E P
E, _4ALN N
—L=—01-— N>05L0N, (2.50.b)
E N, N,

Deplasarea axiald a barei actionatd de forta axiala de compresiune N, considerand
corectia modulului de elasticitate tangent E; este determinata de urmatoarele relatii:

u=ﬂ, N <050V (2.51.a)
E ,
05N, [ L
u=—+£v QIN. N>050N (2.51.b)
EM s, ACE, .

Prin substituirea relatiilor (2.50) de determinare a modulului de elasticitate tangent
E, In relatiile de determinare a deplasarii axiale (2.51) si efectuarea integralei
rezulta relatiile neliniare efort axial-deformatie axiala:

N_of veosov, (2.52. 2)
NP gP
N ! N>0,50V (2.52.b)
N p

1+exp(2_4fj
gp

unde E/ E,=E [/ (Uc R) reprezinta deformatia axiala normalizata totala din

element. In figura 2.16. sunt prezentate curbele comparative ale variatiei modulului
de elasticitate tangent deduse pe baza relatiilor (2.45) si (2.50), iar in figura 2.16
sunt prezentate relatiile forta axiala-deformatie axiala determinate de relatiile (2.46)
respectiv (2.51). Principala diferenta dintre cele doua metode prezentate, consta in
faptul ca prima metoda (LRFD-E)) include implicit atat efectul tensiunilor reziduale
cat si efectul imperfectiunilor geometrice locale la modelarea rigiditatii efective a
barelor, in timp ce a doua metodi (CRC-E,) considera implicit doar efectul
tensiunilor reziduale.

2.2.3.2 Considerarea plastificarii graduale a sectiunilor transversale

In cazul elementelor supuse la eforturi de incovoiere importante, modelarea
rigiditatii elementelor utilizind doar conceptul de modul de elasticitate tangent nu
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este suficientd pentru reprezentarea degradarii graduale a rigiditatii elementelor ca
urmare a plastificarii sectiunilor din lungul elementului (Liew s.al., 1992; White
s.al., 1992). Efectele plastificarii distribuite suplimentare din elemente pot fi
atribuite in principal actiunii momentelor incovoietoare. Aceste efecte pot fi
reprezentate prin modificarea modelului articulatiilor plastice clasice astfel incét sa
se asigure o degradare graduald a rigiditatii la incovoiere a sectiunilor,
surprinzandu-se diferitele situatii de plastificare partialda a sectiunilor pana la
plastificarea totald si formarea articulatiilor plastice. In literatura de specialitate
sunt propuse diferite modele de considerare a plastificarii graduale si implicit de
reducere a rigiditatii la incovoiere a sectiunilor, considerand doud suprafete de
interactiune N-M, corespunzatoare initierii curgerii respectiv plastificarii integrale a
sectiunilor si adoptarea unor relatii liniare (White s. al., 1992), parabolice (Liew
s.al., 1992) sau neliniare deduse pe baza relatiilor M-N-® (King & Chen, 1994)
pentru considerarea degradarii rigiditatii sectiunilor la incovoiere. In articulatiile
plastice formate, ca urmare a plastificarii integrale a sectiunilor, actioneaza
momentele plastice corectate tindnd seama de efectul fortei axiale, M,., care
reprezintd incarcari aplicate asupra barelor, spre deosebire de sarcinile date care se
aplica direct in noduri. Este necesar ca incdrcarea datd de momentele M, sd fie
inlocuitd prin componentele aplicate in noduri, urmand procedeul general de
reducere la noduri, a incarcarilor din cuprinsul barelor. Pentru aceasta, trebuie
determinate in prealabil eforturile de incastrare perfectd corespunzatoare. Se tine
astfel seama de efectul fortelor axiale asupra momentelor plastice ale sectiunilor, si
de asemenea se realizeaza corelatia corectd intre eforturi prin respectarea conditiei
de plastificare. In continuare se prezinti modul de obtinere a matricelor de
rigiditate ale elementelor de tip bard cadru plan, prin intermediul carora se tine
seama de efectul reducerii graduale a rigiditatii la Incovoiere, corespunzitor
modelului liniar respectiv parabolic.

1.0

: : CE_aN EEI_
. . : N
0.8 ! : P

0.6
wep: Eeamadlm L/
E N, N,

04

E/E

0.2

00 0.39;, 105,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
NIN,

P

Fig. 2.16. Variatia modulului de elasticitate tangent in functie de valoarea fortei
axiale N.
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Fig. 2.17. Variatia deformatiei axiale in raport cu forta axiala
2.2.3.2.1 Modelul liniar (King s.al., 1992)

Pentru elementul de bara din figura 2.18, relatiile incrementale elastice de
echilibru, utilizand deformatiile elementului, pot fi scrise astfel (King s.al., 1992):

M K, K;|[196 ’
in care coeficientii matricei de rigiditate din ecuatia de mai sus sunt (Goto & Chen
1987):
273
K, =K, = 4EI+2NL + 44N-L
oL 15 25000E7
_2EI PL 26P°[’

K;=K;= A —
/ / L 30 25000E1

si reprezintd primii trei termeni din dezvoltarea in serie Taylor a functiilor de
stabilitate elastica.

¥y /_I\ M,, 36; aM;, 86;
(i) P

FT
|
o

(2.54)

‘ ]
L

|-.'
Fig. 2.18. Elementul de bara plan in sistemul coordonatelor de baza.
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In relatiile (2.54) efortul axial N este luat cu semnul minus in cazul compresiunii.
In cazul formarii unei articulatii plastice la nodul "i" al barei "jj" relatiile ce
definesc valorile momentelor Incovoietoare incrementale la capetele barei sunt:

oM, =K, D6 +K,; D8, =0 (2.55a)

"i”

deoarece se considera ca in nodul se formeaza o articulatie obignuitd, si prin
urmare cresterea de moment incovoietor este zero, si
oM, =K, +K, B, (2.55b)

Determinand pe 08, din ecuatia (2.55 @) si inlocuindu-1 in ecuatia (2.55 b) rezulta:

K,
dwj=(KU-KﬁqE§)wa (2.56)

astfel incat relatia incrementala de echilibru a elementului devine:
a;) |0 0 o6, 557
M, 0K // 3, @37

KZ=K“—K~d&- (2.58)
J J Jt K :
13

Pentru reprezentarea graduala a plastificarii sectiunii corespunzatoare unui anumit
stadiu intermediar de patrundere a plastificarii in sectiune, pornind de la stadiul
perfect elastic si ajungand la stadiul limita corespunzator plastificarii integrale a
sectiunii, matricea de rigiditate a elementului, utilizind deformatiile acestuia, se
poate scrie:

unde:

(Kn‘ -K; E.b,) (Kg/ _Kg/ E.b,)

K= (Kji _Kji Ebz) (ij _Kji D][%DO,)

n

(2.59)

unde cu P, s-a notat parametrul scalar corespunzitor unui anumit stadiu

intermediar de plastificare a sectiunii "i", si care poate lua valori intre zero (perfect
elastic, M;<M,) si unu (perfect plastic, M~M,.). In metoda propusa (King s,al.,
1992), valoarea intermediard a parametrului 0,, corespunzitoare unui anumit

stadiu de plastificare a sectiunii (M, <M, <M ), este definitdi pe baza

urmatoarei relatii liniare, astfel:

0<p, =HS1 (2.60)

pc c

in care M; este momentul incovoietor din nodul "i"; M. reprezintd momentul
incovoietor corespunzator initierii curgerii in sectiune, iar M, reprezintd momentul
incovoietor plastic corectat al sectiunii. Atdt momentul incovoietor corespunzator
curgerii, M., cat si cel corespunzitor plastificarii integrale a sectiunii, M, pot fi
determinate pe baza relatiilor de interactiune N-M corespunzatoare acestor stadii
(King s. al., 1992), fig. 2.19.
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Pentru cazul general de comportare in domeniul elasto-plastic, in care

articulatiile plastice se pot forma la ambele capete ale elementului, relatiile
incrementale de echilibru se pot scrie sub urmatoarea forma matriceala:

Mj sz KJJ 59} ‘

unde:

J

K;i ={Kﬁ _Kij BII%EDJJE(I-,O,»)
K, =K, =K, fi-p)di-p,) (2.62)

' Ki'
K= (K_z/ ~K;i DK_/ II,b,)E(l -p)

.
[ —A
- 0 g = 1 M
- Woo=Af -
i s, ’
T, M
hi Mg Mo o
"'I- - . o
F | oo N
| — | +—=1.
| A& M
- F
i -
oy
"'\.‘\.H
M Ty
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Fig. 2.19. Plastificarea graduala a sectiunilor. Modelul liniar.

Relatiile (2.62) introduc efectul plastificarii graduale si totale la ambele capete

ale elementului. Spre exemplu:

46

In cazul in care p, = P, =0, ambele capete ale elementului se afld in

domeniul elastic, astfel, ecuatia (2.61) se reduce la ecuatia (2.53) in care
coeficientii de rigiditate sunt definiti de relatiile (2.54).

in cazul in care 0. =1 si 0, =0 se considerd formarea articulatiei plastice la
i S1 P, fie1 p

nen
1

capatul al elementului, in timp ce capatul "j" se afla incd In domeniul
elastic, relatia (2.61) se reduce in acest caz la relatia datd de ecuatia (2.57).



o 1Incazulincare 0. =0 si 0, =1se considera formarea articulatiei plastice la
i 51 P; fie1 p

"en
1

capatul "j" al elementului, in timp ce capatul se afla incd in domeniul
elastic, relatia (2.61) se reduce 1n acest caz la o ecuatie similara cu cea datéd de

relatia (2.57). In cazul in care P, =1 si p; =1se considerd ca la ambele

capete ale elementului s-au format articulatii plastice, matricea de rigiditate din
relatia (2.61) devine 1n acest caz:

K'—OO 2.63
“lo o (2.63)

+ TIncazulincare 0< p, <1si 0<p ;. <1 se considera plastificarea partiald la

ambele captete ale elementelor, corespunzitoare unui stadiu intermediar de
patrundere a plastificarii in sectiune.

2.2.3.2.2 Modelul parabolic (Liew s.al., 1992)
Pentru reprezentarea graduala a plastificarii sectiunii de la capatul "i" al barei
"ij" (fig.2.18), corespunzatoare unui anumit stadiu intermediar de patrundere a
plastificdrii in sectiune, pornind de la stadiul perfect elastic si ajungand la stadiul
limitd corespunzator plastificarii integrale a sectiunii, se pot scrie urmatoarele
relatii incrementale de echilibru (Liew s.al., 1992):

a, =EZLD g 05, [ I—SS—ZE(I—Q)] olmse, | 64
N ‘ MRS:Z
0 0 4
I 7]

in relatia de mai sus S; si S, reprezinta functiile de stabilitate conventionale,
corespunzatoare elementului de bard cadru plan actionat de forta axiala N de
compresiune si de momentele incovoietoare la capetele "i" respectiv "j" ale
elementului, (fig. 2.18), dar in care modulul de elasticitate longitudinal este Inlocuit
cu modulul de elasticitate tangent E, si care introduc efectul local P-0 al

neliniaritatii geometrice locale:
ITE{/; Biq(ﬂQ/E)— m p Ed:os’(rrE{/;‘)
g = 2=2 B:os(ﬂ[{/;)— ﬂ[{/; Bin(ﬂ[{/;) ’
') 7 o osh(r/p) - 70/ Binh(70yp) .y
2-20osh{7/p )+ 70/p Binh{/p)

N<O0

(2.65)
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7 tp-npGinptrfo)

, N<O
2—2Gos\rp)- np Bin(rQp) |
S, = (2.66)
nE{/EBinh(ﬂE{/;)—nl T vso
2-2Tkosh(70/p )+ 70/p Binh(rz/p)
2
unde p = # reprezintd coeficientul de compresiune elasto-plastic al barei,

t
iar efortul axial N este luat cu semnul negativ in relatiile (2.65) si (2.66), in cazul
compresiunii. In relatia (2.64) cu @ s-a notat parametrul scalar corespunzator unui

anumit stadiu intermediar de plastificare al sectiunii "i", corespunzitor unui
moment incovoictor total M;, si care poate lua valori intre zero (plastificare totala,
M=M,.) si unu (perfect elastic, M:<M.). In metoda propusi (Liew s. al., 1992),
valoarea intermediard a parametrului @ , corespunzitoare unui anumit stadiu de

plastificare a sectiunii (M, <M, <M ), este definita pe baza unei functii

parabolice, obtinutd prin calibrare cu rezultatele obtinute pe baza unor analize
elasto-plastice "exacte" fundamentate pe modelul zonelor plastice:

o= f(a)=r(M,N) (2.67)
unde O reprezintd parametrul scalar ce masoard intensitatea efortului rezultant,
determinat de efortul axial N si de momentul incovoictor M, de la capetele
elementului:

a=2 30" Nso2mov
NP 9 p :

N v (2.68)
a= +—, N<O020OV
20N, » r

unde cu M, s-a notat momentul plastic initial al sectiunii (in absenta efortului
axial). In figura 2.20 sunt prezentate curbele de interactiune N-M corespunzatoare
initierii curgerii (0=0,5) si cea corespunzatoare plastificarii totale a sectiunii (0=1),
cu observatia ca in acest studiu ambele curbe s-au considerat ca avand aceeasi
forma. Orice punct din interiorul suprafetei delimitate de curba de initiere a curgerii
(0=0,5), care este o curbd convexa 1In raport cu originea axelor

N Do .
(n =——, m =——), defineste o stare de eforturi N si M pentru care sectiunea se

N M

P p

afld 1n stadiul elastic, iar rigiditatea sectiunii la incovoiere este cea initiald. Pentru
un punct aflat n interiorul sau pe frontierele domeniului delimitat de curba de
interactiune corespunzatoare initierii curgerii $i cea corespunzatoare plastificarii
totale, corespunzitor unui anumit stadiu intermediar de patrundere a plastificarii in

interiorul sectiunii (fig. 2.20), degradarea rigiditatii la incovoiere este determinata
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prin intermediul parametrului ¢ conform urmatoarei ecuatii parabolice (Liew s.al.,
1992):

=1, a<0;5

p=4mi-a) a>05
Pot fi considerate si alte ecuatii mai complexe pentru parametrul @ de evaluare a

(2.69)

rigiditatii la incovoiere, tinand seama de plastificarea graduald a sectiunilor, dar o
expresie simpld de genul celor prezentate in figura 2.21, conferda acestei metode
simplitate si eficientd. De mentionat faptul ca functia parabolica (2.69) a fost
obtinutd prin calibrare cu rezultatele obtinute pe baza unor analize elasto-plastice
"exacte" fundamentate pe modelul zonelor plastice (Liew, 1992; Liew s.al., 1992).
Pentru reprezentarea graduala a plastificarii sectiunii de la capatul ;" al barei "ij"
(fig. 2.18), corespunzitoare unui anumit stadiu intermediar de patrundere a
plastificarii in sectiune, pornind de la stadiul perfect elastic si ajunand la stadiul
limitd corespunzétor plastificarii integrale a sectiunii, se pot scrie urmatoarele
relatii incrementale de echilibru:

- o -
M. [Sl —S—zlt(l—qoj)] ¢ 0| 50

1 Et D 1
M, |= Vi i @, 5, @ 5, 0 |0o6, (2.70)

in care semnificatiile notatiilor din relatia de mai sus au fost descrise anterior.
Pentru cazul general corespunzator unei plastificari graduale la ambele capete ale
elementului, relatiile incrementale de echilibru, utilizand deformatiile elementului
(fig.2.18), se pot scrie sub forma matriceald in modul urmator:

i} o )
@E{SI-S—ZE(I-@)] @ p, 05, 0
M g o | S3 o8
M, |= tL ¢ p, 5, @ IZ{S1 —S—2E(1—qoi)} 0 |01 08,
N ! 4| La
0 0 =
I
] e

In legiturd cu ecuatia (2.71) se pot face urmitoarele observatii:
« 1In cazul in care 0<@ <1 si 0< @, <1, ecuatia (2.71) introduce efectul

plastificarii partiale la ambele capete ale elementului, in matricea de rigiditate.
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In cazul in care @=¢ = 1, ambele capete ale elementului se afla in domeniul

elastic, matricea de rigiditate a elementului din ecuatia (2.71) se reduce 1n acest
caz la urmatoarea forma:

. S, S, 0

=2-0s, S, 0 2.72)
L A
o 0 =

In cazul in care @ =1 si 0< @; <1, capatul i al elementului este in domeniul

elastic iar capdtul j este partial plastificat, si prin urmare ecuatia (2.71) se
reduce 1n acest caz la ecuatia (2.71).

In cazul in care @, =1 si 0<@ <1, capitul j al elementului este in domeniul

elastic iar capatul 7 este partial plastificat, ecuatia (2.71) reducandu-se in acest
caz la ecuatia (2.64).

1.0
\\ PlisnBcais sebala
et

H\-\"\.\H -|r.-_-..

v Plivitahizaee .H"I

N el ""\-\_H_\

T N M e
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Pl - - ; N d
El ] —
o "M, \1\ {f_
lrmitierea curgern \\-\'\ - 'L_ T \\
— T
[F I,I_J__.. -
oo —= 1

] LE 10
o= MM

Fig. 2.20. Curbele de interactiune N-M corespunzatoare diferitelor stadii de
comportare a sectiunii in domeniul elasto-plastic.
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Fig. 2.21. Relatii de determinare a rigiditatii la incovoire In domeniul elasto-plastic.

2.2.4 Efectul neliniaritatii geometrice locale. Functii de stabilitate

2.2.4.1 Integrarea ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate

Se considera cazul general al unei incércari transversale constituitd dintr-o forta
uniform distribuitd ¢ si o fortd concentratd Q care actioneazd la distanta ¢ de
capatul b al unei bare puternic comprimate, Fig. 2.22.

M.,
v
P .6. ............................. .9. Py

za ! i
ds dy
‘ L-¢c - c

q:

My,
v
p .6. ............................. .}P_.x

Fig. 2.22. Bara puternic comprimata incarcata cu forte in lungul barei si momente

incovoietoare de capat.
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Bara de lungime L, se considerd realizatd dintr-un material omogen si izotrop cu
comportare liniar elasticad avind modulul de elasticitate £ si a carei forma initiala
este afectatd de imperfectiunile geometrice de forma unei curbe spatiale cu
proiectiile In planurile (xy) si (xz) de forma unor sinusoide cu excentricitatile
maxime egale cu f,.,L in mijlocul sau (Fig.2.23):

. T®
Vo = fyLsm(T)

.| T®
zy = f,L sm(f)

Metoda suprapunerii de efecte poate fi aplicata si In cazul in care bara comprimata
este actionatd de mai multe sarcini transversale cu conditia ca fiecare componenta a
incarcarii sd fie considerata pe bara actionatd de intreaga marime a fortei axiale,
deci pentru acelasi factor de compresiune V considerat drept o caracteristica
(constantd) datd a barei puternic comprimate: v =L+/P/EI . Premiza mai sus
mentionata 1si gaseste justificarea in faptul ci sarcinile axiale importante se aplica
direct asupra barelor fiind independente de celelalte sarcini aplicate transversal pe
barele structurii. Avand la baza aceastd premiza si faptul ca deplasarile transversale
totale ale barei sunt obtinute prin insumarea deplasarilor initiale datorate
imperfectiunilor geometrice si a celor datorate sarcinilor externe, deformatia
rezultanta se obtine:

(2.73)

y=y0+ye
z=z,tz,

(2.74)

Fig. 2.23. Modelarea imperfectiunilor geometrice locale.
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Efectuarea integrarii pe o bard puternic solicitatd axial, necesitd exprimarea
momentelor incovoietoare in sectiunea curentad definita de abscisa x. Considerand
planul de incovoiere (xy) si bara solicitata de forta axiala de compresiune P (P>0),
forta uniform distribuita g,, forta concentrata Q,, si de momentele incovoietoare
nodale M., si M,,, momentul incovoietor in sectiuea curentd, scris in raport cu
pozitia deformata a barei (Fig. 2.22) este dat de relatia:

0 cx

1
M., =Py+5qyx(L—x)+ +Mm(%—1)+Mzb%, 0sx<L-c (2.75a)

1 cx X x
M.=Py+—q x\L=x)+Q |—=x+L-c|+M_|—=1|+M_,—, L-c<x<L
z Y 2qy ( ) QV(L ) za(L J sz

2.75b
Ecuatia axei deformate, pentru cazul cand aceasta se incadreaza in d(gmenilzl
micilor deplasari are forma cunoscuta:
d’y _d’y, _d’y. __M, (2.76)
dx*  dx? dx* El, '
sau tinand cont de expresia momentului incovoietor in sectiunea curenta x:

-

1

E]Z +Mza ﬁ_l +Mzb£
L L

1 cx
Py+5qyx(L—x)+Q2 +
, 0<sx<L-c¢

1
| Py+5qyx(L—x)+Qy(%—x+L—c)+
- , L—c<x<L

El
: Mza 1_1 Mzbi
{ L L

Notand cu a* =|P|/EI, si avand in vedere expresiile (2.73) pentru imperfectiunile

geometrice initiale si tindnd cont de relatia (2.77) se ajunge la ecuatia diferentiald
liniara neomogena de ordinul II:

( : 1
P(fy SIHT)L +5qyx(L —x)+

0,cx
2 +—
2 1 L

P(fy sin’ZCJL +%qyx(L —x)+

+M_ | Z-1]+M, >, 0sx<L-c
L L

+0, g—x+L—c +M_, 1—1 +Mzb£, L-c<x<L

(2.78)
ce caracterizeazd bara puternic comprimata. Solutia generala a acestei ecuatii este
de forma:
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Ve =Y.+, (2.79)

unde yg este solutia generald a ecuatiei omogene si care se poate alege sub forma:
y? =, sinax +C, cosax (2.80)
iar y,este o solutie particulard a ecuatiei neomogene si care se poate alege dupa

forma membrului drept a ecuatiei (2.78). Astfel solutia ecuatiei diferentiale (2.78)
se poate scrie:

2073
4 af,l . m
C1s1nax+Czcosax+n2_7;,szsmf—
il 1 i ox
M [Z-1]+=q x(L—x)+ig+Q) +M, | 0sxsL-c
__ 1 Pl ) 2" > L L
Je EI , a’f,r’
Cysinax + C,cosax + PR smf -
1 ( 1 A\L=c)\L-x
-—| M, X +—qyx(L—x)+q—y2+Q}(—)()+Mzb£ LL—-c<x<L
v 2 a L L

(2.81)
Constantele de integrare Cj;-; 4 se determind atat din conditiile de la capetele

barei y(0)= 0; y(L)= 0, cat si din punctul de aplicare al sarcinii Q unde cele
doua portiuni ale axei deformate descrise de ecuatia (2.81) au aceeasi deplasare si o

P =Q . Aplicarea
dx (z=c)-0 dx (L=c)*0

acesor conditii conduc la urmatoarele expresii pentru constantele de integrare:

tangentd comuna y(L -c- O) = y(L -c+ 0) ,

1
- Psinal

1[a,
CZ _;|:0'2 _Mza]

1 y y y .
C, ——l:q' +M_, —cosaL(q—'z—Mza)—Q—'cosaLsma(L —c)]
a a

1

|:Mzb +M_, cosal +q—y2(1—cosaL)+%sinac
a a

(2.82)

" Psinal | a?
1 .
C,=— q—yz—Mm +%sma(L —c)
Pla aP
Relatii similare se pot obtine 1n cazul incovoierii in planul (xz) inlocuind indicii
inferiori y cuziarpe d cu 8=, I|P| /EI, . In mod aseminitor pot fi studiate si alte

cazuri de incarcare. Cu constantele de integrare determinate de relatiile (2.82)
deplasarea totala este obtinuta inlocuind relatia (2.82) in relatia (2.81).
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2.2.4.2 Matricea de rigiditate a elementului de bara de cadru spatial in
calculul de ordinul al II-lea

Se considera cazul barelor cu sectiune constanta si cu imperfectiuni geometrice
locale, solicitate la incovoiere cu forte axiale puternice de intindere sau de
compresiune. Obiectul consideratiilor teoretice si a sistematizarii prezentate in cele
ce urmeazda este de a reduce calculul la forma cunoscuti din statica liniara,
intruducand efectul neliniaritatii geometrice de ordinul II prin intermediul unor
coeficienti de corectie, stabiliti in functie de nivelul fortei axiale si cuantificati prin
intermediul factorului de compresiune. Astfel matricea de rigiditate a unui element
de bard dreapta spatiald corespunzatoare unui calcul liniar elastic de ordinul I in
sistemul de coordonate local poate fi corectatd prin intermediul unor coeficienti,
numiti functii de stabilitate, introducand astfel in calcul modificarile de rigiditate
ale barelor datorata prezentei fortelor axiale de compresiune sau de intindere. La
bare puternic comprimate cresterea factorului de compresiune conducand la scaderi
de rigiditate. In forma matriceald relatia forta-deplasare, in sistemul de coordonate
local elementului, se scrie:

JF[12x1]= k[12x12)x uf12x 1]+ F, [12x1] (2.83)

unde k reprezinta matricea de rigiditate a elementului de bard in sistemul local de
referintd corectatd pe baza functiilor de stabilitate definite in functie de proprietatile
sectionale si geometrice ale barelor precum si de nivelul fortelor axiale si al
momentelor incovoietoare nodale, iar /., reprezintd vectorul fortelor echivalente
nodale pentru o bard actionatd de incarcari intre nodurile de capat si afectatd de
imperfectiuni geometrice locale. Relatia fortd-deplasare (2.83) se scrie dezvoltat
astfel:

F. sk, u, Sea
F, 0 S7ky Va Sra
F, 0 0 Soks 5 SIMETRIC w, Soa
M, 0 0 0 kg4 6., my,
M,, 0 0 sgkss 0 sukss 6, m,
M, - 0 ks, 0 0 0 Sy N 6, + m,,
F, sk, 0 0 0 0 0 Y. u, [
F, 0 S7ks 5 0 0 0 Sks 6 0 s7ks g Vi S
F, 0 0 Sokgy 0 sghys 0 0 0 Sokg o W, S
My, 0 0 0 ko4 0 0 0 0 0 K010 6. my,
M, 0 0 sgkis 0 sskys 0 0 0 sskiro 0 sykyy 6, my,
M ] L 0 ek, 0 0 0 S3kip6 0 sking 0 0 0 Szklz.lz_ 6., [m.s ]
(2.84)

unde cu k;; s-au notat coeficientii de rigiditate din calculul liniar elastic de ordinul I
lar s, ) sunt functiile de stabilitate considerate drept masura a rigiditatii barei

pentru anumite moduri particulare de deformare:

s;: functia de stabilitate ce masoara efectul incovoierii asupra rigiditatii axiale a
barei;

s,: functia de stabilitate ce masoara efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere ce se opune rotirii de nod « fata de axa z;
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s3: functia de stabilitate ce masoard efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere ce se opune rotirii de nod b fata de axa z;

s4: functia de stabilitate ce masoard efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere ce se opune rotirii de nod a fata de axa y;

ss: functia de stabilitate ce masoard efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere ce se opune rotirii de nod b fata de axa y;

s¢: functia de stabilitate ce masoard efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere fata de axa z ce se opune translatiei in directia y;

s7: functia de stabilitate ce masoara efectul fortei axiale asupra rigiditatii la lunecare
in directia y ce se opune translatiei in directia y;

sg: functia de stabilitate ce masoard efectul fortei axiale asupra rigiditatii la
incovoiere fata de axa y ce se opune translatiei in directia z;

So: functia de stabilitate ce mésoara efectul fortei axiale asupra rigiditatii la lunecare
in directia z ce se opune translatiei in directia z;

Trebuie specificat faptul cé, functiile de stabilitate definite mai sus, surprind
efectul local al neliniaritdtii geometrice prin raportarea fortelor axiale la pozitia
deformatd a barelor respective, introducand in calcul asa numitul efect P-0 si
exprimand faptul ca forta axiala de compresiune sau de intindere are drept efect
modificarea rigiditatii barei respective. Cu toate acestea, deformata de ansamblu a
barei, caracterizata prin deplasarile si rotirile nodurilor (efectul P-A) nu intervine in
matricea de rigiditate k care se alcatuieste pentru conditiile domeniului micilor
deplasari si rotiri. Acest din urma efect, care se refera numai la incovoierea
suplimentara datoratd fortelor axiale din barele a caror noduri de capat suferd
deplasari pe directia perpendiculard, va fi exprimat separat in cadrul matricei de
rigiditate geometricd. Mai trebuie specificat de asemenea faptul cd asa numitul
efect P-A doar aproximeaza efectul neliniaritatii geometrice globale care se refera
la modificarea rigidititii de ansamblu a structurii ca urmare a modificarii
configuratiei geometrice globale ale acesteia. Efectul global al neliniaritatii
geometrice poate fi surprins riguros in analizd doar prin considerarea explicitd a
modificarii configuratiei geometrice ale nodurilor structurii §i exprimarea
conditiilor de echilibru static in aceste configuratii deformate. Modalitdti cu privire
la integrarea efectului neliniaritatii geometrice globale in analiza de ansamblu a
structurilor cu deplasari si rotiri mari vor fi prezentate in cadrul paragrafului 2.4.

Efectele fortei axiale asupra rigiditatii la torsiune $i a momentului de torsiune
asupra rigiditatii axiale a barei sunt neglijate in prezenta formulare, desi functii de
stabilitate similare cu cele definite mai sus pot fi formulate. In cele ce urmeaza vor
fi determinate expresiile functiilor de stabilitate si a fortelor echivalente la noduri,
in cazul unei bare puternic solicitatd axial precum si de momentele Incovoietoare
nodale (m,, m;) si de o fortd uniform distribuita pe intreaga lungime a barei.

Efectul incovoierii barei asupra rigiditatii axiale. Coeficientul s,
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Asa cum rezultd din figura 2.22 lungimea axei deformate a barei solicitatd de

sarcini exterioare poate fi calculata cu relatia:
1/2

L L Y (d=)
S = jds = 1+(—y) +(—Z) dx (2.85)
B B dx dx
unde y si z reprezintd deplasdrile transversale totale obtinute prin insumarea
deplasarilor intiale din imperfectiuni geometrice si cele date de sarcinile exterioare
aplicate asupra barei, iar abscisa x defineste un punct apartindnd liniei elastice a
barei definite ca locul geometric al centrelor de greutate ale sectiunilor din lungul
ei, (Fig. 2.22). In ipoteza deformatiilor unghiulare mici in sectiune dy/dx<<l,
dz/dx<<1, relatia de mai sus se scrie:

L 2 2
s =L+lj‘ (ﬂ) +(£) » (2.86)
2 7 \dx dx

Astfel, scurtarea barei, cauzata de deplasarile transversale totale y si z se poate

calcula cu relatia:
L 2 2
s=s-r=2fI[%] +[%=) |n (2.87)
2 dx dx

0

(a) Bara dreapta fara imperfectiuni
® ; ‘ ®

(b) Bara cu imperfectiuni geometrice 5

(c) Bara cu imperfectiuni geometrice incovoiata

Fig. 2.24. Efectul incovoierii barei asupra rigiditatii axiale.

Tindnd seama de faptul cd deplasérile transversale y si z sunt obtinute prin
insumarea celor doud efecte, a incovoierii initiale si a deformatiilor datorate
sarcinilor exterioare (y=y.+yvo; z=z.tzo), asa cum rezultd din Fig. 2.24, scurtarea
reald a barei, este determinatd de urmatoarea relatie:

57



1L dy dz
3, =5-0, _on[ ]d-—j[ o 0) }dx (2.88)

iar scurtarea totala (§,) este obtinuta prin insumarea deformatiilor axiale datorate
efortului axial P (,) §i a deformatiilor din incovoiere (O):

5=+ =1Lyl y - dyo dZO v (2.89)
A 2

5 =LLl  E4 dy dyo dzo v [} (2.89b)
EA| " 2pPL|2;

Relatia (2.89) poate fi rescrisa astfel:
0, =——< (2.90)

)
SO @

si reprezintd coeficientul de corectie ce masoara efectul Incovoierii asupra
rigiditatii axiale a barei. Avand cunoscute expresiile pentru calculul deplasarilor
transversale y si z coeficientul s; se poate calcula prin integriri succesive pe
lungimea barei. Vom da 1n continuare expresia acestui coeficient neglijand efectul
imperfectiunilor locale si a sarcinilor dintre nodurile barei. In acest caz avem:

]‘(dy)zzll:aL(m +mzb)(cota'L+a'Lcosec aL) 2(m., +m,, )2+]=1H

Y

unde

WNax) 2P’L|+2aLm_m_,(cosecaLl )l +aL cotaL) 2P’L ¢
(2.92)

si

L].(dz)z _ 1 [3L(m2 +mvb cot BL + BL cosec ,BL) Z(m +myb) 1

J\ax) 2PL|+2pLm, m,,(cosecBL)1 + BLcot AL) "o
(2.93)

Astfel relatia (2.91) devine in acest caz:

1
s, = (2.94)
EA
1+—\H, +H
4P ( )

Similar se poate obtine expresia coeficientului s; in cazul in care forta axiald este
de intindere. In acest caz coeficientul s; are urmatoarea forma:
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1

e (2.95)
- B (o)
unde
H'y = ,BL(mja + mib )(Coth BL + BLcos echz,@L)— 2(mya +m, )2 +
+2Lm,,m, (cosechBL)1 + BLcoth AL) (2.96)
si
H, = O'L(mzza +m?, )(coth alL + aL cos echz(]L)— 2(mza +m,, )2 + o)

+2alm_,m (cos ech aL)(l + aL coth O/L)

Efectul fortei axiale asupra rigiditatii la incovoiere

Se considera bara cu imperfectiuni geometrice locale solicitata de forta uniform
distribuitd g, si de momentele incovoietoare de capat m,,.), $i m,y. In acest caz
deplasarea transversald 1intr-o sectiune curentd x a barei se obtine prin

particularizarea relatiei (2.81).

a. Incovoierea in planul X-Y.

1
. . cos| —aL —ax
y_mzb(sma'x_i)_mza (sma’(L—x)_L—x)_'_ qy 2 ~1

P \sinaL L P sinal L Pa? 1
cos—al
2
2
M(L x)+ Tk smz
2P T -a’l® L

(2.98)

Unghiurile de rotatie de la capetele barei se gidsesc derivand relatia (2.98) si
substituind x=0 pentru capatul ¢ si x=L pentru capatul b:

1
asin| —al —ax
dy _m,, (acosa'x_l)_FmN (acosa(L—x)_l)+ q, 2 _

dc P \ sinalL L P sinal L) Pa? 1
cos—al
2

qy Izsfy

E(L —2x)+ PRy COST

(2.99)
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1
asin| —al
(dy) mzb( a 1) m,, (acosaL 1) q, 2
icA =a,_, = -—|t—]— -+ -
= P
x=0

dx P \sinalL L P\ sinal L a’ cos 1 al
2
- q_} + —773f}
2P -a’l’
(2.100)
a sin(1 aL)
dy my (acosal 1) m, a 1 q, 2
() et et )
dx ) .o, P\ sinaL L) P \sinal L) Pa cos%a’L
fDo o TN
2P -a’l’
(2.101)
Relatiile (2.100) si (2.101) pot fi rearanjate in formd matriceald condensata astfel:
m=kO+f +f =kO+f, (2.102)

unde m reprezinta vectorul momentelor incovoietoare nodale, k este matricea de
rigiditate © vectorul rotirilor iar f, si f,, reprezintd vectorul fortelor echivalente
nodale f,, provenite din forta uniform distribuitd ¢ respectiv imperfectiunile
geometrice locale y,. Dezvoltat relatia de mai sus se scrie:

4EI, 2EI, 6
Syl —— S| ——— - .
[mza]_ g L ’ L [azll]+ quz 4S2 +2S3 + 2P ]'[Sfy [_ (2S2 +S3 )]
mg, S3(

261, ) (AEL o] 12 6 a’L m -a’L| (25, +s3)
L) UL 4s, +2s,

(2.103)
unde pentru cazul fortei axiale P de compresiune functiile s, si s; au urmatoarele
expresii:

aL (sin al —alLcos (JL)

52 =T(2—2cosaL —aLsinaL)

_aL (oL -sinaL)
2 (2 —2cosal —aLsin (JL)

Din aceste expresii se constatd carcaterul neliniar pe care coeficientii de corectie il
introduc 1n expresiile momentelor incovoietoare de capat si in cele ale fortelor
echivalente la noduri. De asemenea se poate observa faptul cd variatia
coeficientilor este neliniara in raport cu o, accentuindu-se cind factorul de
compresiune creste, iar pentru 0=0 valoarea coeficientilor este egala cu unitatea.
Alte situatii de incarcare pot fi introduse 1n calcul urménd un rationament similar,
matricea de rigiditate nefiind afectatd de forma acestora. Pentru bare cu forte axiale
mari de Intindere, efectul este favorabil, aducand un spor de rigiditate. Se pot stabili
expresii similare ale coeficientilor de corectie, inlocuind forta axiala P cu —P in

(2.104)

S3
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relatia (2.75). Urmand un procedeu similar cu cel pentru cazul fortei de
compresiune se ajunge la o relatie similard cu cea datd in (2.103) dar in care
coeficientii de corectie au urmatoarea expresie:
_aL (a'L cosh al = sinh a'L)

4 (2-2coshal —aLsinhalL)
g = aL (sinh alL - aL)
=

2 (2-2coshaL -aLsinhal)

S

(2.105)

b. Incovoierea in planul X-Z

Urmand un rationament similar relatia intre momentele incovoietoare nodale si
rotirile la capetele a si b ale barei rezultd de urmatoarea forma:

my, _
m,

4EI, 2EI, 6
N N - -
1L S\ Aya |, 4 L*| 4s, +2s, 2P f, [—(2s4 +s5)]
2EI, 4E1 | a,, 2| 6 | BLm-pL| (25, +s5)
s L 54 L 4s, +2s5

(2.106)

unde in cazul unei forte de compresiune si notand cu B° = |P| /EI,:

s _BL (sin,BL—,BLcos,BL)
YTy (2—ZCos,BL—,BLsin,BL)
_BL (BL-sinpL)
_7(2—2COS,BL—ﬂLSinﬂL)

(2.107)

5

iar pentru intindere:
g = BL (,BL cosh L —sinh ,BL)
*" 4 (2-2cosh AL - BLsinh BL)
_BL (sinh AL - L)
T2 (2 —2cosh BL = BLsinh ,BL)

(2.108)

S5

Matricea de rigiditate

Relatiile (2.103-2.106) pot fi rearanjate intr-o forma matriceala compacta
punand in evidentd matricea de rigiditate in coordontele de baza ale elemntului _k
de bara spatial (Fig.2.25):
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£4 0 0 0 0 0
L
o 4EI 2EI - s
P 0 s, 2 s z 0 0 0 9,
L L
m ya ava 0
: 2EI, 4EI : .
myh = 0 S5 L S4 L - 0 0 0 [ a}h + :(,bq
m a
Z“ 4EI 2EI Z“ «
m,, 0 0 0 sz( 7 z) s{ LZ) 0 a, 0
|y ] 2E 4EI |6
0 0 0 S5 =1 s, = 0
L L
K 0 0 0 0 Gl, /L]
(2.109)

Mai departe, matricea de rigiditate, in sistemul local al elementului, se alcdtuieste
in conditiile domeniului micilor deplasari §i rotiri printr-o transformare liniara intre
coordonatele de baza si cele locale ale elementului. Avand in vedere figura 2.25
putem exprima relatiile cinematice si de echilibru in forma matriceala astfel:

_ 0
“a [ Fm | q»VL
Va F .
w| |7 L
9, Ou| |M,, P | 0
aya eva Mya mya 0
a, 6. |5 | m m 0 (2.110)
) = T " |: za = T vb
a. [6x12] u, F, T [ex12] O m, + 0
a. 1) F, my, 9,1
L 0’ u Wp sz | m, i qu
9)‘}’ be 2
glb Myb 0
|~ zb _Mzb i 0
- 0 -
unde matricea liniara de transformare T are urmatoarea forma:
-1 0 0 0001 0 0 0 0 0]
0 0 -1/L 01 0O 0 1/L 0 0 O
T= 0 0 =-1/L 0 0 0 O 0 I/L 0 1 0 2.111)
0 1/L 0 0 01 0 -1/L 0 0 00
0 1/L 0 0 00 0 -1/L 0 0 0 1
| 0 0 0 1 00O 0 0 -1 0 0]
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Fig. 2.25. Sistemele de referinta de baza respectiv local al elementului de
bara.

Astfel relatia intre vectorul fortelor nodale si cel al deplasarilor in sistemul de
coordonate local elementului pot fi obtinute prin combinarea relatiilor (2.110):

0
[ F)C(l i [ uu ] qu
2
Fya v, gL
FZLI Wa 2
an 0){7(1 O
M va 6’ya 0
Mza T eza T 0
=T kOO +T I:feq+ (2.112)
F, u, 0
F, Vb 9,k
. 2
Fy W q.L
be exb 2
M, 6, 0
_Mzb _ | Y'zb | 0
0

rezultand matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale echivalente prezentate la
inceputul acestui paragraf si datd de relatiile (2.84) a carei expresie compactd poate
fi scrisa:
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—_7T
lk12x12 _T6x12 |;lk6x6 |:'][‘6><12

(2.113)
Feq =T67;<l2 Efeq +q

unde s-a folosit notatia:

2

matriceale din relatia (2.112) se ajunge la urmdtoarea forma pentru matricea de
rigiditate a elementului tindnd seama de efectele locale P-O ale neliniaritatii
geometrice:

T
L q.L Log.L
q=[0 1 q; 0000 q'z qzz 00 O] . Efectuand produsele

_ kK,
lk12x12 ]kz ]k3:| (2114)
unde
[ 0 0 0 0 O] [-a 0 0 0 0 O]
0b 0 0 0 c 0 -5 0 0 0 c
00 d 0 —e 0 0 0 -d 0 =-e 0
Kk, = : k, = (2.115)
00 0 f 0 0 0 0 0 —-f 0 0
00 —e 0 g 0 0 0 e 0 0
[0 c 0 0 0 & [0 -¢c 0 0 0 ]
[ 0 0 0 0 0]
00 0 0 -c
00d 0 e 0
ks = 000 f 0 0
0 0 e 0 m O
_O c 0 0 O n |
unde:
a=sE—A b=12i(gs +ls)'c=@(%s +ls)
b  \37° 37) 2 \37 37
R T R I
h=ﬂsz;i=%ss;j=£s3§m=ﬁs4;”=4E]ZS2
L L L L L

Asa cum s-a mentionat mai sus matricea de rigiditate determinatd de relatiile
(2.113) include doar efectul local al neliniaritatii geometrice. In mod curent
neliniaritatea geometricd se manifesta prin doua efecte importante i anume:
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- un efect local de flexibilizare/rigidizare a barelor comprimate/intinse care poate
fi prins in analizd prin considerarea matricelor de rigiditate elementare de
ordinul II determinate de relatiile (2.114-2.115);

- un efect global datorat modificérii configuratiei geometrice a nodurilor §i care
in mod riguros poate fi evaluat doar prin analiza structurii in asamblu si
corectarea fortelor neechilibrate ce apar datorate modificdrii configuratiei
geometrice a structurii de la un ciclu de calcul la altul. O varianta aproximativa
a acestui efect prin care se ia in considerare numai incovoierea suplimentara
datoritd fortelor din noduri raportate la schema deformata a structurii, ca
urmare a deplasérilor nodurilor pe directia perpendiculara la axele barelor, este
asa numitul efect P-A.

Fig. 2.26. Efectul local P-0 si cel global P-A.

Pentru includerea efectului P-A in matricea de rigiditate elementard se poate
considera urmatoarea relatie de echilibru intre fortele nodale in configuratia de baza
a elementului si cele 1n sistemul local:
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0
F, A
L
Fya P
Fua L
M [ P ] 0
- 2.117
Mya mya O ( )
M., m 0
F;c-b = TT[leZ] mf: +
F, m,, - ﬂ
' L
sz | 7, PA
Mx/) L
M, 0
_M:b a 0
0

unde cu A s-a notat deplasarea relativa a nodurilor elementului de bard pe directia
perpendiculard axei barei (Fig. 2.26), iar T reprezintd matricea liniara de
transformare datad de relatia (2.111). Urménd un rationament similar cu cel folosit
la deducerea matricei de rigiditate in sistemul local tinand seama doar de efectele
locale ale neliniaritatii geometrice se obtine urmatoarea forma pentru matricea de
rigiditate care include ambele efecte ale neliniaritatii geometrice:

k k -k k
1 K212 =|:l b 2]+|: 8 . ] (2.118)
Ky ks k, -k,

unde s-a notat cu ka matricea de rigiditate geometrica datorata efectului P-A:

0

o

(2.119)

o o o o N|wo

o o oN|lv o o

S O O O
S O O O
S O O O
S O O O
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2.3 METODA ELEMENTELOR FINITE iN STUDIUL COMPORTéRII
NELINIARE A CADRELOR PLANE. MODELUL PLASTIFICARII
DISTRIBUITE

Analiza staticd neliniard genereaza, In metoda elementelor finite, sisteme de
ecuatii neliniare, pentru rezolvarea carora se recurge la liniarizarea prin metoda
secantelor sau prin metoda tangentelor. In concordantd cu acestea se definesc
matricea secantd a rigiditatilor, respectiv matricea tangentd a rigiditatilor.
Determinarea matricelor caracteristice ale elementelor finite, in formularea
deplasarilor, se bazeaza pe principiul deplasarilor virtuale si, considerarea unei
functii de deplasari, de obicei sub forma polinomiala, cu ajutorul careia se pot
exprima deplasdrile oricarui punct din interiorul elementului, in raport cu
deplasarile nodurilor de la capetele elementului finit. Odatd cunoscut campul de
deplasari, pe baza unui studiu geometric, se poate determina starea de deformatie
specifica si de efort unitar din element. Daca se tine seama ca deformata structurii
nu se incadreaza in domeniul micilor deplasari, pentru o bard dintr-o structura
pland, unde din tensorul deformatiilor se retine numai deformatia specifica
corespunzatoare axei longitudinale a barei, expresia acesteia nu mai poate fi
mentinuta sub forma simpla, ci trebuie adaugati unul sai mai multi termeni pentru a
tine seama de interdependenta dintre solicitari. Pentru fiecare asemenea forma va
rezulta o alta alcatuire a matricei de rigiditate secantd respectiv tangentd, alegerea
celei mai potrivite depinzdnd de natura problemei studiate si de gradul de
aproximare dorit.

Formularea calculului neliniar in metoda elementelor finite, implica rezolvarea
urmatoarelor doud aspecte principale:

(1) Determinarea ecuatiilor ce caracaterizeazd comportarea neliniard a
structurilor, sub cele doua aspecte, cel fizic si cel geometric:.

(a) adoptarea relatiilor neliniare intre deformatiile specifice si
deplasari.

(b) adoptarea unui model pe baza caruia sa se deducad relatiile
constitutive neliniare 0-€

(c) aplicarea principiului deplasdrilor virtuale pentru determinarea
ecuatiilor de echilibru static.

(2) Rezolvarea acestor ecuatii neliniare, prin metoda elementelor finite.
Principiul metodei elementelor finite aplicat in studiul structurilor din bare, consta
in separarea structurii prin linii imaginare rezultand un anumit numar de elemente
finite. Elementele finite sunt presupuse ca se interconecteaza intr-un numar discret
de puncte nodale situale la capetele lor; deplasirile acestor puncte nodale se
considerd a fi parametrii necunoscuti. Deplasarile punctelor din interiorul fiecarui
element finit sunt exprimate in functie de deplasarile nodurilor de interconexiune,
cu ajutorul unor functii de deplasari. Functiile de deplasari, odata definite, servesc
la deducerea stérii de eforturi unitare in diverse sectiuni si fibre, din interiorul
elementului finit. Solutionarea sistemului de ecuatii neliniare implicd aplicarea
urmatoarelor proceduri:
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(a) Adoptarea tipului de element finit si asocierea gradelor de libertate in
functie de natura problemei studiate si de gradul de aproximare dorit.

(b) Definirea functiilor de deplasari pe baza carora se definesc deplasarile in
interiorul elementului finit.

(c) Exprimarea ecuatiilor de echilibru in functie de deplasarile gradelor de
libertate asociate elementului finit utilizat.

(d) Aplicarea unor procedee incrementale sau incremental-iterative pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare rezultate.

Exemplificarea aplicarii metodei eclementelor finite la analiza elasto-
plastica a structurilor in cadre plane metalice se prezinta in continuare. Modelul de
calcul prezentat in continuare a stat la baza dezvoltarii unui program de calculator
utilizat in studiile numerice de calibrare a programului NEFCAD, prezentate in
cadrul capitolului 5 al acestei lucrari.

2.3.1 Relatii neliniare intre deformatiile specifice si deplasari. Efectul
local al neliniarititii geometrice

Neliniaritatea geometricd provine din relatii deformatii-deplasari neliniare si
din modificari finite ale geometriei. Relatia intre deformatiile specifice si deplasari
care este luatd in considerare in acest studiu este cea corespunzitoare ipotezei
conform céreia deformatiile sunt mici, dar finite, iar rotirile moderate. Considerand
elementul plan de bard dreaptd supus actiunii unei forte uniform distribuite ¢ si
fortelor axiale NV la capetele ei (Fig. 2.27 a), se va determina in cele ce urmeaza
forma componentei axiale a tensorului deformatiilor Green, e,, corespunzatoare
ipotezelor amintite mai sus. Pentru aceasta se considera elementul de bara de
lungime dx paralel cu axa fibrei medii deformate a elementului si care este
prezentat in figura 2.27.b.

Componenta axiala a tensorului Green, in problema plana, este datd de relatia:

2 2
e = Lpgfou) ([ (2.120)
ox 2 [\ox Ox
in care cu u si v s-au notat deplasarile unui punct arbitrar P al sectiunii transversale
al elementului (fig. 2.27.b).
Considerand deformatia elementului infinitesimal dx conform figurii 2.27.c, si

aplicand teorema lui Pitagora, urmata de niste operatii matematice elementare, se
pot deduce urmatoarele relatii geometrice:

2 2
e fiefe]=, 1 (a_”) +(@) (2.121)
2 ox 2 [\ox Ox

in care cu €, s-a notat alungirea specificd a elementului infinitesimal dx. Se observa
cd partea dreaptd a ecuatiei (2.121) reprezintd tocmai componenta axiald a
tensorului deformatiilor Green. Astfel alungirea specifica €, se poate scrie:

£, +%£j =e, (2.122)
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Fig.2.27. Efectul neliniaritatii geometrice. Stabilirea relatiilor neliniare intre
deplasari si deformatii.

Acceptand ipoteza deformatiilor mici, dar finite:
e, <<l sau &, <<1 (2.123)
rezultd ca Ef = 0, in acest caz conform ec. (2.120) alungirea specifica coincide

cu componenta axiala a tensorului Green. Pentru simplificarea relatiei neliniare ce
defineste deformatia e, se introduce conditia rotirilor moderate:

Y
— | <<1 (2.124)
Ox
. o o . .. (0Ov
care este oricum mai putin restrictivd decat cea a rotirilor mici ( 6_ <<1).
X

Rezolvand ecuatia (2.121) in necunoscuta 0u/0x rezulti:

2
0_u=_1+ 1+2|}x—(ﬂ) (2.125)
Ox Ox
Notand:
Y
A=20 - — (2.126)
Ox
ecuatia (2.125) poate fi scrisa:
a—u=—1+«/1+/l (2.127)

69



Pe baza relatiilor de mai sus se observa ci 0u/0x are acelasi ordin de marime cu A,
ceea ce implica ca:

O I tmes << (2.128)
ox 2 8
rezultdnd urmatoarea expresie redusa a ecuatiei (2.120):
2
s (2.129)
ox 2 \ox

Acceptand, in continuare, ipotezele conform céarora forma sectiunii trasversale a
sectiunii nu se modifica si de asemenea planul transversal ramane plan si normal la
axa barei, In timpul deformdrii (Bernoulli-Euler), componentele deplasarii unui
punct oarecare P al sectiunii transversale pot fi exprimate in functie de
componentele deplasarii punctului 4, situat pe fibra medie a aceleasi sectiuni astfel
(fig. 2.27.b):

u=u,—-yBina =u, —yl@ (2.130)
X
v=v, —ydl-cosa)=v, (2.131)
unde:
dx+%Dix 1+%
cosa = 0); = = zax - =1 (2.132)
ou ov ou ov
de+—2 0Ok | +| 20 1+—2| +| =2
\/[x Ox x) [Ox x) \/[ ax) [Ox)
LAWY L 5

sina = Ox = ox =% (2.133)

2 2 2 2 Ox
dx+%Dix + %Dix l+au" + %
Ox Ox Ox Ox

rezultdnd urmatoarea relatie neliniard intre deformatii si deplasdri in ipoteza
deformatiilor mici si a rotirilor moderate:

d 2 dvy Y’
ex=&—ylzu;+l D (2.134)
dx dx 2\ dx
Aceasta relatie va fi utilizatd pe mai departe pentru determinarea energiei
potentiale de deformatie a elementului finit.

2.3.2 Relatii neliniare intre eforturi unitare si deformatii specifice. Efectul
neliniaritatii fizice.

La nivelul materialului neliniaritatea fizicd este caracterizatd prin relatia

neliniara intre tensiuni si deformatii:
o=f(€) (2.135)

70



ce poate fi scrisd conventional sub forma liniarizata:
o=E (& (2.136)
Pe langd aceastd reprezentare finitd se poate utiliza si o reprezentare
diferentiald, ce stabileste o legatura liniard intre variatiile tensiunii O si a
deformatiei €:
30 = E, (&) e (2.137)
Spre deoasebire de cazul fizic liniar (elastic), modulii de elasticitate £ (é‘) si

E, (£ ) depind de valoarea deformatiei € si reprezintd rigiditatea secanta, respectiv

tangentd a materialului. Pentru exemplificare, in figura 2.28 sunt prezentate formele
simplificate ale curbelor caracteristice ale betonului (fig. 2.28.b) si a otelului (fig.
2.28.a).

al el ) Befon

Elaitic-poifoen ki
Sur 1 poamaodldan

. | "

Fig.2.28. Curbe constitutive 0-€ teoretice utilizate pentru modelarea neliniaritatii
fizice ale otelului si ale betonului.

Astfel pentru modulii de deformatie secant si tangent in cazul betonului se obtin
urmatoarele relatii:

-pentru £, <&,

g, =

230 E{l ~0.5 Elji) &, = E, E(l ~0,5 Elzi) =E, [,

(2.138)
deci modulul de deformatie secant este egal cu:

E, =E, E{l ~05 Elzi) (2.139)

Prin derivare se obtine:
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d £ £
% =, E[— 0,50 [F, +(1 ~05 Di)]=E,,E( -—b), (2.140)
de, £ £ £

m m m

do, = E, EE1-§—bJ Qie, (2.141)
cu modulul de deformatie tangent: "
E, =E, E{l —j—b) (2.142)
- pentru £, <&, < 5 0, =R, = % [£, cu modulul de deformatie secant:
b

R
E, =—, siceltangent E,, =0.

€y

Forma simplificatd a curbei caracteristice a otelului este reprezentatd in figura
2.28.a, Tmpreund cu modulii de deformatie corespunzatori. Pentru deducerea
matricelor caracteristice ale elementului finit, in continuare se utilizeaza aceasta
forma simplificatd a modelarii neliniaritatii materialului, corespunzitoare otelului,
si anume modelul elastic perfect plastic fara reconsolidare.

2.3.3 Determinarea matricelor caracteristice ale elementelor finite

Tipul de element finit utilizat in acest studiu este cel de bara dreaptd cu sase
grade de libertate (3 grade de libertate pe nod), corespunzitoare deplsarilor axiale,
verticale si rotirilor (fig. 2.29.a). Acceptand modelul de comporatre elastic-perfect
plastic al materialului (descararea are loc considerand modulul de elasticitate
initial, iar reconsolidarea nu este luatd In considerare), energia potentiala de
deformatie a elementului finit poate fi scrisd iIn modul urmator (Foley & Vinnakota,
1999):

U= [[omeay, + j[(fal]is+_[ac Dis)l]in (2.143)
v, e, v, ¢

Legatura neliniard intre deformatia specificd axiald (incrementald) si deplasari, fata
de sistemul de referinta fix al sectiunii transversale curente a elementului finit (fig.
2.29.b), poate fi scrisd conform ecuatiei (2.134), acceptdnd comportarea elasticd pe
parcursul unui increment al incarcarii, astfel:

2 2
g=ﬂ+l[(ﬂ) Y (2.144)
dx 2 \dx dx’
Utilizand legea lui Hooke, ce stabileste relatia intre deformatii i tensiuni, pentru
fibrele sectiunilor transversale aflate in domeniul elastic, substituind relatia (2.144)
in (2.143) si efectuand integrarile de suprafata, rezultd urméitoarea expresie a
energiei potentiale de deformatie pentru elementul finit partial plastificat (fig.
2.29.b):
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2 5 5, \2
=2l g —om, gl g )e s |90 |ones
2 dx dx* dx dx?
2 \2 4
+—I]f E( )E(dv) =S, aviga +Ae E(ﬂ) Ldix +
dx dx? dx ) 4 \dx
_ i -
+[ fo. E(ﬂ)DiAP+ [fw, E(ﬂ) 04, |G -
¥ dx : 2 dx
a2y
—f ja D;E{ )I]ZA +—ja O, WA, |Oix

In relatia (2.145) caracteristicile sectionale (aria, momentul static si momentul
de inertie) ale sectiunilor transversale ale elementelor finite sunt determinate
considerand doar portiunea elastica ramasa (referentiate prin indicele "e"), si sunt
determinate fatd de un sistem de referinta fix, format de regula, din axele principale
ale sectiunii i avand originea in centrul de greutate elastic initial al sectiunii,
conform figurii 2.29.b. Considerarea sistemului de referinta fix, permite luarea in
considerare a dezvoltarilor nesimetrice ale zonelor plastice in sectiune, precum si
efectul excentricitatilor de aplicare ale fortelor axiale. Caracteristicile sectionale ale
sectiunilor transversale pot fi exprimate pe baza urmatoarelor relatii (fig. 2.29.b):

(2.145)

i

L i LT
P ! ]

L0y e lar e

Fig. 2.29. Elementul finit de fibra.
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4,= fdd,, S, = [y@a, = A, Qg , 1, = [y 04, 4,= [d4,  (2146)
4, 4, 4, 4,

Rezultantele tensiunilor din zonele plastificate ale sectiunii pot fi exprimate:
N, = [o.0u, M, = [o 00U, (2.147)
A[’ A[’
Astfel, cu notatiile de mai sus, energia potentiald totala de deformatie pentru
elementul finit din figura 2.29.a, Incarcat cu forta uniform distribuita ¢ si fortele de
capat f se scrie:

[ 2 5 ;3\
n =£|:|f 4, E(ﬂ) ~o, g4 [{ﬂ)ﬂze IV e+
2 dx dx dx dx
[ 1 AL ) e
2 “ \dx ) Ldx “ A ax? dx 4 \dx
du N, av\ d*v N,
+||IN, O—|+——0—| M, O—|[-— Cilx —
f[ A E(dx) 2 E(dx) A E{dsz P

—quWx—fT r|

(2.148)

Pentru aproximarea campului de deplasari din interirul elementului finit, se
utilizeaza functiile standard de interpolare Lagrange pentru deplasérile axiale si
Hermite pentru deplasarile transversale. Prin intermediul acestor functii de
interpolare se aproximeazad deplasarile punctelor, din lungul axei de referinta
initiald (fixa) a elementului finit (fig. 2.29.a), dupa cele doua directii, longitudinale
si transversale, in functie de deplasarile nodale cunoscute, considerand o variatie
liniara (Lagrange) pentru reprezentarea deplasarilor axiale, u, respectiv o variatie
polinomiald cubica (Hermite) pentru reprezentarea deplasarilor transversale, v.
Notéand cu d vectorul deplasarilor nodale ale elementului finit reprezentat in figura
2.29.a, campul de deplasdri se poate exprima in functie de vectorii de interpolare

corespunzatori deplasarilor axiale, N, si transversale, N astfel:
u=N,; v=N [ (2.149)
unde:

N, :{1—1,0,0,1,0,0}
LL

N, =|0, -2+ 20, - 2m+ 0l 0 S0P -0, -t el
r r L r r r L r

(2.150)
Substituind relatiile (2.150) in (2.148) rezultd urmaitoarea expresie a energiei
potendiale totale de deformatie a elementului finit in functie de vectorul
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deplasarilor nodale d de la capetele elementului:

E Al Al E " " " '
=5 Df A,d"N. "N ddx + = Df [,d"N'"N'ddx -2E Df S.d"N'""N' ddx +

+§ Df Ad"N."d"N "N ddx +§ Df Ad"N"N dd"N,"N' ddx -

E " ' v ' N ' i
—EDszedTNVTdTNVTNVddx+NAp DdeNqux+ 2”1 EldeNvTNvddx+

M, DdeN;de - quvddx -f7d

(2.151)
Aplicarea principiului deplasarilor virtuale este echivalentd cu minimizarea
functionalei (2.151) a energiei potentiale totale de deformatie a elementului, adica
anularea primei derivate a potentialului in raport cu toate deplasarile nodale:
ar
d=—md" =0 (2.152)
od
care cu relatia (2.151) devine:
T T o EA, . T
&’ fEAeNuTN“ddxﬂiiT fEleNVTNvddx—4diT ‘[LESZENVTNuddxﬂiiT ‘[LT"N“TdTNVTNvddx+
EA, 1. . . EA, 1. . ES., T ;T
+a’ IT"NVTNVdNuddeiT ‘[LT"NVTNudeddx—diT IT”NVTdTNVTNvddx—
ES, .r_ ., . ES, .t . . EA, 1. T
-al” ffNV,TNV,dN‘,ddx—diT IT”N‘,TN‘,dNVddx+&lT IT‘)NVTN‘,ddTN‘,TNVdd)H
va” [N, N dvsa” [N, NN advear” [ v, N de-a” [N, de-a@"t" =0
(2.153)

Eliminand variatia &d” a deplasarilor si grupind in mod convenabil termenii
ecuatiei neliniare (2.153) se poate obtine relatia neliniara forta-deplasare, in sensul
metodei secantelor, Intre marimile totale ale fortelor si ale deplasarilor:

Y)=K, @-F=0 (2.154)
si care poate fi scrisa:
(K, +K,, +K,, +K, )0 =f+ fq N Oix (2.155)
in care:
K, = fEAgN;,TN;,dx + fEleN;TNde - 4fEszeNLTN;,dx (2.156)
EA, EA,

Kls =

T o E4 1. .
: NquTNvTNvdx+f . N "N dN, dx + f ;NVTNudedx—

ES. ES ES (2.157)
- f = N';TdTN;TN;dx—f—Zze NN dN dx— f — NNV d
EA 1o o 1
Ko, = [N N.ad"N N,ds (2.158)
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Ky, = [N, N Ndv (2.159)

In ecuatia (2.156) K, reprezinti matricea de rigiditate din calculul de ordinul I

(este independentd de deplasarile nodurilor elementului finit), dar care include
efectul plastificarii partiale si nesimetrice ale sectiunilor din lungul elementului

finit. Matricea K, reprezintd matricea deplasdrilor initiale, exprimand

aproximatia de ordinul I a interactiunii intre rezultanta axiald a tensiunilor din
zonele plastificate ale sectiunilor plastificate si deplasarile transversale. Matricele

K,, si K, reprezinta matricele rigiditatilor geometrice, in varaianta secantd, si

exprimd efectul datorat solicitarilor de Incovoiere cu efort axial, prin intermediul
unor relatii liniare respectiv patratice intre deplasarile laterale si rotirile nodurilor.
De notat faptul ca toate aceste matrici sunt exprimate in coordonatele locale ale
elementului finit §i sunt simetrice, rezultdnd in acest caz o matrice de rigiditate
secantd totald simetrica.

Exprimand variatia de ordinul II a energiei potentiale totale de deformatie
(2.151) a elementului finit rezultd expresia matricei de rigiditate tangentd, in
coordonate locale, prin intermediul cireia se exprima relatia neliniara intre variatia
fortelor si variatia deplasarilor, si care poate fi scrisd simbolic, sub forma
matriceala astfel:

K, [Ad = AF (2.160)
unde AF si Ad reprezinta vectorul variatiei fortelor si respectiv vectorul variatiei
deplasarilor nodale ale elementului finit, in coordonate locale, iar K, reprezinta

matricea de rigiditate tangentad care de asemenea poate fi scrisd ca suma a patru
matrice:

K, =K, +K, +K,, +K; (2.161)
a caror semnificatie este similara cu cea datd anterior, in cazul matricei de rigiditate
secanta.

Considerarea dezvoltarii zonelor plastice in sectiunile transversale ale
elementelor finite se face prin impartirea acestor sectiuni printr-un cadrilaj de
ochiuri dreptunghiulare (fig. 2.30) si explicitarea deformatiilor in dreptul acestora
utilizind ecuatia (2.150) in functie de valorile deplasarilor incrementale de la
capetele elementului finit, actualizindu-se astfel la fiecare pas wvalorile
deformatiilor totale, pe baza deformatiilor din pasii anteriori:

ef =&l +nef (2.162a)

1T

IN' IN " -y, IN " +6,  (2.162.b)

ri

Aef =N, " +%I1dk

Prin monitorizarea explicita a deformatiilor in fiecare fibra a sectiunii transversale,
pentru fiecare increment al incércdrii, prin intermediul relatiilor (2.162), se ia in
considerare cu maximd acuratete dezvoltarea graduald a zonelor plastice si a
descarcérilor elastice in fibrele sectiunii precum si influenta deformatiilor din
tensiuni reziduale, €,;, asupra caracteristicilor de deformabilitate si rigiditate ale
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sectiunilor. O fibra se considera plastificatd in momentul in care deformatia totala
corespunzatoare unui anumit increment k al incarcarii depaseste valoarea
deformatiei de initiere a curgerii €..

Pentru evaluare integralelor de suprafatd care intervin in relatiile (2.146) si
(2.147), de determinare a caracteristicilor de rigiditate ale sectiunilor transversale,
se pot utiliza diferite metode numerice de integrare numericd cum ar fi metoda
Simpson sau metoda Gauss. Desi metoda Gauss este In general mai eficienta din
punct de vedere al numarului de puncte utilizate (la acelasi numar de puncte de
integrare are o precizie mai bund decit metoda Simpson) deseori in programele de
analizd este utilizatd metoda Simpson. Motivul principal al acestei alegeri il
constituie faptul ca reteaua de puncte de integrare presupusa de metoda Simpson
surprinde si frontiera domeniului de integrare, adicd tocmai fibrele cele mai
puternic solicitate, in timp ce metoda Gauss nu considerd puncte de integrare in
aceste zone.

Matricele de rigiditate secanta respectiv tangentd ale elementelor finite pot fi
determinate doar aproximativ prin intermediul unor metode numerice de integrare
numerica a functiilor de o singura variabila, deoarece caracteristicile de rigiditate
ale sectiunilor din lungul elementelor finite, ce intervin 1n expresiile matricelor de
rigiditate, sunt marimi cu caracter discret, ce depind de valoarea deplasarilor de la
capetele elementului. Cea mai eficientd metoda de integrare numericd, utilizata in
acest caz, ca urmare a considerarii unei variatii polinomiale ale deplasarilor in
interiorul elementului finit, este consideratd a fi metoda Gauss 1n diferite variante
(Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto). In figura 2.30 se prezintd modul de discretizare
a elementului de bard in elemente finite si a sectiunilor transversale din dreptul
punctelor de integrare numerica Gauss a elementelor finite.

: Supmafaty dreptanpghrelars
4 L e el eyt g | Gl
e ]
*
o
3 s
o
N de slems e \\,
T , 1 Punict de e grooe
~'\l.\ | .I' Lrivis L e entudre
5, !
1, LIV VR R W o’

™ Elezerat et

Fig.2.30. Discretizarea elementelor de bara in elemente finite de fibra.

Intrucat la determinarea matricelor de rigiditate ale elementelor finite, in
coordonate locale, relatia intre deformatii si deplasdri s-a considerat a fi cea
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corespunzatoare ipotezei deformatiilor mici dar finite si a rotirilor medii,
deplasarile incrementale nodale pe baza cidrora se determind deformatiile
corespunzatoare, din pasul curent al incarcarii, se determind fatd de sitemul de
coordonate local al elementuliui finit corespunzatoare configuratiei geometrice din
pasul anterior (fig. 2.31).

Pentru determinarea matricelor de rigiditate n sistemul global de referintd a
structurii se utilizeaza matricea de transformare R, prin intermediul careia
matricele de rigiditate incrementale exprimate in coordonatele locale (coordonatele
elementului) se trec in coordonatele globale ale structurii conform relatiei:

K, =R’ [k[R (2.163)
in care K, reprezintd matricea de rigiditate a elementului finit In coordonatele

globale ale structurii; Kk reprezintd matricea de rigiditate a elementului finit in
coordonatele locale ale acestuia; iar R reprezintd matricea de transformare a carei
expresie n functie de unghiul facut de axele sitemului de referinta local cu cele ale
sitemului de referinta global este:

¥ &

=

Fig. 2.31. Coordonatele locale si globale ale elementului finit.

[ cosg sing 0 0 0 0
—-sing cos@ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 O
R = _ (2.164)
0 0 0 cosp sing O
0 0 0 —-sing cosg O
| 0 0 O 0 0 1]

si care este reactualizatd dupa fiecare increment al incércarii.

78



2.4 EFECTUL GLOBAL AL NELINIARITATII GEOMETRICE

Considerarea in calcul a deplasarilor si rotirilor de dimensiuni finte influenteaza
atat rigiditatea de ansamblu a structurii precum si evaluarea fortelor neechilibrate la
nivel de structurd. De fiecare datd intervine o altd configuratie geometrica a
structurii, caracterizata prin deplasarile si rotirile de noduri care au fost calculate n
ciclul precedent. Aceasta influenteaza atdt formarea matricelor de rigiditate ale
elementelor 1n sistemul local de axe, cat si trecerea acestora in sistemul global de
referintd al structurii In vederea asamblarii. Matricea de rigiditate globald obtinuta
prin insumarea matricelor de rigiditate ale fiecarui element component al structurii,
presupune transformarea matricei de rigiditate a fiecarui element de bara din
sistemul local-variabil in timpul procesului de incarcare- in sistemul global de
referinta al structurii. In principiu, operatia de transformare pistreaza forma
generala utilizata la calculul structurilor in domeniul micilor deplasari:

K= >R,K,R, (2.165)

b=1,Nrbare

dar matricea de rotatie R se refera la pozitia deformata a structurii si deci trebuie
reactualizatd la sfirgitul fiecarui ciclu de incarcare in concordantd cu noua
configuratie geometricd a elementului. De asemenea, in cadrul procesului iterativ
de corectare a sarcinilor neechilibrate presupune transformarea fortelor nodale
rezultate la nivel de element din sistemul local in sistemul global de referinta si
deci aceeasi matrice de transformare, variabild de la un ciclu de incarcare la altul,
trebuie sa fie utlizatd in acest scop. Tratarea adecvata a acestei etape este esentiald
in determinarea fortelor neechilibrate si deci a determina curba neliniard reald de
comportare a structurii. in literatura de specialitate acest efect de considerarare in
calcul a deplasdrilor finite este cunsocut sub denumirea de efectul neliniaritatii
geometrice globale fiind propuse in acest scop diferite metode pentru luarea in
considerare a acestui efect. Aceste metode pot fi clasificate in functie de sistemul
de referintd ales (configuratia initiald nedeformata-Lagrangianul total, respectiv
ultima configuratie-Lagrangianul actualizat- de echilibru) pentru reactualizarea
matricelor de transformare si ipotezele legate de ordinul de marime a deplasarilor si
rotirilor luate in calcul pe parcursul unui increment de incarcare.

Astfel, efectul neliniaritatii geometrice globale, datorat modificarii
configuratiei geometrice a structurii, poate fi considerat fie prin translatia matricei
de rigiditate exprimata in deformatiile barei, in functie de deplasarile nodale printr-
o transformare neliniard, fie direct prin reactualizarea la fiecare etapa de calcul a
matricei de rotatie conform cu relatia (2.165). In acest sens, formarea matricei de
rotatie R, pentru o noua configuratie geometrica implica reacalcularea cosinusilor
directori ai barelor structurii §i implicit a noilor lungimi reactualizate ale barelor.
Trebuie tinut insd seama cd, de aceastd datd, deformata structurii nu se mai
incadreazd in domeniul micilor deplasari si rotiri si deci nu mai pot fi utilizate
aceleasi expresii simplificate pentru matricele de transformare ca si in cazul
structurilor cu deplasiri mici. In plus, o problema specifica legati de tratatrea
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rotirilor mari aplicate unui solid rigid in spatiu o reprezintd ordinea de aplicare a
rotirilor.

/Xk+1

(Cir)
i “AR
g ©
Zk
k +g1 R e — %
Y R7]
— (Cl)-configuratia initiali nedeformata
X
()

Fig.2.32 Efectul global al neliniaritatii geometrice.

Astfel, considerand cunoscutd matricea de transformare de la componentele in
sistemul global de axe la componentele in sistemul local, gR , (fig. 2.32) trecerea

de la sistemul global de axe la sistemul propriu de axe al barei corespunzitor
configuratiei de echilibru £+1 se poate scrie sub forma:

“'R="JAR;R (2.166)
unde cu AR s-a notat matricea de rotatie incrementald ce relationeazi
configuratiile (Cy) si (Cy+,) $i care poate fi exprimata astfel:

k+1kx|jxx k+1xx|fmv k+1;\’x|j;\’z Akﬂlx
AR =| B i, Mt T fa [=[at | 267
k+1)\‘z|j;\’x k+1;\’z|j)\‘y k+1)\‘z|j)\‘z Akﬂkz

siin care A, A, A_ reprezintd vectorii de orientare a axelor proprii ale barei in

y,
cele doud configuratii & respectiv k+1. In figura 2.32 este prezentat acest aspect
pentru cazul unui profil dublu T. Astfel, simpla extindere a metodelor de

80



transformare aplicate in cazul structurilor plane nu mai poate fi aplicata la
structurile spatiale datoritd necomutativitatii operatiilor de rotatie fatd de un sistem

L : : . . T
de axe tri-dimensional, sistemul de vectori rezultati [Ak+lkx AR ’ Akﬂkzl

ne mai constituind o bazd ortonormatd, conducand la acumularea erorilor pe
parcursul procesului de calcul.

2.4.1. Matricea de rotatie. Formula lui Rodrigues

In cele ce urmeaza se vor descrie cateva considerente teoretice legate de tratarea
rotirilor mari in spatiu. Sunt deduse formulele utilizate la reactualizarea matricei de
rotatie n timpul procesului incremental.

' _"\\ )
II' r e
%
|

i

aj cl

Fig. 2.33.

Fie v vectorul de pozitie al unui punct P, in raport cu un sistem de referinta fix
(X Y,Z) asa cum este prezentat In figura 2.33. Vectorul v, este rotit fatd de versorul

t cu unghiul 8 rezultdnd un nou vector de pozitie v, care defineste pozitia punctului
P,. Fie Av vectorul orientat cu originea in P, si extremitatea in P; astfel incat
putem scrie:

v, =v,+Av (2.168)
Intrucat punctul P, este rotit fati de vectorul t el va descrie un cerc de razi r cu
centrul in punctul C (Fig. 2.33). Consideram triunghiul P,P;C vectorul Avse
poate obtine prin operatia de adunare a vectorilor ortogonali astfel:

Av=a+b (2.169)

Fie b vectorul ortogonal la vectorii t si vo:
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txv,

b=bh O
e v

(2.170)

avand norma:
b= ||b|| =rsiné (2.170"
si in care raza r poate fi calculatd ca si norma produsului vectorial dintre versorul t
si vectorul vy:
ltxvo|=vysina =r (2.171)
unde a este unghiul dintre vectorii t si vo. Astfel vectorul b poate fi exprimat in
modul urmator:

b=sind(txv,) (2.172)
Fie a vectorul ortogonal la vectorii t i b asa cum este prezentat in Fig. 2.33.
aza XD 2.173)
¢ xb]
avand norma:
a =[a] =r(1-cos ) (2.174)

Inlocuind relatia (2.170) in relatia (2.173) rezulta:
tx(txv,) _ tx(txv,)

ex(exv )]~ Jlexvo)

a=(1-cosO)tx(txv,)) (2.175"
Pe baza relatiilor de mai sus expresia vectorului v, devine:
V,=vy+Av=v,+a+b=v, +sin6’(t><v0)+ (1 —cos@)(tx(txvo))(2.176)

In continuare unghiul 8 este tratat ca si un “pseudo-vector” (Yang s.al., 2003) care
este paralel cu vectorul t si avand norma egala cu unghiul de rotatie 6:

0=[6 6, 6] =&

o] =6
Denumirea de “pseudo-vector” este atribuitd intrucat rotirea nu satisface toate
proprietatile vectorilor. Trebuie notat faptul ca in cazul unor rotiri infinitezimale
componentele 6, 8,, 65 pot fi considerate ca si componente rotiri fata de axele X; Y,

Z, in cazul rotirilor finite acest lucru nu mai poate fi valabil. Pe baza relatiei (2.168)
expresia vectorului v, devine:

v, =VO+Si‘;9(exv0)+%(ex(exvo)) (2.178)

a=a| (2.175)

care se mai poate scrie:

(2.177)

Produsul vectorial a doi vectori w :[W1 w, w3]T , V= [vl v, v3]T poate fi
exprimat astfel:

82



WyVs = WiV,
wxv={wy, —wy, b=S(w)v (2.179)

WiVy = WV

unde:
0 -w w,
S(w) = spin(w) =1 w, 0 -w (2.180)
-w, W 0

Pe baza relatiei (2.180) expresia vectorului v, devine:

v =v,+ (o), + (500)

s(e)s(e)v, (2.181)
sau scrisa intr-o forma compacta:

v, =R(0)v, (2.182)
unde:

R(0)=1+ Size s(6) +ws(e)2 = I +sin &8(t) + (1 - cos 8)S(t)* (2.183)

2

reprezintd matricea de rotatie, I este matricea unitate, iar relatia (2.183) poarta
denumirea de formula Rodrigues. O forma alternativa la cea data de relatia (2.183)
se poate obtine dezvoltand in serie trigonometrica functiile sinus §i cosinus:

sind=0-10+16° - L7 4(-1) L gl 4
TR

(2n+1) 2.184
cosf=1-10>+ 1t - Loy 4 (-1) LI
20 4 6l (2n)
care Tmpreuna cu relatia (2.183) rezulta:
R(0)=1+ 1-1g2+ Ly +..+(-1) L gy, S(0) +
317 s (2n+1) 2.185)
1 1 2 1 4 n 1 2n 2 ‘
+H=-—0*+—6* - +(-1) ——6> +..|3(6)
2 46 (2n +2)
Exprimand puterile matricei S rezultd urmatoarele relatii:
S’ =-6°S; §* =-6°S? (2.186)
S*=6's; S° =6'S? '
care conduc la urmatoarea relatie de recurenta:
S2n—l = (_ l)n—l 62()1—1)8 (2 187)
S2n = (_ l)n—l 02()1—1)82 )
Inlocuind aceste relatii in relatia (2.185) rezulta:
R(0)=1 +s(e)+%s(e)2 +§s(e)3 ot LS0) +.zexp(8()) = (2188)
: : n:
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Se poate usor observa ca retinand doar primii doi termeni din expresia matricei de
rotatiec R datd de relatia de mai sus se obtine relatia utilizatd in cazul rotirilor
infinitezimale:

1 -6, 6
R, (0)O1+s(0)=| 6, 1 -6 (2.189)
-0, 6 1

Cu o bund aproximatie, in calculele practice, pentru considerarea rotirilor mari se
poate utiliza relatia (2.188) in care se retin doar primii trei termeni:

62 + 6> 6,6, |
1-22 : 3 —93+01282 92+ 123
2 462 6,6
6,6 6 +
R,(0) O1+s(6)+s(6)* =| 6, + 122 1- 12 o6+ 223 (2.190)
-8 +0103 o +9203 1_M
I 2 1 2 2 |

2.4.2 Matricea de transformare pentru elementul de barid spatial in
configuratia initiald nedeformata

Sa consideram elementul de bara raportat la sistemul de coordonate fix (OXYZ)
(Fig.2.34). In raport cu acest sistem, orientarea in spatiu a elementului de bari este
definitd de versorii Ay, Ay, A, atasati barei dupa directia pozitiva a sistemului de axe
local barei (axyz) asa cum este prezentat in figura 2.34. Vectorul A, se poate obtine
simplu ca §i in cazul structurilor plane:

A =%Xub (2.191)

unde X, =X, - X, iar

L =||Xab = (ngxab)l/z = \/(Xb -X, )2 + (Yb -7, )2 + (Zb -Z, )2 (2.192)
si reprezintd lungimea elementului de bard in configuratia initiald (nedeformata).
Pentru definirea celorlalti doi vectori A, si A, este necesar definirea in planul median
al barei xaz a unui vector v astfel incat cei doi vectori pot fi exprimati astfel:

_ VXh,
" x| (2.193)
h,=h, Xk,
Avand definite componentele triedrului:
r=[kx A, xz]f (2.194)

orientarea barei 1n raport cu sistemul de axe global este complet definitd. Triedrul
definit de relatia (2.194) corespunde unei matrici de rotatie utilizata la exprimarea
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vectorilor deplasari si eforturi din sistemul global in sistemul local de coordonate.
in cazul unui element de bara de cadru spatial cu 6 grade de libertate asociate unui
nod, 3 translatii si 3 rotatii, (Fig. 2.35), aceastd matrice de transformare are
urmatoarea forma:

r, 0 0 0
0 ry 0
0 0 ry,, 0
0 0 0 ry,

Ry =

(2.195)

zZ

Fig. 2.34. Elementul de bara spatial in configuratia initiald nedeformata.

Stabilirea unei forme sistematizate a matricei R in care toate elementele sa fie
exprimate in functie de un numar restrans de date este prezentata in continuare. Se
observa cd intr-o extremitate a barei intervin cate doi vectori de céite trei
componente dirijate dupa axele sistemului de referintd local, anume un vector cu
trei componente-forte sau deplaséri liniare §i un vector cu trei componente-
momente sau rotiri. Spre a trece de la un sistem de referinta la celalalt, este necesar
sa se efectueze transformarea pentru fiecare din acesti doi vectori, prin intermediul
matricei de transformare r de dimensiuni (3x3), care permite exprimareca
componentelor intr-un sistem de axe, In functie de componentele din celalalt
sistem.
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Fig. 2.35. Setul fundamental al deplasarilor si eforturilor pentru bara dreapta de
cadru spatial

Daca v este matricea coloana a componentelor in sistemul de axe propriu al
barei, iar V este matricea coloand a componentelor in sistemul global, matricea de
transformare r se defineste sub forma:

/‘xx Axy xz
varV=lA, A, A V=P, o, AV 196
Azx /]zy zz

unde (/\xx Ay /\xz),(/\yx A, /\yz), (/\Z)c A, /\ZZ) reprezinti

componentele scalare (cosinusii directori) ale versorilor definiti de relatiile (2.191)
si (2.193). Deoarece matricea r se referd la un singur vector de trei componente,
pentru transfomarea eforturilor de capat, sau a deplasarilor de capat dintr-o
extremitate a barei este necesar sa se utilizeze doud asemnea matrice, iar pentru
ansamblul barei patru matrice, dispuse astfel incit sa multiplice succesiv vectorii.
Printr-o succesiune de transformari efectuate cu ajutorul unor rotiri in jurul cate
uneia din cele trei axe de referintd globala XYZ, se pot stabili elementele matricei r
in functie de cei trei cosinuti directori ai axei x (componentele scalare ale versorului
Ay, eliminand necesitatea de a stabili direct marimile cosinusilor directori pentru
fiecare dintre cele trei axe de referinta ale barei (Gheorghiu, 1980). Astfel, in cazul
general, cand orientarea axelor principale ale sectiunii barei si deci sistemul local
(xyz) sunt oarecare expresia pentru matricea de rotatie r este definitd de
urmatoarele relatii:

1 0 0 /1/])“/1 Ay ;xz/‘
r=(0 cosa sing|-——2= JA+AL -2 (2.197)
0 -sina cosa A+ AL X+ A
- xz 0 _ xx
A+ A% A+ AL
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unde cosinusii directori ai axei x au urmatoarele expresii:

_ Xy =X,
XX L
—_ Yb _Yu
w = (2.198)
3, =l
L

iar unghiul o reprezintd unghiul de rotire al axelor principale de inertie ale sectiunii
barei (considerata fard distorsiuni locale in lungul ei) in raport cu sistemul general
de axe (fig. 2.34). Definirea matricei de rotatie r cu relatia (2.197) este valabila in
toate situatiile cu exceptia cazului in care axa x este paraleld cu axa Y. In acest din
urma caz matricea de rotatie r este definitd de relatia:

1 0 0 0 A, O

xy

r=|0 cosa sinag|l-A, 0 0 (2.199)
0 -sina cosa 0 0 1

In cazul unei analize, in limitele micilor deplasari, relatiile de mai sus pot fi
utilizate pentru operatiile de transformare ale matricei de rigiditate din sistemul
local in sitemul global dar, in situatia in care deplasarile si rotirile se considera
finite, sunt necesare procedee specifice care au la bazd formulele lui Rodrigues
capabile sa considere necomutativitatea rotirilor fatd de un sistem de axe tri-
dimensional.

2.4.3 Calculul structurilor cu deplasari si rotiri mari. Transformari de
coordonate neliniare

Intrucat relatiile de transformare dintre deplasarile raportate la sistemul
coordonatelor de bazi si cele raportate la sistemul coordonatelor locale rezulta
neliniare efectul neliniaritatii geometrice globale, datorat modificarii configuratiei
geometrice a structurii, poate fi considerat prin translatia matricei de rigiditate
exprimata in deformatiile barei, in exprimare in functie de deplasérile nodale printr-
o transformare neliniara, si reactualizarea la fiecare etapd de calcul a configuratiei
geometrice a structurii in functie de deplasarile generalizate ale nodurilor structurii.
Reactualizarea geometriei structurii coroboratd cu un set de relatii de tip “secant”
de determinare a fortelor interne raportate la forma deformata a structurii este
necesard in vederea determinarii fortelor neechilibrate la nivel de structurd si
corectarea acestora printr-un procedeu iterativ adecvat. In timpul procesului de
incarcare sectiunile de capdt ale elementului de bara sapatial se vor roti in spatiu.
Orientarea acestor sectiuni poate fi definitd pe baza unui sistem triversor atasat, si a
caror orientare 1n spatiu este determinatd de deplasarile si rotirile globale nodale
inregistrate 1n timpul procesului de incércare, conform cu figura 2.36:
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n, = [nn np, n13]
n, =[“11 n; nn]
Pentru configuratia initiala (nedeformata) sistemul de versori de mai sus sunt

echivalenti cu sistemul de versori ce definesc sistemul local de axe al elementului
in configuratia nedeformata:

(2.200)

n,=n,=r (2.201)
Intrucat versorul A defineste orientarea axei elementului componentele n,,si
n , ai sistemului de versori atasati capetelor elementului de bara vor fi definiti ca

tangenti axei deformate a elementului de bara, fig. 2.36, componentele 2 si 3
definesc orientarea sistemului de axe local (3,z) de la capetele elementului in
configuratia rotita.

Fig. 2.36. Sistemul triversor asociat sectiunilor de capat ale elementului de bara.

Definind in continuare, pentru fiecare nod al elementului, vectorul de rotatie 0 care
are ca si componente rotirile nodale globale, 0 = [6’X o, 6?2] , reactualizarea
sistemului de versori m,sin, poate fi realizata prin rotirea triedrului r cu vectorii
de rotatie nodali definiti mai sus astfel:

n;, = R(el )n10 = R(el )r

(2.202)

n, = R(GJ )nJO = R(GJ )r
In relatiile de mai sus s-a considerat ca si configuratie de referintd configuratia
initiald nedeformata. In cazul in care se considerd ultima configuratie de echilibru,
notata cu k-1 ca si configuratie de referinta relatiile pe baza carora se reactualizeaza

sistemul de versori n; §i n; In configuratia & sunt:
n,, = R(Ael )nl,k-l

2.203
n;, = R(AGJ )nJ,k—l ( )
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unde cu AB s-a notat incrementul de rotire iar R reprezintd matricea de rotatie
construita pe baza formulei lui Rodrigues.

O bara, element constitutiv al unei structuri, este raportatd la trei sisteme de
coordonate: sistemul coordonatelor de bazd ale -elementului, fig. 2.37,
corespunzator deformatiilor si fortelor:

usla, a . A 6] (2.204)

m by my, f x My J
sistemul coordonatelor de element (locale) corespunzator deplasarilor si rotirilor
nodale:

a,, a,

az

g= I_may m

az

,u=lua v, w, 6, 6, 6, u, v, w, 6, 6, BbZJ,

a a ax ay az

si sistemul coordonatelor de sistem (globale), fig. 2.37, corespunzator deplasarilor
si fortelor pe directiile coordonatelor globale ale sistemului de referinta:

g u= I_Ua Va Wa Oax an eaz Ub Vb Wb ebx Oby ebz
gf= Fax Fay Faz Max May Maz Fbx Fby sz be Mby sz
(2.205)
ny;
y
Y ¥ oa,
A
4 —]
- - - - —
n 1]
L a
bz
i
il
Configuratia de echilibru I Ll
anterioara aplicarii 1
incarcarilor . - ol
o, aay a H
a by

Fig. 2.37. Sisteme de coordonate pentru elementul de bara spatial. (a) Sistemul
global; (b) Sistemul coordonatelor de baza.

In formularea procedeelor de obtinere a raspunsului neliniar al structurilor in
cadre cu deplasari si rotiri finite trebuie facuta distinctie intre sistemul de referinta
global, in raport cu care se face verificarea conditiilor de echilibru prin
compatibilitatea deformatei si echilibrul static al nodurilor, si sistemul
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coordonatelor de bazd ale elementului, utilizat pentru cuantificarea energiei
potentiale de deformatie Inmagazinate:

d=Kk_ u (2.206)
unde cu [k s-a notat matricea de rigiditate tangentd de dimensiuni (6x6) a
elementului in sistemul coordonatelor de bazd. Trebuie specificat faptul ca in cazul
deplasarilor si rotirilor finite, relatiile de transformare dintre coordonatele de baza
si coordonatele locale rezulta neliniare (Izzudin&Smith, 1996):

u=g¢(,u) (2.207)

Procedeul descris in continuare este unul incremental considerandu-se ca sistem
de referintd ultima configuratie de echilibru a elementului. Deplasarile nodale
globale (totale-acumulate pana la pasul curent de Incircare) definesc orientarea
axei elementelor la pasul curent de incarcare, n;, In timp ce rotirile nodale globale
incrementale (©,, ©,, ©.) definesc un vector unic © utilizat ca si argument in
matricea de rotatie R pentru reactualizarea sistemului de axe local (yz) de la
capetele elementului de bara (Izzudin, 2001)'
aZ Vi )

ant

nb3[

nzal Z

j=l1

(
(
> (R,
(

( bt/

k

a3/)

anJ)

bl/ nb3/)

)

(2.208)

unde R = R(G)a), R, = R(G)b) sunt matricele de rotatie asociate nodurilor a

respectiv » avand urmatoarele expresii:

2 2
_ eay + Haz _ G) + eaxeay + Oaxe
2 az , 22 ay 2
0,0, 02 +0 0,0.
RO,)=| 0, +—2¢ |-Ze e _g 4+_9= (2.209)
a az 2 2 , 2
0,0 9%, +0},
-0, +% @M.pu
Y 2 2 2
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©, *6, 9,9, 0,0
_yT - @bz + y @by 4 b be
9,0 0. +0O: 0,0,
R(@b): o, 4Ty 1-— "k -Q, + 272 1 (2.210)
2 2 2
2 2
- Ob + eb)cG)bz @bx + Gbyebz 1_ Gbx + Gby
.2 2 2]
iar k_lnaz, k_lna3, n b2 “n »3 Teprezintd vectorii de orientare ai sistemului de

axe local (yz) de la capetele a respectiv b a elementului, corespunzatori
configuratiei de echilibru -1, ortogonali axei elementului definita de vectorul “'n;.

k . A o e « ee e A s .
Vectorul “n,,este determinat in scopul evaludrii rotirii elementului in jurul axei

proprii. In relatiile de mai sus se poate observa ci din expresia completd a matricei
de rotatie datd de relatia (23) sau retinut doar primii trei termeni. Avand in vedere
natura incrementald a componentelor rotiri utilizate in relatiile de mai sus, erorile
induse prin aceasta trunchiere pot fi minimizate prin simpla reducere a numarului
de incremente de Incarcare considerate. Avand cunsocute deplasdrile nodale
globale si vectorii de orientare a sistemului local de axe stabiliti pe baza relatiilor
incrementele de deformatii in sistemul coordonatelor de baza ale elementelor se pot
obtine pe baza urmatoarelor relatii:

P e TR s A )

2.211
1 7 7 7 (2.211)
3
5aay :_z knltknaZt
i=1
3
5aaz = _z knl,[kna3,[ (2212)

3
- k k
06, _Z( n,;; n23,i)
i=1
Diferentiind relatiile de mai sus, relatiile cinematice incrementale ce se pot stabili
intre vectorul deformatiilor in sistemul de bazd al elementului ,u cu vectorul
deplsarilor globale in sistemul coordonatelor de sistem ,urezultd de urmatoarea

forma:
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acuj

ou=

c

ou=T,0.u,j=1,..6,k1,...12 (2.213)
Uk

unde T, este matricea de transformare de dimensiuni 12x6, iar vectorii ,u si
Jusunt dati de relatiile 2.207 respectiv 2.205. Pe considerente de echilibru,

vectorii fortelor in cele doua sisteme sunt relationate astfel:

S=T, f (2.214)
Derivand in continuare ambii membrii ai relatiei de mai sus obtinem:
O f=T,0f+3r, f (2.215)
si care mai poate fi scrisa:
—mT T
of=T, kT O0u+drl, f (2.216)
Matricea T; din relatia de mai sus poate fi evaluata astfel:
T
’ ang 0° u,
ar,, = ou, =| —<"—| o, (2.217)
d,u, d,u,d,u,

Inlocuind relatia (2.17) in relatia (2.16) rezulti urmatoarea expresie pentru vectorul
fortelor in sistemul global de referinta:

6
df :[TCTngTCg +ngcka5gu (2.218)
k=1
‘u
unde g ik =ﬁ, (,j=1,...,12; k=1,...,6) iar
grj gk

6
k, = Tcz, KT, + Zg . I, reprezintd matricea de rigiditate tangenta in sistemul
=
global de referinta al structurii.
In cazul particular al structurilor plane, se pot utiliza urmatoarele relatii
neliniare Intre vectorul deformatiilor in coordonatele de bazad ale elementelor si
vectorul deplasarilor in sistemul global de referinta (Chen&Toma, 1994), Fig. 2.38:

+V, =V
a, =a,+0, —arctan-20 b e

+V, =V
a, =a,+0,, —arctan—yo b_a (2.219)
A= (2X0 +Ub _Ua)(Ub _Ua)+(2y0 +Vb _Va)(Vb _Va)

L,+L
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Uy

Fig. 2.38. Transformari de coordonate neliniare. Cazul plan.

In acest caz relatia incrementala intre vectorul fortelor si cel al deplasirilor in
cooordonate globale se scrie:

5f=(T. KT, +gm, +g,m, +g,f.)d,u (2.220)

cg ¢
unde matricele de transformare T, si g (=1,2,3) se pot obtine usor prin
particularizarea relatiilor 2.217 si 2.218:

-s/L ¢/L 1 s/L —-c¢/L 0

T,=|-s/L ¢/L 0 s/L —c/L 1 (2.221)
—-c -s 0 ¢ s 0
[—2s¢ *-s* 0 2sc —(02 —S2) 0]
2cs 0 —(02 —s2) —2sc 0
1 0 0 0 0
B8 :? —2sc c’ -5’ 0 (2:222)
simetric 2sc 0
0
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s —sc 0 -s sc 0
c’ sc —c> 0
1 0 0 0
g, = 7 R (2.223)
simetric ¢ 0
L 0_

unde s-a notat cu s=sin(a), c=cos(a), Fig. 2.38.

2.4.4 Etapele analizei incremental-iterative

Pentru structurile cu comportare neliniard caracteristicile de rigiditate si
deformabilitate ale elementelor structurii nu sunt cunoscute initial pentru o anumita
marime totald a vectorului fortelor nodale, astfel incat solutia raspunsului neliniar
al structurii nu se poate obtine direct. La rezolvarea problemelor neliniare se aplica
in mod obisnuit unul dintre urmatoarele tipuri de procedee de calcul: (1) procedee
simplu incrementale; (2) procedee iterative avand la bazd metoda Newton de
rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare; si (3) procedee mixte sau incremental-
iterative in care solutia prolemei este obtinutd prin combinarea celor doud
procedee, adicé la fiecare ciclu de calcul (treaptd de incércare) fortele neechilibrate
se corecteazd aplicind un procedeu iterativ. In cadrul procedeelor din prima
categorie comportarea neliniard a structurii pe parcursul ciclurile de calcul este
inlocuitd printr-o succesiune de intervale cu comportare liniarizatd care se
indeparteaza progresiv de curba reald de comportare neliniard. Astfel desi mai
simplu de implementat din punct de vedere numeric aceste metode nu asigura
echilibrul static al nodurilor §i pentru structuri cu deplasari si rotiri mari erorile se
pot acumula foarte mult in timpul ciclurilor de incarcare conducénd la solutii
incompatibile cu solutia reald. Pe de altd parte in cadrul procedeelor iterative pot
apdrea dificultati de convergenta in stabilirea corecta a configuratiei de echilibru, n
locul unei configuratii de echilibru stabil, convergenta poate indica o altd
configuratie de echilibru nestabild, ceea ce constituie un rezultat eronat. Din acest
motiv, pentru rezolvarea structurilor cu un pronuntat caracter neliniar, se prefera
aplicarea procedeele incremental-iterative in cadrul carora solutia este obtinuta prin
aplicarea unor trepte de Incarcare sau deplaséri si corectarea rezultatelor in cadrul
procedeelor iterative aplicate in interiorul fiecarui ciclu de calcul. In acest caz, daca
procesul este convergent, atunci in final vor fi satisfacute pentru cresterea de
sarcind sau deplasare aleasa atét ecuatiile neliniare de compatibilitate cat si cele de
echilibru static. In cadrul procedeelor incremental-iterative configuratia finald de
echilibru este obtinutd dupa un numaér oarecare de pasi cu aplicarea unor corectii de
echilibru 1n interiorul acestor pasi de calcul. Analiza se poate face alegdnd un pas
constant fie pentru incarcare si in acest caz controlul solutiei se defineste prin
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marimea fortelor incrementale aplicate sau se poate alege un pas constant pentru
deplasdri si in acest caz solutia este controlatd de deplasdrile incrementale
considerate. Exista si alte metode imbunatatite de alegere a pasului, cum ar fi cele
mixte sau cele bazate pe “lungimea de arc” (v. cap.3). Dupa fiecare asemenea pas,
sau dupa cativa pasi, se calculeaza dezechilibrul dintre fortele/deplasarile aplicate si
cele necesare pentru mentinerea configuratiei deformate obtinutd in acel moment.
Corectia gasita se aplica sistemului astfel Incat sd se revind pe curba reald de
echilibru.

Fiecare ciclu de calcul din cadrul acestor procedee incremental-iterative,
presupune parcurgerea urmitoarelor etape de calcul. Intr-o prima etapi, numiti
etapa predictor, se determind predictia deplasdrilor incrementale, prin rezolvarea
sistemului ecuatiilor de conditie asamblat la nivelul intregii structuri:

K,U="P-'P

unde matricea de rigiditate incrementala sau tangenta, K7, se obtine prin insumarea
matricelor de rigiditate transformate in coordonatele de sistem, corespunzitoare
fiecarui element constitutiv al structurii, U reprezintd vectorul deplasarilor
incrementale globale corespunzator configuratiei deformate C, necunoscute din
configuratia C; cunoscuti, iar vectorii °P si 'P reprezinti vectorii fortelor exterioare
nodale globale ce actioneaza asupra structurii in configuratiile C; respectiv C,.
Aceasta etapa este aplicatd la nivelul structurii.

Spatiul configuratiilor
neechlibrate-plan tangent

patiul configuratiiilor de
echilibru-suprafata curba

Fig. 2.39. Metode de tip predictor-corector.

Matricea de rigiditate Kr este utilizatd la determinarea variatiei vectorului solutie
dx considerat ca si un element din spatiul liniar al configuratiilor neechilibarte
(iterative) figurat simbolic in Fig.2.39 ca un plan tangent la spatiul configuratiilor
neliniare de echlibru in punctul x. Trebuie mentionat faptul ca, in principiu, in
aceasta etapa, nu este necesard determinarea matricei de rigiditate incrementala Ky
cu maxima acuratete Intrucat aceasta nu influenteaza exactitatea solutiei finale ci
doar viteza de convergenta si directia de cautare in spatiul deplasarilor (Fig.2.39).
Referindu-ne la Fig.2.39 o noud aproximatie a vectorului solutie x se obtine prin
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determinarea unei corectii, punctul x+ax in planul tangent, si proiectia acesteia in
spatiul neliniar al configuratiilor de echilibru. Cu toate acestea in cazul unor
structuri cu deplasari si rotiri mari utilizarea unei matrici de rigiditate tangente
capabile sa surprinda efectele deplasarilor de corp rigid ale elementelor structurii
din configuratia C, in configuratia C, este esentiala pentru asigurarea convergentei
(Yang, s.al., 2003). Referindu-ne la formularea Lagrangeana actualizatd, adoptata
la deducerea relatiilor incrementale de echilibru, este de preferat introducerea
matricei de rigidate geometricd 1n expresia matricei de rigidate tangentd cu care se
face predictia deplasarilor si care intruneste aceste caracteristici (rigid body
qualified):
K, =K, +K,

unde s-a notat cu K, matricea de rigiditate tangentd corespunzatoare deformatiilor
de element iar K, reprezintd matricea de rigiditate geometricad corespunzatoare
eforturilor initiale, ambele raportate la ultima configuratie de echilibru cunoscuta.

Neliniaritatea problemei implicd totusi ca pentru cresterile determinate ale
deplasarilor, cresterea obtinutd pentru eforturile interne ale structurii sa nu fie in
general 1n echilibru cu fortele exterioare aplicate. Avand o prima estimare a
deplasdrilor incrementale globale U pot fi calculate deplasdrile incrementale la
nivel de element u, raportate la sistemul de referinta local corespunzator
configuratiei C; si de asemenea fortele locale din noduri. Aceasta reprezintd cea de
a doua etapd in cadrul procesului incremental-iterativ numitd etapa corector.
Aceastd etapa este condusa la nivel de element si consta in reactualizarea
eforturilor nodale pentru fiecare element al structurii pe baza deplasarilor
incrementale locale u. Acuratetea cu care se determina aceste forte este esentiala in
determinarea raspunsului final al structurii. Motivul pentru care acestei etape
trebuie sd i se acorde o atentie deosebita rezida in faptul cd generarea unor forte
eronate atrage dupa sine forte nodale neechilibrate eronate, eliminarea acestora in
cadrul unui procedeu iterativ chiar convergent putidnd indica o configuratie de
echilibru eronati. In cadrul acestei etape tratarea adecvatd a deplasarilor si rotirilor
de corp rigid al elementelor este de maxima importanta, intrucat aceste deplasari
afecteazd atdt calcularea fortelor incrementale cat si reactulaizarea eforturilor
initiale pentru fiecare element. Astfel, la reactulaizare fortelor interne trebuie sa se
tind seama de urmatoarea regula cu privire la tratarea deplasarilor si rotirilor de
corp rigid (Yang, s.al., 2003): pentru un element de bara care executa o migcare de
corp rigid fortele initiale care actioneaza asupra elementului trebuie sa se roteasca
urmarind rotirile de corp rigid in timp ce magnitudinea lor ramdane nemodificatd.
Aceasti regula este ilustrata in Fig.2.40 pentru cazul unui element de bari plan. In
acest fel, este mentinut echilibrul in pozitia deformata si prin urmare, in cadrul unui
ciclu de calcul, eforturile incrementale provin doar datorita deformatiilor interne
elementului u, obtinute prin eliminarea deplasarilor si rotirilor de corp rigid din
vectorul deplasarilor incrementale nodale u:

2=t + (i, + Kk, Ju, (2.224)
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Fig.2.40. Element plan: (a) inainte (b) dupa rotirea de corp rigid.

unde *f si 'f reprezinti vectorul fortelor nodale interne corespunzitoare
configuratiilor C, repsectiv C;, k. matricea de rigiditate elastica, k, matricea de

rigiditate geometrica.

Fig. 2.41. Vectorul deplasarilor incrementale raportat la confguratia C, in
formularea UL.
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(a) Planul (XY)

(b) Planul (ZX)

Fig. 2.42. Deformatiile de baza ale elementului in planurile (X7) si (ZX)

A _ T
Notéand cu u—[ua v, w, 8, 6, 6, u, v, w, 6, 6, sz]
vectorul deplasarilor incrementale raportate la sistemul de referintd asociat
configuratiei de echlinbru C,, Fig.2.41, vectorul deformatiilor de baza ale

elementului se poate scrie:
un=[0 00a, a, a, & 00 a, a, a,] (@225

ya za

unde:
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axa = Hxa - ¢xr
aya = Bya + qoyr

aZ(I = 92(1 - ¢Z}’

a,= be Q. (2.226)
ayb = eyb + wyr

azb = 02}7 - ¢zr

Ax =L,-L,

L,, L, reprezentind lungimile elementului corespunzitor configuratiilor C,
respectiv C iar cu @, ¢, ,@, s-au notat rotirile de corp rigid ale elementului de

bara. Acestea pot fi exprimate in functie de deplasdrile relative ale elementului de
bara raportate la configuratia de referinta C, astfel (Fig.2.42):

qoxr = %(gxa + Bxb)

Wy =W,

@, = arctan £ (2.227)
' (L1 tu, —u, )2 W _Va)zll/2
@, = arctan Y ~ Y —
(Ll +ub _ua)2 +(Wb _Wu)2]

Avéand determinate deplasdrile incrementale, reactualizarea geometriei structurii
poate fi efectuata prin recalcularea coordonatelor nodale si a matricelor de rotatie
ale elementelor componete ale structurii aplicand unul din procedeele descrise in
cadrul paragrafului 2.43. Aceastd etapa numita reactualizarea geometriei structurii
impreund cu etapa corector descrisd mai sus permite determinarea fortelor nodale
interne structurii care de regula nu se afla in echilibru cu cele exterioare date.
Verificarea echlibrului reprezinta ultima etapa din cadrul procedeelor incremental-
iterative §i constd in insumarea tututror fortelor interne nodale, tranformarea
acesora in sistemul global de referinta si compararea acestora cu fortele exterioare
date. In cadrul procesului iterativ aceste forte neechilibrate sunt aplicate succesiv
pe structura pana cand diferenta dintre fortele exterioare si interne devine
neglijabila in limitele unei tolerante de calcul impuse. Pentru exemplificarea
modului de aplicare concretd a formularilor precedente la determinarea rapsunsului
neliniar al structurilor cu deplasari si rotiri mari, in continuare, sunt prezentate
etapele descrise mai sus intr-o forma succintd. Algoritmul de conducere a analizei
are la baza metoda pasilor controlati de “lucrul mecanic” (Yang, s.al., 1985) care
asigura ajustarea automatd a marimii incrementelor de incarcare in functie de
nivelul de degradare a rigiditatii structurii si aplicarea metodei Newton-Raphson in
interiorul fiecarui ciclu. Metode de conducere a analizei capabile sa determine
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raspunsul neliniar si In domeniul post-critic vor fi prezentate in detaliu in cadrul
capitolului 3. De asemenea se considerd cazul in care fortele au un carcter
conservativ si aplicate proportional pe structurd-toate fortele cresc functie de un
singur parametru. Cazul aplicarii neproportionale ale fortelor poate fi tratat in mod
similar grupand aceste forte in secvente de Incarcare separate §i aplicate succesiv
pe structura.

Se presupune ci pozitia C, a structurii, in echilibru static cu fortele exterioare
'P, a fost determinati; se aplica o noud crestere de sarcind AMAP a cérei intensitate,
pe parcursul fiecarui increment de incarcare, este controlatd de conditia de lucru
mecanic constant (AW=const) (Fig.2.43), incarcarea totala corespunzatoare pasului
curent fiind *P:

AP =lP
n

AA :A—W
APAu(g
2P='P + A I\P

si unde cu AP s-a notat incrementul fortelor exterioare de referintd obtinut prin
divizarea vectorului fortelor totale P cu parametrul #.

(2.228)

Pasul 1: La inceputul fiecarui increment de incdrcare sunt alcatuite matricele de
rigiditate elasticd si geometrica pentru fiecare element component al structurii.

Pa
S L
ANAP Kr/ A4-------- i AR
I . u
| Au, AW =APDu, M
P LU
U ‘U

Fig. 2.43. Conducerea analizei cu control in lucru mecanic (AW=constant).
Aceste matrici sunt alcatuite in sistemul de coordonate local elementelor. Pentru

fiecare element este formatd matricea de rigiditate incrementala (tangenta) prin
insumarea matricelor elastice si geometrice. Aceastd matrice este transformata din
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sistemul local al elementelor in sistemul global de referintd al structurii si
asamblatd in matricea de rigiditate globalda a structurii prin insumarea tuturor
matricelor de rigiditate ale elementelor. Matricea de rigiditate tangenta globala este
factorizata si sunt determinate In continuare deplasérile generalizate raportate la
sistemul global de referintd numite in continuare deplasiri globale. Matematic
procedura descrisd mai sus poate fi sumarizata astfel:

k., =k, +k,

kTg =1ReTkTe : Re

K, =) Ky, (2.229)
i=1
AP =K ;Au;,

unde cu 'R, s-a notat matricea de transformare (rotatie) de la componentele din
sistemul global la componentele in sistemul local corespunzator configuratiei Cj,
iar m reprezintda numarul de bare al structurii analizate. Vectorul deplasarilor

incrementale de referinta Au; este scalat cu factorul AA rezultind vectorul

deplasdrilor globale generalizate corespunzator nivelului de incarcare curent:

Au, = AAAu’, (2.230)
Pasul 2: Pentru fiecare element, deplasarile globale incrementale sunt utilizate
pentru reactualizarea coordonatelor nodurilor si recalcularea lungimilor
elementelor:

*U='U+Au,

2X='X +Au (2.231)
unde in vectorul X sunt colectate coordonatele nodurilor structurii, U contine
deplasérile totale ale nodurilor structurii, iar vectorul Au;con‘gine deplasérile

incrementale globale corepunzitoare gradelor de libertate asociate translatiior.
Pentru fiecare element deplasarile incrementale globale sunt raportate la sistemul
local de referintd corespunzétor ultimei configuratii de echilibru C; fiind atunci
numite deplasari locale:

=1
Au, =R, Au, (2.232)
Avand determinat vectorul deplsarilor locale si lungimile reactualizate ale fiecarui
element se estimeaza incrementul fortelor interne locale din noduri in echilibru cu

deformatiile interne Au,:
Af, = (k;, +kg, Jpu,, (2.233)

unde Au, reprezintd vectorul deformatiilor interne elementului obtinut prin
eliminarea deplasarilor si rotirilor de corp rigid din vectorul deplasarilor locale.
Vectorul fortelor incrementale interne este adaugat la vectorul fortelor nodale
existente in configuratia de echilibru precedenta (C,) obtinandu-se vectoul fortelor
nodale totale corespunzitoare configuratiei C,:
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’f,='f, +Af, (2.234)

Pasul 3: Pentru fiecare element, deplasarile incrementale locale sunt utilizate
pentru reactualizarea sistemelor de axe locale si deci recalcularea matricei de
rotatie R, corepunzitoare noii configuratii C,.

Pasul 4: Pentru fiecare element fortele nodale interne, raportate la sistemul de axe
corespunzator configuratiei C,, sunt exprimate in functie de sistemul general de
referintd si insumate rezultand vectorul fortelor nodale interne totale la nivel de
structura:

’F,="R,’f

*F=)"F, (2.235)

Pasul 5: Diferenta dintre sarcinile aplicate P si fortele nodale determinate °F se
noteazd cu AR. Corectia deplasarilor corespunzand acestui dezechilibru se
estimeaza prin ecuatia:

AR =K Au, (2.236)

unde K7 este matricea de rigiditate tangentd globala a structurii a carei valoare
poate fi modificatd la incheierea fiecarei iteratii sau mentinutd constantd pe
parcursul procesului iterativ. Determinarea pentru fiecare ciclu al iteratiei, a
matricei de rigiditate si refactorizarea acesteia pentru determinarea deplasarilor
conduce la un efort de calcul costisitor, astfel incat deseori se preferd mentinerea
matricei de rigiditate constantd pe parcursul procesului iterativ, fiind insa necesar
un numar sporit de iteratii. Cu corectia deplasarilor astfel determinata, procesul
complet se repetd Incepand cu pasul 2. Procesul iterativ se continud pana cand
dezechilibrul devine neglijabil. Verificarea echilibrului se face considerand o
valoare prestabilitd pentru toleranta (€) de inchidere a iteratiilor si aplicarea unui
criteriu de convergentd, cel mai adesea fiind aplicatd norma Euclidiana asupra
fortelor reziduale (AR):

|AR| =VARTAR < & (2.237)

In aplicarea acestui criteriu, componentele forti si moment incovoietor sunt tratate
ca §i grupuri separate iar convergenta se considerda realizatd cand (2.237) este
satisfacuta simultan si independent pentru fiecare grup.
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