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Spatii vectoriale. Subspatii liniare. Baza si dimensiune.

Definitie

Fie K = R sau K = C. Un triplet de forma (V,+,-) se numeste spatiu vectorial (spatiu

liniar) peste K, dacd multimea V este nevid3 si operatiile

+:VxV =V, (x,y)— x+y (adunarea vectorilor)
:KxV =V, (ax)— ax (inmultirea cu scalari)

sadisfac urmatoarele proprietati:

1.

2
3
4
5
6
7
8

(x+y)+z=z+(y+2), Vx,y,z€ V

. Existd un element 0 € V astfel incit x + 0 =0+ x = x

. Vx € V, existd un element (—x) € V astfel incat x + (—x) = (—x) +x =0
. X+y=y+x Vx,yeV

a(x+y)=ax+ay, Va e K,¥x,y € V

. (a+B)x =ax+ Bx, Va,B € K,Vx € V

. (af)x = a(Bx), Vo, B € K,Vx € V

. 1-x=x,Vx €V, unde 1 este elementul neutru in K.
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Spatii vectoriale. Exemple

Observatie. Se observd din primele patru axiome c3 (V,+) trebuie s3 fie un grup
comutativ.

Exemple de spatii vectoriale peste K.

a) (K,+,-), unde + si - sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire in R (C).
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Spatii vectoriale. Exemple

Observatie. Se observd din primele patru axiome c3 (V,+) trebuie s3 fie un grup
comutativ.

Exemple de spatii vectoriale peste K.
a) (K,+,-), unde + si -

b) (K", +,-), unde + si -
produsul Cartezian K".

sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire in R (C).

sunt operatiile uzuale de adunare si inmutire cu scalari pe
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Spatii vectoriale. Exemple

Observatie. Se observd din primele patru axiome c3 (V,+) trebuie s3 fie un grup
comutativ.

Exemple de spatii vectoriale peste K.
a) (K,+,-), unde + si -

b) (K", +,-), unde + si -
produsul Cartezian K”.

sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire in R (C).
sunt operatiile uzuale de adunare si inmutire cu scalari pe

c) (Mm,n(K),+,-), unde + reprezints adunarea naturald a matricilor, iar - iTnmultirea
uzuald cu scalari.
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Spatii vectoriale. Exemple

Observatie. Se observd din primele patru axiome c3 (V, +) trebuie s3 fie un grup
comutativ.

Exemple de spatii vectoriale peste K.

a) (K,+,-), unde + si - sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire in R (C).

b) (K", +,-), unde + si - sunt operatiile uzuale de adunare si inmutire cu scalari pe
produsul Cartezian K”.

c) (Mm,n(K),+,-), unde + reprezints adunarea naturald a matricilor, iar - iTnmultirea
uzuald cu scalari.

d) Fie D o multime arbitrard nevid3 si
F={f|f:D—K}.

Atunci (F,+,-), unde + este adunarea uzual3 a functiilor si - reprezint3 inmultirea
cu scalari este un spatiu vectorial peste K.
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Spatii vectoriale. Exemple

Observatie. Se observd din primele patru axiome c3 (V, +) trebuie s3 fie un grup
comutativ.

Exemple de spatii vectoriale peste K.
a) (K,+,-), unde + si - sunt operatiile uzuale de adunare si inmultire in R (C).

b) (K", +,-), unde + si - sunt operatiile uzuale de adunare si inmutire cu scalari pe
produsul Cartezian K”.

c) (Mm,n(K),+,-), unde + reprezints adunarea naturald a matricilor, iar - iTnmultirea
uzuald cu scalari.

d) Fie D o multime arbitrard nevid3 si
F={f|f:D—K}.

Atunci (F,+,-), unde + este adunarea uzual3 a functiilor si - reprezint3 inmultirea
cu scalari este un spatiu vectorial peste K.

d) Fie K[X] multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti din K si considerdm
submultimea polinoamelor de grad cel mult n. Mai precis,

Ka[X] ={P € K[X] | grad(P) < n}.
Atunci (K,[X], +, ) este un spatiu vectorial peste K.
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Alte proprietati. Subspatii liniare

Proprietati. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
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Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacid ax =ay sia#0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
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Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacid ax =ay sia#0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
5 a(x—y)=ax—ay Va e Ksi Vx,y € V.
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Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacid ax =ay sia#0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
5 a(x—y)=ax—ay Va e Ksi Vx,y € V.
6) (e —B)x=ax—PBxVa,B eKsiVx e V.

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebrs Curs 3 Spatii vectoriale

4/8



Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacid ax =ay sia#0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
5 a(x—y)=ax—ay Va e Ksi Vx,y € V.
6) (e —B)x=ax—PBxVa,B eKsiVx e V.

Definitie

Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. O submultime nevidi W C V se numeste
subspatiu liniar al ui V dacd

x,y € W

a8 K }:>ax+5y6 w.
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Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,") un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacd ax = ay si a # 0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
5 a(x—y)=ax—ay Va e Ksi Vx,y € V.
6) (a —pB)x =ax—PBx Va,B € KsiVx € V.

Definitie

Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. O submultime nevidi W C V se numeste
subspatiu liniar al ui V dacd

x,y € W
a8 K }:>ax+ﬁye w.

Observatii:

i) Dacd W este un subspatiu liniar al lui (V,+,), atunci (W, +,-) este un spatiu
vectorial peste K
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Alte proprietati. Subspatii liniare
Proprietati. Fie (V,+,") un spatiu vectorial peste K.
1) a € Ksi x € V. Atunci ax = 0 daca si numai daca x = 0 sau o = 0.
2) Dacd ax = fx si x # 0, atunci o = 3.
3) Dacd ax = ay si a # 0, atunci x = y.
4) a(—x) = (—a)x, Va e KsiVx € V.
5 a(x—y)=ax—ay Va e Ksi Vx,y € V.
6) (a —pB)x =ax—PBx Va,B € KsiVx € V.

Definitie

Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. O submultime nevidi W C V se numeste
subspatiu liniar al ui V dacd

x,y € W
a8 K }:>ax+ﬁye w.

Observatii:

i) Dacd W este un subspatiu liniar al lui (V,+,), atunci (W, +,-) este un spatiu
vectorial peste K

ii) Dacd W este un subspatiu liniar al lui (V,+,-), atunci 0 € W.
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Subspatii liniare. Exemple.

1) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Atunci {0} si V sunt subspatii liniare.
Acestea se numesc subspatii improprii sau triviale.

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebrs Curs 3 Spatii vectoriale 5/8



Subspatii liniare. Exemple.

1) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Atunci {0} si V sunt subspatii liniare.
Acestea se numesc subspatii improprii sau triviale.

2) Se considerd mulfimea

W= {x: (x1,x,x3)" € R? |X1—|—X2—|—X3:0}.

Atunci W este un subspatiu liniar al lui V = R3.
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Subspatii liniare. Exemple.

1) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Atunci {0} si V sunt subspatii liniare.
Acestea se numesc subspatii improprii sau triviale.

2) Se considerd mulfimea
W = {x = (xl,xz,X3)T cR® | x1 4% +x3 = 0}.

Atunci W este un subspatiu liniar al lui V = R3.
3) R:={x=x+40j| x € R} CC este un subspatiu liniar al lui (C,+, ).
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Subspatii liniare. Exemple.

1) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Atunci {0} si V sunt subspatii liniare.
Acestea se numesc subspatii improprii sau triviale.

2) Se considerd mulfimea
W = {x = (xl,xz,X3)T cR® | x1 4% +x3 = 0}.

Atunci W este un subspatiu liniar al lui V = R3.
3) R:={x=x+40j| x € R} CC este un subspatiu liniar al lui (C,+, ).
4) Fie i€ {1,2,...,n} fixat si

W = {X = (Xl,Xz, ceey Xiy ...7X,7)T c Rn | Xi = 0} .

Atunci W este un subspatiu liniar al lui (R”, +,-).
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Subspatii liniare. Exemple.

1) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Atunci {0} si V sunt subspatii liniare.
Acestea se numesc subspatii improprii sau triviale.

2) Se considerd mulfimea
W= {x = (x,xex) ER? x4+ +x5 = 0}.

Atunci W este un subspatiu liniar al lui V = R3.
3) R:={x=x+40j| x € R} CC este un subspatiu liniar al lui (C,+, ).
4) Fie i€ {1,2,...,n} fixat si

W = {X = (Xl,XQ,...,X,'7 ...7Xn)T e Rn | Xj = 0} .

Atunci W este un subspatiu liniar al lui (R”,+, ).

5) Fie A€ My q(R) si
W={xeR"|Ax =0}.

Atunci W este un subspatiu liniar al lui (R”, +,-).
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Combinatii liniare. Subspatii generate
Definitie
i) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K si M o submultime nevidd a lui V . Un

vector v € V care poate fi scris sub forma

V=o1v1+ oV + ... + QpVp,

cuvi € Msia; €K, i=1,n, ne€ N* se numeste combinatie liniara de elemente
din M.

i) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K si M o submultime a lui V. Definim

<M>:{v€V|v:a1v1+a2vz+...—|—anv,,, a €K, v;EM,i=1,nneN"

)

Obs. Dacid M # (0, atunci < M > este un subspatiu liniar (subspatiul generat de M).
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Combinatii liniare. Subspatii generate
Definitie

i) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K si M o submultime nevidd a lui V . Un
vector v € V care poate fi scris sub forma

V=o1v1+ oV + ... + QpVp,

cuvie€ Msia; €K, i=1,n, n€N* se numeste combinatie liniara de elemente
din M.

i) Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K si M o submultime a lui V. Definim

<M>:{v€V|v:a1v1+a2vz—|—...—|—a,,vn, a,-GK,v,-EM,i:ﬁ,neN*}

Obs. Dacid M # (0, atunci < M > este un subspatiu liniar (subspatiul generat de M).
Definitie
i) Spunem c& {v1, v», ..., vn} este o multime de genratori a spatiului vectorial V dac3
V=< vi,va,...,Vp > .

i) Spunem c3 spatiul vectorial V este finit generat dacd exists vi, ..., v, astfel incit
V =<wvi,..,vy >.

v
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Dependenta si independenta liniara
Definitie

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si vi € V, i =1, m. Spunem ci multimea {vi, va, ...vm}
este:

- liniar dependenta dac3 existd a1, ..., am nu toti egali cu O astfel incat

a1x) + aexe + ... + amXm = 0.

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebrs Curs 3 Spatii vectoriale 7/8



Dependenta si independenta liniara

Definitie

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si vi € V, i =1, m. Spunem ci multimea {vi, va, ...vm}
este:

- liniar dependenta dac3 existd a1, ..., am nu toti egali cu O astfel incat

a1x) + aexe + ... + amXm = 0.

- liniar independenta dacd
a1X1 + ... + AmXm = 0

implica

a1 =ap = ... = am = 0.

Exercitiu. Determinati dacd urmitoarele mulimi de vectori sunt liniar independente (li)
sau liniar dependente (Id):

a) {(172)7—7 (_173)7-} C RQ;
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Dependenta si independenta liniara
Definitie

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si vi € V, i =1, m. Spunem ci multimea {vi, va, ...vm}
este:

- liniar dependenta dac3 existd a1, ..., am nu toti egali cu O astfel incat

a1x) + aexe + ... + amXm = 0.

- liniar independenta dacd
a1X1 + ... + AmXm = 0
implica

a1 =ap = ... = am = 0.

Exercitiu. Determinati dacd urmitoarele multimi de vectori sunt liniar independente (li)
sau liniar dependente (Id):

a) {(1’2)7—7(_173)7—} C RQ;
b) {(1,1,1)7,(-5,5,5)",(0,0,0)"} C R?;
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Dependenta si independenta liniara
Definitie

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si vi € V, i =1, m. Spunem ci multimea {vi, va, ...vm}
este:

- liniar dependenta dac3 existd a1, ..., am nu toti egali cu O astfel incat

a1x) + aexe + ... + amXm = 0.

- liniar independenta dacd
a1X1 + ... + AmXm = 0
implica

a1 =ap = ... = am = 0.

Exercitiu. Determinati dacd urmitoarele multimi de vectori sunt liniar independente (li)
sau liniar dependente (Id):

a) {(1’2)7—7(_173)7—} C RQ;
b) {(1,1,1)7,(-5,5,5)",(0,0,0)"} C R?;
o {(1,1,1)7,(1,2,3)",(3,4,5)"} C R?

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebrs Curs 3 Spatii vectoriale 7/8



Baza. Dimensiune.

Definitie
Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem ci B este o baza pentru V daci
urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este liniar independent3;
i) V=<B>.

Observatie. O multime B este o baz3 pentru V dac3 si numai dac3 orice vector v € V
poate fi reprezentat in mod unic ca o combinatie liniard de elemente din B.
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Baza. Dimensiune.

Definitie
Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem ci B este o baza pentru V daci
urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este liniar independent3;

i) V=<B>.

Observatie. O multime B este o baz3 pentru V dac3 si numai dac3 orice vector v € V
poate fi reprezentat in mod unic ca o combinatie liniard de elemente din B.

Exerctiu. Ardtati cd B = {(1,0)",(0,1)7} este o bazi pentru R?. Ce puteti spune
despre B1 = {(1,1)7,(0,1)"}?
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Baza. Dimensiune.

Definitie
Fie (V,+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem ci B este o baza pentru V daci
urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este liniar independent3;

i) V=<B>.

Observatie. O multime B este o baz3 pentru V dac3 si numai dac3 orice vector v € V
poate fi reprezentat Tn mod unic ca o combinatie liniard de elemente din 5.

Exerctiu. Ardtati cd B = {(1,0)",(0,1)7} este o bazi pentru R?. Ce puteti spune
despre B1 = {(1,1)7,(0,1)"}?

Definitie

Spunem c3 dimensiunea spatiului vectorial V' este m, dacd admite o bazi cu m elemente.
Dacd V' nu admite baze cu un numdr finit de elemente, spune ca spatiul vectorial V este
infinit dimensional.
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