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Spaţii vectoriale. Subspaţii liniare. Bază şi dimensiune.

Definiţie

Fie K = R sau K = C. Un triplet de forma (V ,+, ·) se numeşte spaţiu vectorial (spaţiu
liniar) peste K, dacă mulţimea V este nevidă şi operaţiile

+ : V × V → V , (x , y)→ x + y (adunarea vectorilor)

· : K× V → V , (α, x)→ αx (̂ınmulţirea cu scalari)

sadisfac următoarele proprietăţi:

1. (x + y) + z = z + (y + z), ∀x , y , z ∈ V

2. Există un element 0 ∈ V astfel ı̂ncât x + 0 = 0 + x = x

3. ∀x ∈ V , există un element (−x) ∈ V astfel ı̂ncât x + (−x) = (−x) + x = 0

4. x + y = y + x, ∀x , y ∈ V

5. α(x + y) = αx + αy, ∀α ∈ K,∀x , y ∈ V

6. (α + β)x = αx + βx, ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ V

7. (αβ)x = α(βx), ∀α, β ∈ K,∀x ∈ V

8. 1 · x = x, ∀x ∈ V , unde 1 este elementul neutru ı̂n K.
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Spaţii vectoriale. Exemple
Observaţie. Se observă din primele patru axiome că (V ,+) trebuie să fie un grup
comutativ.

Exemple de spaţii vectoriale peste K.

a) (K,+, ·), unde + şi · sunt operaţiile uzuale de adunare şi ı̂nmulţire ı̂n R (C).

b) (Kn,+, ·), unde + şi · sunt operaţiile uzuale de adunare şi ı̂nmuţire cu scalari pe
produsul Cartezian Kn.

c) (Mm,n(K),+, ·), unde + reprezintă adunarea naturală a matricilor, iar · ı̂nmulţirea
uzuală cu scalari.

d) Fie D o mulţime arbitrară nevidă şi

F = {f | f : D → K} .

Atunci (F ,+, ·), unde + este adunarea uzuală a funcţiilor şi · reprezintă ı̂nmulţirea
cu scalari este un spaţiu vectorial peste K.

d) Fie K[X ] mulţimea tuturor polinoamelor cu coeficienţi din K şi considerăm
submulţimea polinoamelor de grad cel mult n. Mai precis,

Kn[X ] = {P ∈ K[X ] | grad(P) ≤ n} .

Atunci (Kn[X ],+, ·) este un spaţiu vectorial peste K.

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebră Curs 3 Spaţii vectoriale 3 / 8
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b) (Kn,+, ·), unde + şi · sunt operaţiile uzuale de adunare şi ı̂nmuţire cu scalari pe
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F = {f | f : D → K} .

Atunci (F ,+, ·), unde + este adunarea uzuală a funcţiilor şi · reprezintă ı̂nmulţirea
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Alte proprietăţi. Subspaţii liniare
Proprietăţi. Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial peste K.

1) α ∈ K şi x ∈ V . Atunci αx = 0 dacă şi numai dacă x = 0 sau α = 0.

2) Dacă αx = βx şi x 6= 0, atunci α = β.

3) Dacă αx = αy şi α 6= 0 , atunci x = y .

4) α(−x) = (−α)x , ∀α ∈ K şi ∀x ∈ V .

5) α(x − y) = αx − αy ∀α ∈ K şi ∀x , y ∈ V .

6) (α− β)x = αx − βx ∀α, β ∈ K şi ∀x ∈ V .

Definiţie

Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial peste K. O submulţime nevidă W ⊆ V se numeşte
subspaţiu liniar al lui V dacă

x , y ∈W
α, β ∈ K

}
⇒ αx + βy ∈W .

Observaţii:

i) Dacă W este un subspaţiu liniar al lui (V ,+, ·), atunci (W ,+, ·) este un spaţiu
vectorial peste K

ii) Dacă W este un subspaţiu liniar al lui (V ,+, ·), atunci 0 ∈W .
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Alte proprietăţi. Subspaţii liniare
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2) Dacă αx = βx şi x 6= 0, atunci α = β.
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ii) Dacă W este un subspaţiu liniar al lui (V ,+, ·), atunci 0 ∈W .

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebră Curs 3 Spaţii vectoriale 4 / 8
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3) Dacă αx = αy şi α 6= 0 , atunci x = y .

4) α(−x) = (−α)x , ∀α ∈ K şi ∀x ∈ V .

5) α(x − y) = αx − αy ∀α ∈ K şi ∀x , y ∈ V .

6) (α− β)x = αx − βx ∀α, β ∈ K şi ∀x ∈ V .

Definiţie
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Subspaţii liniare. Exemple.

1) Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial peste K. Atunci {0} şi V sunt subspaţii liniare.
Acestea se numesc subspaţii improprii sau triviale.

2) Se consideră mulţimea

W =
{
x = (x1, x2, x3)T ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0

}
.

Atunci W este un subspaţiu liniar al lui V = R3.

3) R := {x = x + 0j | x ∈ R} ⊂ C este un subspaţiu liniar al lui (C,+, ·).

4) Fie i ∈ {1, 2, ..., n} fixat şi

W =
{
x = (x1, x2, ..., xi , ..., xn)T ∈ Rn | xi = 0

}
.

Atunci W este un subspaţiu liniar al lui (Rn,+, ·).

5) Fie A ∈Mn,n(R) şi
W = {x ∈ Rn | Ax = 0} .

Atunci W este un subspaţiu liniar al lui (Rn,+, ·).
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Subspaţii liniare. Exemple.
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Atunci W este un subspaţiu liniar al lui (Rn,+, ·).

5) Fie A ∈Mn,n(R) şi
W = {x ∈ Rn | Ax = 0} .
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Combinaţii liniare. Subspaţii generate

Definiţie

i) Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial peste K şi M o submulţime nevidă a lui V . Un
vector v ∈ V care poate fi scris sub forma

v = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn,

cu vi ∈ M şi αi ∈ K, i = 1, n, n ∈ N∗ se numeşte combinaţie liniară de elemente
din M.

ii) Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial peste K şi M o submulţime a lui V . Definim

< M > =
{
v ∈ V | v = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn, αi ∈ K, vi ∈ M, i = 1, n, n ∈ N∗}

Obs. Dacă M 6= ∅, atunci < M > este un subspaţiu liniar (subspaţiul generat de M).

Definiţie

i) Spunem că {v1, v2, ..., vn} este o mulţime de genratori a spaţiului vectorial V dacă
V =< v1, v2, ..., vn > .

ii) Spunem că spaţiul vectorial V este finit generat dacă există v1, ..., vn astfel ı̂ncât
V =< v1, ..., vn >.
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V =< v1, ..., vn >.

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebră Curs 3 Spaţii vectoriale 6 / 8



Dependenţă şi independenţă liniară

Definiţie

Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial şi vi ∈ V , i = 1,m. Spunem că mulţimea {v1, v2, ...vm}
este:

- liniar dependentă dacă există α1, ..., αm nu toţi egali cu 0 astfel ı̂ncât

α1x1 + α2x2 + ....+ αmxm = 0.

- liniar independentă dacă
α1x1 + ...+ αmxm = 0

implică
α1 = α2 = ... = αm = 0.

Exerciţiu. Determinaţi dacă următoarele mulţimi de vectori sunt liniar independente (li)
sau liniar dependente (ld):

a)
{

(1, 2)T , (−1, 3)T
}
⊂ R2;

b)
{

(1, 1, 1)T , (−5, 5, 5)T , (0, 0, 0)T
}
⊂ R3;

c)
{

(1, 1, 1)T , (1, 2, 3)T , (3, 4, 5)T
}
⊂ R3;
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Exerciţiu. Determinaţi dacă următoarele mulţimi de vectori sunt liniar independente (li)
sau liniar dependente (ld):

a)
{

(1, 2)T , (−1, 3)T
}
⊂ R2;

b)
{

(1, 1, 1)T , (−5, 5, 5)T , (0, 0, 0)T
}
⊂ R3;

c)
{

(1, 1, 1)T , (1, 2, 3)T , (3, 4, 5)T
}
⊂ R3;

Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebră Curs 3 Spaţii vectoriale 7 / 8



Bază. Dimensiune.

Definiţie

Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial şi B ⊂ V . Spunem că B este o bază pentru V dacă
următoarele condiţii sunt satisfăcute:

i) Mulţimea B este liniar independentă;

ii) V =< B >.

Observaţie. O mulţime B este o bază pentru V dacă şi numai dacă orice vector v ∈ V
poate fi reprezentat ı̂n mod unic ca o combinaţie liniară de elemente din B.

Exercţiu. Arătaţi că B = {(1, 0)T , (0, 1)T} este o bază pentru R2. Ce puteţi spune
despre B1 = {(1, 1)T , (0, 1)T}?

Definiţie

Spunem că dimensiunea spaţiului vectorial V este m, dacă admite o bază cu m elemente.
Dacă V nu admite baze cu un număr finit de elemente, spune ca spaţiul vectorial V este
infinit dimensional.
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i) Mulţimea B este liniar independentă;
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Observaţie. O mulţime B este o bază pentru V dacă şi numai dacă orice vector v ∈ V
poate fi reprezentat ı̂n mod unic ca o combinaţie liniară de elemente din B.
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Spunem că dimensiunea spaţiului vectorial V este m, dacă admite o bază cu m elemente.
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