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Baza. Dimensiune. Produs scalar. Spatii Euclidiene



Baza si dimensiune (continuare).

Fie (V, 4+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem c3 muliimea B este o baza pentru
V daca urm3toarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este linear independents;
i) V=<B>.
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Baza si dimensiune (continuare).

Fie (V, 4+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem c3 muliimea B este o baza pentru
V' dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este linear independents;
i) V=<B>.

Spuem ca dimensiunea spatiului vectorial V este m dacd V admite o bazd cu m
elemente. Daca V nu admite o baz3d cu un nr. finit de elemente, spunem c3 V este
infinit dimensional.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Urm3toarele afirmatii sunt
adevdrate:

a) Dacd dim(V) = nsi {vi, v, ..., vo} este liniar independentd, atunci B = {vi,..., va}
este o bazd in V.
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Baza si dimensiune (continuare).

Fie (V, 4+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem c3 muliimea B este o baza pentru
V' dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este linear independents;
i) V=<B>.

Spuem ca dimensiunea spatiului vectorial V este m dacd V admite o bazd cu m
elemente. Daca V nu admite o baza cu un nr. finit de elemente, spunem ca V este
infinit dimensional.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Urm3toarele afirmatii sunt
adevarate:

a) Dacd dim(V) = nsi {vi, v, ..., vo} este liniar independentd, atunci B = {vi,..., va}
este o bazd in V.

b) Dacd dim(V) = nsi m > n, atunci orice mul{ime cu m elemente, {vi, ..., v} este
liniar dependenta.
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Baza si dimensiune (continuare).

Fie (V, 4+, ) un spatiu vectorial si B C V. Spunem c3 muliimea B este o baza pentru
V' dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

i) Multimea B este linear independents;
i) V=<B>.

Spuem ca dimensiunea spatiului vectorial V este m dacd V admite o bazd cu m
elemente. Daca V nu admite o baza cu un nr. finit de elemente, spunem ca V este
infinit dimensional.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K. Urm3toarele afirmatii sunt
adevarate:

a) Dacd dim(V) = nsi {vi, v, ..., vo} este liniar independentd, atunci B = {vi,..., va}
este o baza in V.

b) Dacd dim(V) = nsi m > n, atunci orice mul{ime cu m elemente, {vi, ..., v} este
liniar dependenta.

c) Dacd dim(V) =n, p < nsi {vi,...,v,} sunt vectori liniar independenti, atunci
existd u1,..,Un—p € V ad {v1,..., vp, U1, ..., Un—p} este o baz3 pentru V.
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Bazd si dimensiune (continuare)...

Exemple. Calculati dimensiunile urm3atoarelor spatii vectoriale. Pentru fiecare caz in
parte specificati cite o baz3i.

i) dimgR*;
i) dimsC;
iit) dimeC;
iv) dime{(x1, %, x3) € R® | x1 + x2 + x3 = 0}.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K cu dim(V) finit3. Fie Wi, W, C V
subspatii liniare. Atunci,

- Dimensiunea oricarui subspatiu linar este mai mica sau egald cu dimensiunea lui V
(dim(Wh) < dim(V)).
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Bazd si dimensiune (continuare)...

Exemple. Calculati dimensiunile urm3atoarelor spatii vectoriale. Pentru fiecare caz in
parte specificati cite o baz3i.

i) dimgR*;
i) dimgC;
it} dimeC;
iv) dimp{(x1,x2,x3) € R3 | x1 + x2 + x3 = 0}.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K cu dim(V) finit3. Fie Wi, W, C V
subspatii liniare. Atunci,

- Dimensiunea oricarui subspatiu linar este mai mica sau egald cu dimensiunea lui V
(dim(Wh) < dim(V)). Dac3 dim(W1) = dim(V), atunci Wy = V.
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Bazd si dimensiune (continuare)...

Exemple. Calculati dimensiunile urm3atoarelor spatii vectoriale. Pentru fiecare caz in
parte specificati cite o baz3i.

i) dimgR*;
i) dimgC;
iii) dimcC;
iv) dimg{(x1, %, x3) € R® | x1 + x2 + x3 = 0}.
Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K cu dim(V) finit3. Fie Wi, W, C V
subspatii liniare. Atunci,

- Dimensiunea oricarui subspatiu linar este mai mica sau egald cu dimensiunea lui V
(dim(Wh) < dim(V)). Dac3 dim(W1) = dim(V), atunci Wy = V.

- Definim
winw, = {V€V|VEW13ndV€W2}
Wi+ W, = {veV| existiwm € Wisiw € Wo al. v=w+ w}
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Bazd si dimensiune (continuare)...

Exemple. Calculati dimensiunile urm3atoarelor spatii vectoriale. Pentru fiecare caz in
parte specificati cate o baza.

i) dimgR*;
i) dimgC;
it} dimeC;
iv) dimp{(x1,x2,x3) € R3 | x1 + x2 + x3 = 0}.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K cu dim(V) finit3. Fie Wi, W, C V
subspatii liniare. Atunci,

- Dimensiunea oricarui subspatiu linar este mai mica sau egald cu dimensiunea lui V
(dim(Wh) < dim(V)). Dac3 dim(W1) = dim(V), atunci Wy = V.

- Definim
winw, = {V€V|VEW13ndV€W2}
Wi+ W, = {veV| existiwm € Wisiw € Wo al. v=w+ w}

Atunci Wi N W, and Wi + Wa sunt subspatii liniare.
Exercitiu. Fie Wi = {(0,x2) | x2 € R} si Wo = {(x1,0) | x1 € R}. Calculati
Wi + Wo.
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Bazd si dimensiune (continuare)...

Exemple. Calculati dimensiunile urm3atoarelor spatii vectoriale. Pentru fiecare caz in
parte specificati cate o baza.

i) dimgR*;
i) dimgC;
it} dimeC;
iv) dimp{(x1,x2,x3) € R3 | x1 + x2 + x3 = 0}.

Observatii. Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K cu dim(V) finit3. Fie Wi, W, C V
subspatii liniare. Atunci,

- Dimensiunea oricarui subspatiu linar este mai mica sau egald cu dimensiunea lui V
(dim(Wh) < dim(V)). Dac3 dim(W1) = dim(V), atunci Wy = V.

- Definim
winw, = {V€V|V€W13ndV€W2}
Wi+ W, = {veV| existiwm € Wisiw € Wo al. v=w+ w}

Atunci Wi N W, and Wi + Wa sunt subspatii liniare.
Exercitiu. Fie Wi = {(0,x2) | x2 € R} si Wo = {(x1,0) | x1 € R}. Calculati
Wi + Wo.
- Avem
dim( Wy + WQ) = dim(Wl) + dlm( WQ) — dlm( Wi n Wg).
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Coordonate. Schimbare de coordonate
Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K =R cu dim(V) = n, Fie B={e1,...,en} si
B’ = {ei,...,e;} doud baze ale spatiului vectorial V.

i) Fie v € V arbitrar ales. Atunci v poate fi scris sub forma:

v = xi1€1+ ...+ Xpen,
1! ’ 7
vV = X161 + ...+ X,€p,

unde x = (x1, ..., xa)7 si X' = (x{,...,x,)" sunt unic determinati. Spunem c3
X1, ..., Xn sunt coordonatele lui v in raport cu baza B, iar xq, ..., X}, sunt
coordonatele lui v in raport cu baza 3’.
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Coordonate. Schimbare de coordonate
Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K =R cu dim(V) = n, Fie B={e1,...,en} si
B’ = {ei,...,e;} doud baze ale spatiului vectorial V.

i) Fie v € V arbitrar ales. Atunci v poate fi scris sub forma:

v = xi1€1+ ...+ Xpen,
r ! /N
vV = X161 + ...+ X,€p,

unde x = (x1, ..., xa)7 si X' = (x{,...,x,)" sunt unic determinati. Spunem c3
X1, ..., Xn sunt coordonatele lui v in raport cu baza B, iar xi, ..., x, sunt
coordonatele lui v in raport cu baza 3’.

ii) Fiecare e poate fi scris in mod unic folosind elemente din B sub forma

n
l 2 :
€ = Qik€j.
i=1
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Coordonate. Schimbare de coordonate
Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K =R cu dim(V) = n, Fie B={e1,...,en} si
B’ = {ei,...,e;} doud baze ale spatiului vectorial V.

i) Fie v € V arbitrar ales. Atunci v poate fi scris sub forma:

v Xx1€1 + ... + Xp€n,
1! ’ 7
vV = X161 + ...+ X,€p,

unde x = (x1, ..., xa)7 si X' = (x{,...,x,)" sunt unic determinati. Spunem c3
X1, ..., Xn sunt coordonatele lui v in raport cu baza B, iar xi, ..., x, sunt
coordonatele lui v in raport cu baza 3’.

ii) Fiecare e poate fi scris in mod unic folosind elemente din B sub forma

n

l 2 :
€ = Qik€j.

i=1

Fie T matricea datd prin T(i,j) = «jj, i,j = 1,n. Matricea T se numeste matrice
de matrice de tranzitie (trecere).
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Coordonate. Schimbare de coordonate
Fie (V,+,-) un spatiu vectorial peste K =R cu dim(V) = n, Fie B={e1,...,en} si
B’ = {ei,...,e;} doud baze ale spatiului vectorial V.

i) Fie v € V arbitrar ales. Atunci v poate fi scris sub forma:

v Xx1€1 + ... + Xp€n,
1! ’ 7
vV = X161 + ...+ X,€p,

unde x = (x1, ..., xa)7 si X' = (x{,...,x,)" sunt unic determinati. Spunem c3
X1, ..., Xn sunt coordonatele lui v in raport cu baza B, iar xi, ..., x, sunt
coordonatele lui v in raport cu baza 3’.

ii) Fiecare e poate fi scris in mod unic folosind elemente din B sub forma

n

l 2 :
€ = Qik€j.

i=1

Fie T matricea datd prin T(i,j) = «jj, i,j = 1,n. Matricea T se numeste matrice
de matrice de tranzitie (trecere).

i) Fie x = (x1,...,xn)" si X' = (x{,...,x;)" coordonatele in baza B si B’. Atunci
x=Tx.
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Produs scalar.

Definitie

Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
1V x V — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:

o aplicatie (-, -

1) (x,y) =y,

2) (x+y,z)=(x,2) +{y,2),

3) Ax,y) = (A ,y>

4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K. |

Baza. Dimensiune. Produs scalar. Spatii Euclidier}e
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Produs scalar.
Definitie
Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
o aplicatie (-,-) : V x V. — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:
1) (x,y) =y,
2) (x+y,z)= < z) +(y,2),
3) Al y) = (Ax,y),
4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K.

Exercitiu. Calculati (ax + By, z).
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Produs scalar.
Definitie
Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
o aplicatie (-,-) : V x V. — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:
1) (x,y) =y,
2) (x+y,z)= < z)+(y,2),
3) Al y) = (Ax,y),
4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K.

Exercitiu. Calculati (ax + By, z).
Definitie

Un spatiu vectorial pe care este definit un produs scalar se numeste spatiu vectorial cu
produs scalar.

Teorem3d (Inegalitatea lui Schwarz)

Fie V' be un spatiu vectorial cu produs scalar. Atunci pentru orice x,y € V, avem

1, )% < (%, x){y, y).
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