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Spatii vectoriale cu produs scalar. Spatii Euclidiene.
Norm3 si distanta



Produs scalar.

Definitie

Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
1V x V — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:

o aplicatie (-, -

1) (x,y) =y,

2) (x+y,z)=(x,2) +{y,2),

3) Ax,y) = (A ,y>

4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K. |
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Produs scalar.
Definitie
Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
o aplicatie (-,-) : V x V. — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:
1) (x,y) =y,
2) (x+y,z)= < z) +(y,2),
3) Al y) = (Ax,y),
4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K.

Exercitiu. Calculati (ax + By, z).
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Produs scalar.
Definitie
Fie (V,+-) un spatiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
o aplicatie (-,-) : V x V. — K, care satisface urmatoarele propriet3ti:
1) (x,y) =y,
2) (x+y,z)= < z)+(y,2),
3) Al y) = (Ax,y),
4) (x,x) >0 si (x,x) =0 daca si numai daca x =0, Vx,y,z€ V and A € K.

Exercitiu. Calculati (ax + By, z).
Definitie

Un spatiu vectorial pe care este definit un produs scalar se numeste spatiu vectorial cu
produs scalar.

Teorem3d (Inegalitatea lui Schwarz)

Fie V' be un spatiu vectorial cu produs scalar. Atunci pentru orice x,y € V, avem

1, )% < (%, x){y, y).
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Spatii vectoriale cu produs scalar.Exemple
Exemple:
- Fie spatiu vectorial real (K =R), (V,+,-) = (R",+,-), unde + si - sunt operatiile
uzuale de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari. Fie x,y € R", astfel incat
x=(xt,...,xa)" siy=(y1,...,ys)". Produsul scalar uzual este definit prin

(X, ¥) = xiy1 + x> + . + Xayn = le,y’_.
i=1
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Spatii vectoriale cu produs scalar.Exemple
Exemple:
- Fie spatiu vectorial real (K =R), (V,+,-) = (R",+,-), unde + si - sunt operatiile
uzuale de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari. Fie x,y € R", astfel incat
x=(xt,...,xa)" siy=(y1,...,ys)". Produsul scalar uzual este definit prin

<X7}/> = X1y1 +X2y2 + ... +X,,yn = le-y’-.
i=1

- Tn mod similar, dac3 (V,+,-) = (C",+,-), atunci produsul scalar uzual este dat
prin:

(X, y) = XVi + Y2 + . + XnYa = D _ XV
i=1
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Spatii vectoriale cu produs scalar.Exemple
Exemple:
- Fie spatiu vectorial real (K =R), (V,+,:) = (R",+,-), unde + si - sunt operatiile
uzuale de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari. Fie x,y € R", astfel incat
x=(xt,...,xa)" siy=(y1,...,ys)". Produsul scalar uzual este definit prin

(x,y) = xy1 + Xay2 + .. + Xnyn = ZXI}/i-
i=1

- Tn mod similar, dac3 (V,+,-) = (C",+,-), atunci produsul scalar uzual este dat
prin:

(X, ¥) = xiy1 + %22 + ... + XoYn = ZX,-Y,—.
i=1

- Fie C[—1,1] multimea functiilor continue pe intervalul [—1, 1], adic3,
C[-1,1] ={f : [-1,1] = R | f continui}.

Considerdm spatiul vectorial (V,+,-) = (C[-1,1],+,), unde + reprezint3
adunarea uzual3 a funtiilor, iar - reprezintd Tnmultirea cu scalari. Pentru
f,g € C[—1,1], produsul scalar este definit prin

() = / F(0g(x)e.
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Spatii euclidiene. Norma si distanta. Baza ortonormala
Definitie (Spatiu Euclidian)

Orice spatiu vectorial real (K = R) cu produs scalar de dimensiune finit se numeste
spatiu Euclidian.
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Spatii euclidiene. Norma si distanta. Baza ortonormala

Definitie (Spatiu Euclidian)

Orice spatiu vectorial real (K = R) cu produs scalar de dimensiune finit se numeste
spatiu Euclidian.

Definitie (Vector ortogonali)

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial cu produs scalar si x,y € V. Spunem cd x si y sunt
ortogonali daci (x,y) = 0.
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Spatii euclidiene. Norma si distanta. Baza ortonormala

Definitie (Spatiu Euclidian)

Orice spatiu vectorial real (K = R) cu produs scalar de dimensiune finit se numeste
spatiu Euclidian.

Definitie (Vector ortogonali)

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial cu produs scalar si x,y € V. Spunem cd x si y sunt
ortogonali daci (x,y) = 0.

Definitie (Norm3 si spatiu vectorial normat)

Fie K=R or K= C si V un spatiu vectorial peste K. O norm3 este o aplicatie
[I|| : V — R, ce satisface urm&toarele proprietati:

i) ||x|| >0,Vx € V and ||x|| = 0 iff x =0;
i) ||ax|| = |al||x|| Vx € V and Va € K;
i) [P+ yll < x| + Iy

Spatiu vectorial V' pe care este definita o norm3 se numeste spatiu vectorial normat.

,Vx,y € V.

o
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Norma si distanta.

- Norma indus3 de un produs scalar; ||x||> = (x, x).
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Norma si distanta.

- Norma indus3 de un produs scalar; ||x||> = (x, x).

[Ix[l; = VPal? + - xal?

- Norma Euclidiana
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Norma si distanta.

- Norma indus3 de un produs scalar; ||x||> = (x, x).

(X[l = Val? + bl

- Norma Euclidiana

- Norma "infinit":

x
|

o = max{|xi|, ..., |xa|};
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Norma si distanta.

- Norma indus3 de un produs scalar; ||x||> = (x, x).

(X[l = Val? + bl

Norma Euclidiana

- Norma "infinit":
[1x[| oo = max{|xl, ..., [xal };

- Norma h

n
lixlly = D Ixil-
i=1

Definitie (Distanta indusd de o norm3)

Fie (V,||-||) un spatiu vectorial normat. Functia d:V x V — R, datd prin
d(x,y) = llIx =¥l

se numeste distanta intre x si y (indus& de norma ||-||).
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Norma si distanta.

Observatie. Fie V, (-, -) un spatiu vectorial cu produs scalar si ||-|| norma indus3 de
produsul scalar,
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Norma si distanta.

Observatie. Fie V, (-, -) un spatiu vectorial cu produs scalar si ||-|| norma indus3 de
produsul scalar, ||x||* = (x, x),
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Norma si distanta.

Observatie. Fie V, (-, -) un spatiu vectorial cu produs scalar si ||-|| norma indus3 de
produsul scalar, ||x||* = (x, x), Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezults c3 pentru orice
x,y € V\ {0}, avem

X
66 < DXl Iyl or —1< 2 <)

34
X[yl —

Acest lucru ne conduce la existenta unui unghi a € [0, 7], unic determinat astfel incat

(%, ¥)

cosaq = =,
X[y
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Norma si distanta.

Observatie. Fie V, (-, -) un spatiu vectorial cu produs scalar si ||-|| norma indus3 de
produsul scalar, ||x||* = (x, x), Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezult c3 pentru orice
x,y € V\ {0}, avem

(x,¥)
[ < Iyl or =1 < = <1
x| 1yl

Acest lucru ne conduce la existenta unui unghi a € [0, 7], unic determinat astfel incat

(%, ¥)

cos ¢ = ————.
X[yl

Unghiul o definit mai sus reprezinta unghiul dintre vectorii x si y.

Fie B = {vi1, ..., va} 0 submultime a spatiului vectorial cu produs scalar (V, (-, -)).
Spunem c3 B este o multime ortogonala dac3

(vi, vik) = 0,Vi, k with i # k.

Dacs in plus ||vi|| = 1, Vi, spunem c3 BB este o multime ortonormata.
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Norma si distanta.

Observatie. Fie V, (-, -) un spatiu vectorial cu produs scalar si ||-|| norma indus3 de
produsul scalar, ||x||* = (x, x), Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezult c3 pentru orice
x,y € V\ {0}, avem

(x,¥)
[ < Iyl or =1 < = <1
x| 1yl

Acest lucru ne conduce la existenta unui unghi a € [0, 7], unic determinat astfel incat

(%, ¥)
[ Iyl

cosa =
Unghiul o definit mai sus reprezinta unghiul dintre vectorii x si y.

Fie B = {vi1, ..., va} 0 submultime a spatiului vectorial cu produs scalar (V, (-, -)).
Spunem c3 B este o multime ortogonala dac3

(vi, vik) = 0,Vi, k with i # k.

Dac3 in plus ||vi|| = 1, Vi, spunem c3 B este o multime ortonormata. Multimea
ortonormatd B se numeste baza ortonormata a lui V dacd V = (B).
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