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Produs scalar.

Definiţie

Fie (V ,+·) un spaţiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
o aplicaţie 〈·, ·〉 : V × V → K, care satisface următoarele proprietăţi:

1) 〈x , y〉 = 〈y , x〉,
2) 〈x + y , z〉 = 〈x , z〉+ 〈y , z〉,
3) λ〈x , y〉 = 〈λx , y〉,
4) 〈x , x〉 ≥ 0 şi 〈x , x〉 = 0 dacă şi numai dacă x = 0, ∀x , y , z ∈ V and λ ∈ K.

Exerciţiu. Calculaţi 〈αx + βy , z〉.

Definiţie

Un spaţiu vectorial pe care este definit un produs scalar se numeşte spaţiu vectorial cu
produs scalar.

Teoremă (Inegalitatea lui Schwarz)

Fie V be un spaţiu vectorial cu produs scalar. Atunci pentru orice x , y ∈ V , avem

|〈x , y〉|2 ≤ 〈x , x〉〈y , y〉.
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Fie (V ,+·) un spaţiu vectorial peste K (K = C sau K = R). Un produs scalar pe V este
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produs scalar.
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Spaţii vectoriale cu produs scalar.Exemple
Exemple:

- Fie spaţiu vectorial real (K = R), (V ,+, ·) = (Rn,+, ·), unde + şi · sunt operaţiile
uzuale de adunare a vectorilor şi de ı̂nmulţire cu scalari. Fie x , y ∈ Rn, astfel ı̂ncât
x = (x1, ..., xn)T şi y = (y1, ..., yn)T . Produsul scalar uzual este definit prin

〈x , y〉 = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi .

- În mod similar, dacă (V ,+, ·) = (Cn,+, ·), atunci produsul scalar uzual este dat
prin:

〈x , y〉 = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi .

- Fie C [−1, 1] mulţimea funcţiilor continue pe intervalul [−1, 1], adică,

C [−1, 1] = {f : [−1, 1]→ R | f continuă}.

Considerăm spaţiul vectorial (V ,+, ·) = (C [−1, 1],+, ·), unde + reprezintă
adunarea uzuală a funţiilor, iar · reprezintă ı̂nmulţirea cu scalari. Pentru
f , g ∈ C [−1, 1], produsul scalar este definit prin

〈f , g〉 =

∫ 1

−1

f (x)g(x)dx .
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Spaţii vectoriale cu produs scalar.Exemple
Exemple:
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Spaţii euclidiene. Normă şi distanţă. Bază ortonormală

Definiţie (Spaţiu Euclidian)

Orice spaţiu vectorial real (K = R) cu produs scalar de dimensiune finită se numeşte
spaţiu Euclidian.

Definiţie (Vector ortogonali)

Fie (V ,+, ·) un spaţiu vectorial cu produs scalar şi x , y ∈ V . Spunem că x şi y sunt
ortogonali dacă 〈x , y〉 = 0.

Definiţie (Normă şi spaţiu vectorial normat)

Fie K = R or K = C şi V un spaţiu vectorial peste K. O normă este o aplicaţie
||·|| : V → R, ce satisface următoarele proprietăţi:

i) ||x || ≥ 0,∀x ∈ V and ||x || = 0 iff x = 0;

ii) ||αx || = |α| ||x || ∀x ∈ V and ∀α ∈ K;

iii) ||x + y || ≤ ||x ||+ ||y ||, ∀x , y ∈ V .

Spaţiu vectorial V pe care este definită o normă se numeşte spaţiu vectorial normat.
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Normă şi distanţă.

- Norma indusă de un produs scalar; ||x ||2 = 〈x , x〉.

- Norma Euclidiană
||x ||2 =

√
|x1|2 + ...|xn|2;

- Norma ”infinit”:
||x ||∞ = max{|x1|, ..., |xn|};

- Norma l1

||x ||1 =
n∑

i=1

|xi |.

Definiţie (Distanţa indusă de o normă)

Fie (V , ||·||) un spaţiu vectorial normat. Funcţia d : V × V → R, dată prin

d(x , y) = |‖x − y ||

se numeşte distanţa ı̂ntre x şi y (indusă de norma ||·||).
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/ 6
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Prof. Bogdan Gavrea (CM 2016) Algebră Curs 5
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Normă şi distanţă.

Observaţie. Fie V , 〈·, ·〉 un spaţiu vectorial cu produs scalar şi ||·|| norma indusă de
produsul scalar,

||x ||2 = 〈x , x〉, Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezultă că pentru orice
x , y ∈ V \ {0}, avem

|〈x , y〉| ≤ ||x || ||y || or − 1 ≤ 〈x , y〉
||x || ||y || ≤ 1.

Acest lucru ne conduce la existenţa unui unghi α ∈ [0, π], unic determinat astfel ı̂ncât

cosα =
〈x , y〉
||x || ||y || .

Unghiul α definit mai sus reprezintă unghiul dintre vectorii x şi y .

Fie B = {v1, ..., vn} o submulţime a spaţiului vectorial cu produs scalar (V , 〈·, ·〉).
Spunem că B este o mulţime ortogonală dacă

〈vi , vk〉 = 0,∀i , k with i 6= k.

Dacă ı̂n plus ||vi || = 1, ∀i , spunem că B este o mulţime ortonormată. Mulţimea

ortonormată B se numeşte bază ortonormată a lui V dacă V = 〈B〉.
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Spunem că B este o mulţime ortogonală dacă
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Spatii vectoriale cu produs scalar. Spaţii Euclidiene. Normă şi distanţă 6
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Normă şi distanţă.
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Mulţimea
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