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Metode iterative pentru rezolvarea numerică a sistemelor liniare



Matrici diagonal dominante

Definiţie

O matrice A ∈Mn,n(C), A = (aij)1≤i,j≤n se numeşte diagonal dominantă dacă

|aii | >
∑
j 6=i

|aij |

Exerciţiu. Arătaţi că orice matrice diagonal dominantă este inversabilă.
Rezolvare. Metoda: folosim faptul că (I − B) inversabilă dacă ||B|| < 1, unde
||·|| este o normă operator.

- Din definiţia matricii diagonal dominante avem aii 6= 0.

- Rezultă că D = diag({a11, ..., ann}) este inversabilă.

- Pentru a demonstra că A este inversabilă este necesar şi suficient să arătăm
că D−1A este inversabilă.

- Dar D−1A = I − B unde ||B||∞ < 1.
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Rezolvare. Metoda: folosim faptul că (I − B) inversabilă dacă ||B|| < 1, unde
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că D−1A este inversabilă.
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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare
Fie A ∈Mn,,n(R) şi b ∈ Rn. Presupunem ca sistemul liniar Ax = b este rescris
sub forma x = Bx + c , unde B ∈Mn,,n(R) şi c ∈ Rn. Vom studia metode
iterative de forma

x (k+1) = Bx (k) + c , k = 1, 2, ..., x (0) dat. (1)

Teoremă
Condiţia necesară şi suficientă pentru ca sistemul x = Bx + c să aibă soluţie unică
şi aceasta să fie limită şirului (1) este ca

lim
m→∞

Bm = 0. (2)

Observaţie. Dacă ı̂ntr-o anumită normă operator avem

||B|| ≤ q < 1

atunci ∣∣∣∣∣∣x (k) − x∗
∣∣∣∣∣∣ ≤ qk

1− q

∣∣∣∣∣∣x (0) − x (1)
∣∣∣∣∣∣ .
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Metode iterative

Metoda lui Jacobi. Considerăm descompunerea

A = L + D + U,

unde L este o matrice inferior triunghiulară, D este o matrice diagonală şi U este
o matrice superior triunghiulară.

Rescriem sistemul Ax = b după cum urmează:

- Dx + (L + U)x = b;

- Dx = −(L + U)x + b;

- x = −D−1(L + U)x + D−1b.

Jacobi: forma matricială

x (k+1) = −D−1(L + U)x (k) + D−1b,

pentru k = 0, 1, ....

Jacobi: pe componente

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
∑
j 6=i

aijx
(k)
j

 ,

pentru i = 1, n, k = 0, 1, ....
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Rescriem sistemul Ax = b după cum urmează:
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Metode iterative

Teoremă
Dacă matricea A este o matrice diagonal dominantă atunci sistemul Ax = b are
soluţie unică şi soluţia este limita şirului generat de metoda lui Jacobi.

Metoda Gauss-Seidel Rescriem sistemul Ax = b după cum urmează:

- (L + D)x + Ux = b,

- (L + D)x = b − Ux ,

- x = (L + D)−1(b − Ux).

Gauss-Seidel. Forma matricială:

x (k+1) = (L + D)−1(b − Ux (k)) sau (L + D)x (k+1) = b − Ux (k);

Gauss-Seidel ”pe componente”:

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, n, k = 0, 1, ...
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x (k+1) = (L + D)−1(b − Ux (k)) sau (L + D)x (k+1) = b − Ux (k);

Gauss-Seidel ”pe componente”:

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, n, k = 0, 1, ...

Prof. Bogdan Gavrea (CTI 2020) Calcul Numeric Metode iterative pentru rezolvarea numerică a sistemelor liniare 5 / 6
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Metode iterative

Teoremă

Dacă matricea A = (aij)1≤i,j≤n satisface condiţiile

∑
j 6=i

|aij | ≤ |aii |,
n∑

j=i+1

|aij | < |aii |, i = 1, n,

atunci şirul aproximaţiilor succesive generat de metoda lui Gauss-Seidel converge
la soluţia sistemului liniar Ax = b.

Metoda SOR(ω). Fie ω ∈ (0, 2). Rescriem sistemul Ax = b după cum urmează:

- ω(L + D + U)x = ωb;

- (D + ωL)x = ωb + [(1− ω)D − ωU] x ;

- (D + ωL)x = ωb − [(ω − 1)D + ωU] x ;

- Metoda SOR(ω) devine:

x (k+1) = −(D + ωL)−1 [(ω − 1)D + ωU] x (k) + ω(D + ωL)−1b.
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