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Norme de vectori. Norme de matrici.



Norme de vector, norme operator pe spatiul matricilor
Definitie
Fie V' un spatiu vectorial. O functie ||-|| se numeste norm dac3
i) [|x|| >0, Vx € V si||x|| =0 dacd si numai daci x = 0;
ii) |lax|| = |af||x]| pentru orice x € V sia € K, (K =R sau K = C);
i) |[x+yl| <|IxI| + |lyl| pentru orice x,y € V.
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Norme de vector, norme operator pe spatiul matricilor
Definitie
Fie V' un spatiu vectorial. O functie ||-|| se numeste norm dac3
i) [|x|| >0, Vx € V si||x|| =0 dacd si numai daci x = 0;
ii) |lax|| = |af||x]| pentru orice x € V sia € K, (K =R sau K = C);
i) |[x+yl| <|IxI| + |lyl| pentru orice x,y € V.

Exemple (V =C")

1/ .
a) |Ixll, = (i xl?) " p> 1
b) [Ix||., = maxi<i<n |Xi|.
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Norme de vector, norme operator pe spatiul matricilor
Definitie
Fie V' un spatiu vectorial. O functie ||-|| se numeste norm dac3
i) [|x|| >0, Vx € V si||x|| =0 dacd si numai daci x = 0;
ii) |lax|| = |af||x]| pentru orice x € V sia € K, (K =R sau K = C);
i) |[x+yl| <|IxI| + |lyl| pentru orice x,y € V.

Exemple (V =C")
1
) lxll, = (S bel) ™, p 2 1
b) [Ix||., = maxi<i<n |Xi|.
Exercitiu: Desenati bilele unitate din R? pentru [|-||,,

Moo st 11]:-
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Norme de vector, norme operator pe spatiul matricilor
Definitie
Fie V' un spatiu vectorial. O functie ||-|| se numeste norm dac3
i) [|x|| >0, Vx € V si||x|| =0 dacd si numai daci x = 0;
ii) |lax|| = |af||x]| pentru orice x € V sia € K, (K =R sau K = C);
i) |[x+yl| <|IxI| + |lyl| pentru orice x,y € V.

Exemple (V =C")
n 1/
a) |Ixll, = (i l?) % p > 1
b) {lxI]
Exercitiu: Desenati bilele unitate din R? pentru [|-||,,

o = Maxi<i<n [Xil.

Moo si []];-

Definitie

Fie ||-||, o normd pe C". Norma operator pe M, ,(C) corespunzitoare normei vectoriale
||-]|, este data de

[|A|| = i £ = max ||Ax|[,,VA € M, .(C).

[IxIl,=1

Notatie ||Al|, == ||All.
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Proprietati ale normei operator

Inegalitati. Fie ||-|| := ||-|]|, o norm3 operator pe M, »(C). Atunci:
a) [|ABI| < [IAll1IBI];
b) [[Ax|[, <I[IAll, [Ix]],-

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Norme de vectori. Norme de matrici. 3/5



Proprietati ale normei operator

Inegalitati. Fie ||-|| := ||-|]|, o norm3 operator pe M, »(C). Atunci:
a) ||AB|| < [IAlllIB]];
b) [IAx][, < [IAIl, [1xIl,-

Spectrul unei matrici A € M, »(C):

o(A) ={X € C| A val. proprie pt A}.
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Proprietati ale normei operator
Inegalitati. Fie ||-|| := ||-|]|, o norm3 operator pe M, »(C). Atunci:
a) |IAB|| < [IAlllIB]];
b) [IAx][, < [IAIl, [1xIl,-
Spectrul unei matrici A € M, »(C):
o(A) ={X € C| A val. proprie pt A}.

Raza spectrala a unei matrici:

+(A) = Al
() = ma
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Proprietati ale normei operator
Inegalitati. Fie ||-|| := ||-|]|, o norm3 operator pe M, »(C). Atunci:
a) |IAB|| < [IAlllIB]];
b) [IAx][, < [IAIl, [1xIl,-
Spectrul unei matrici A € M, »(C):
o(A) ={X € C| A val. proprie pt A}.

Raza spectrala a unei matrici:

+(A) = Al
() = ma

Aplicatie: Fie B € M, ,(C) astfel incat r,(B) < 1. Atunci | — B este inversabil3 si:

oo
(I-B)'=> B"
k=0
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Proprietati ale normei operator

Inegalitati. Fie ||-|| := ||-|]|, o norm3 operator pe M, »(C). Atunci:
a) ||ABJ| < [|AlllIBI];
b) [IAx][, < [IAIl, [1xIl,-

Spectrul unei matrici A € M, »(C):

o(A) ={X € C| A val. proprie pt A}.
Raza spectrala a unei matrici:

+(A) = Al
() = ma

Aplicatie: Fie B € M, ,(C) astfel incat r,(B) < 1. Atunci | — B este inversabil3 si:

oo

(I-B)'=> B"

k=0
Exemple.
) (Al = maxi<j<n 3274 faj].
i) Al = maxi<i<n >4 |ag].
iii) [JAll, = \/To(A"A), unde A* = A"
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Norma operator si raza spectrala
Legatura intre normele operator si raza spectrala:
1) Fie A€ M, ,(C). Atunci pentru orice norm3 de operator, avem:

ro(A) < [|Al].-
2) Pentru orice € > 0 existd o normd de operator |||, astfel ncat

IAlle < rs(A) + €, VA € M, a(C).
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Norma operator si raza spectrala
Legatura intre normele operator si raza spectrala:
1) Fie A€ M, ,(C). Atunci pentru orice norm3 de operator, avem:

ro(A) < [|All-
2) Pentru orice € > 0 existd o norm3 de operator |||

IAlle < rs(A) + €, VA € M, a(C).

.. astfel incat

3) Fie Ae M, ,(C). Atunci r,(A) < 1 daca si numai dac3 exista o norm3
operator ||-||, astfel incat ||A|| < 1.
4) Fie A€ M, ,(C). Atunci
lim A" =0

m—0o0
dac3 si numai dac3 r,(A) < 1.
(sau, dacd si numai dacd existd o norm3 operator a.l. [|A|| < 1).
5) Fie B € M,, ,(C) astfel incat ||B|| < 1 (norm3 operator). Atunci [ — B este

inversabila si:
o0

(I-B)'=) B

k=0
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Exercitii

1) Fie A€ Mun(C) si ||-]| o norm3 operator astfel incat ||A|| < 1. Ardtati c&:

1

I—A *IH <=
H( ) 1 JJA]

2) Fie A € M,n(R), astfel incat:

4 1 0o ... 0
1 4 1 0o ... 0
A— 0 1 4 1 0 0
o ... ... O 1 4 1
o ... ... ... O 1 4

S5 se arate c3 r,(A) <65 rr (A7) < 1/2.
3) Fie A € M, »(C). Ardtati cd |trace(A)| < nry(A).

4) Fie A € M;,n(R) o matrice simetricd pozitiv definitd. S& se arate c3

trace(A) > rs(A).
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