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Norme de vector, norme operator pe spaţiul matricilor

Definiţie

Fie V un spaţiu vectorial. O funcţie ||·|| se numeşte normă dacă

i) ||x || ≥ 0, ∀x ∈ V şi ||x || = 0 dacă şi numai dacă x = 0;

ii) ||αx || = |α| ||x || pentru orice x ∈ V şi α ∈ K, (K = R sau K = C);

iii) ||x + y || ≤ ||x ||+ ||y || pentru orice x , y ∈ V .

Exemple (V = Cn)

a) ||x ||p =
(∑n

i=1 |xi |
p)1/p, p ≥ 1;

b) ||x ||∞ = max1≤i≤n |xi |.
Exerciţiu: Desenaţi bilele unitate din R2 pentru ||·||2, ||·||∞ şi ||·||1.

Definiţie

Fie ||·||v o normă pe Cn. Norma operator pe Mn,n(C) corespunzătoare normei vectoriale
||·||v este dată de

||A|| = max
x 6=0

||Ax ||v
||x ||v

= max
||x||v=1

||Ax ||v , ∀A ∈Mn,n(C).

Notaţie ||A||v := ||A||.
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Proprietăţi ale normei operator
Inegalităţi. Fie ||·|| := ||·||v o normă operator pe Mn,n(C). Atunci:

a) ||AB|| ≤ ||A|| ||B||;
b) ||Ax ||v ≤ ||A||v ||x ||v .

Spectrul unei matrici A ∈Mn,n(C):

σ(A) = {λ ∈ C | λ val. proprie pt A} .

Raza spectrală a unei matrici:

rσ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

Aplicaţie: Fie B ∈Mn,n(C) astfel ı̂ncât rσ(B) < 1. Atunci I − B este inversabilă şi:

(I − B)−1 =
∞∑
k=0

Bk .

Exemple.

i) ||A||1 = max1≤j≤n

∑n
i=1 |aij |.

ii) ||A||∞ = max1≤i≤n

∑n
j=1 |aij |.

iii) ||A||2 =
√

rσ(A∗A), unde A∗ = A
T

.
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Norma operator şi raza spectrală
Legătura ı̂ntre normele operator şi raza spectrală:

1) Fie A ∈Mn,n(C). Atunci pentru orice normă de operator, avem:

rσ(A) ≤ ||A|| .

2) Pentru orice ε > 0 există o normă de operator ||·||ε, astfel ı̂ncât

||A||ε ≤ rσ(A) + ε, ∀A ∈Mn,n(C).

3) Fie A ∈Mn,n(C). Atunci rσ(A) < 1 dacă şi numai dacă există o normă
operator ||·||, astfel ı̂ncât ||A|| < 1.

4) Fie A ∈Mn,n(C). Atunci
lim

m→∞
Am = 0

dacă şi numai dacă rσ(A) < 1.
(sau, dacă şi numai dacă există o normă operator a.̂ı. ||A|| < 1).

5) Fie B ∈Mn,n(C) astfel ı̂ncât ||B|| < 1 (normă operator). Atunci I − B este
inversabilă şi:

(I − B)−1 =
∞∑
k=0

Bk .
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Exerciţii

1) Fie A ∈Mn,n(C) şi ||·|| o normă operator astfel ı̂ncât ||A|| < 1. Arătaţi că:∣∣∣∣∣∣(I − A)−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

1− ||A|| .

2) Fie A ∈Mn,n(R), astfel ı̂ncât:

A =


4 1 0 . . . . . . . . . 0
1 4 1 0 . . . . . . 0
0 1 4 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 1 4 1
0 . . . . . . . . . 0 1 4


Să se arate că rσ(A) ≤ 6 şi rσ(A−1) ≤ 1/2.

3) Fie A ∈Mn,n(C). Arătaţi că |trace(A)| ≤ nrσ(A).

4) Fie A ∈Mn,n(R) o matrice simetrică pozitiv definită. Să se arate că

trace(A) > rσ(A).

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Norme de vectori. Norme de matrici. 5 / 5


