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Cea mai bună aproximare ı̂n sensul celor mai mici pătrate
Fie m ≥ n, A ∈Mm,n(R) şi b ∈ Rm. În cele ce urmează vom considera că matricea A
are rangul n. Considerăm următoarea problemă:

Să se determine x∗ ca soluţie a problemei de optimizare

min
x
||b − Ax ||2 . (1)

Problema de mai sus se numeşte problema liniară de aproximare ı̂n sensul celor mai mici
pătrate (linear least squares). Se observă uşor că (1) este echivalentă cu problema de
minim:

min
x

1

2
||b − Ax ||22 . (2)

Teoremă
Fie m ≥ n, A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm şi rang(A) = n. Atunci x∗ este o soluţie a problemei
(1) dacă şi numai dacă x∗ verifică:(

ATA
)
x = ATb (ecuaţiile normale).

Matricea A† :=
(
ATA

)−1
AT se numeşte pseudo-inversa (pseudo-inverse) matricii A.
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Cea mai bună aproximare ı̂n sensul celor mai mici pătrate
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Ecuaţii neliniare. Ordin de convergenţă.
În cele ce urmează vom considera ecuaţii neliniare de forma

f (x) = 0

şi vom căuta procedee aproximative pentru determinarea unei rădăcini α.

Definiţie

Spunem că un şir (xn)n∈N converge cu rapiditate de ordin p către α, dacă există
c > 0 şi N0 ∈ N astfel ı̂ncât

|xn+1 − α| ≤ cn |xn − α|p , ∀n ≥ N0.

Fie f : [a, b]→ R o funcţie continuă astfel ı̂ncât

f (a)f (b) < 0.

- Din condiţia de mai sus şi din continuitatea funcţiei f (x), rezultă că f (x) = 0
admite cel puţin o rădăcină ı̂n intervalul [a, b].(Putem spune mai mult despre
numărul de rădăcini?).

- În general, intervalul [a, b] se alege astfel ı̂ncât să conţină doar o rădăcină.
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Metoda bisecţiei

Fie ε > 0 şi a, b valori specificate de utilizator astfel ı̂ncât f (a)f (b) < 0. Metoda
bisecţiei constă ı̂n următorul algoritm:

1) Fie c := a+b
2 ;

2) Dacă b − c < ε, atunci α := c , exit;

3) Dacă sgn(f (c)) · sgn(f (b)) ≤ 0, atunci a := c . În caz contrar b := c ;

4) Întoarcere la pasul 1).

Observaţii:

- Dacă notăm cu cn şirul generat de algoritmul de mai sus, atunci este uşor de
remarcat că:

|cn − α| ≤
(

1

2

)n

(b − a).

- Ce ordin de convergenţă are metoda?

Avantaje şi dezavantaje:

- (Pro) Convergenţă garantată pentru funcţii continue;

- (Contra) Metoda converge ”̂ıncet”; sensibilă la erori de trunchiere.

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric
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Fie ε > 0 şi a, b valori specificate de utilizator astfel ı̂ncât f (a)f (b) < 0. Metoda
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- (Contra) Metoda converge ”̂ıncet”; sensibilă la erori de trunchiere.
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Metoda lui Newton
Fie f : (a, b)→ R o funcţie derivabilă şi α ∈ (a, b) astfel ı̂ncât f (α) = 0 şi
f ′(α) 6= 0. Metoda lui Newton constă ı̂n generarea unui şir (xn)n∈N după formula:

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, ... (3)

unde x0 este dat.

Metoda lui Newton poate fi obţinută ı̂n următorii paşi:

- Presupunând că f satisface condiţiile necesare de derivabilitate şi continuitate
a derivatelor, din dezvoltarea Taylor ı̂n jurul lui xn avem

f (x) = f (xn) + (x − xn)f ′(xn) +
(x − xn)2

2
f ′′(cn). (4)

- Înlocuind funcţia f (x) cu primii doi termeni din identitatea de mai sus şi
egalând cu 0, ne conduce la xn+1 ca soluţie a ecuaţiei liniare:

0 = f (xn) + (x − xn)f ′(xn).
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Convergenţa metodei lui Newton

Teoremă

Fie ε > 0 şi I = [α− ε, α + ε] astfel ı̂ncât f ∈ C 2(I ). Presupunem că f (α) = 0 şi
f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I . Atunci pentru x0 ales suficient de aproape de α şirul (xn)n∈N generat
prin metoda lui Newton converge la α şi

lim
n→∞

α− xn+1

(α− xn)2
= − f ”(α)

2f ′(α)
. (5)

Demonstraţie (pe scurt)

- Dacă ı̂n ecuaţia (4), luăm x := α, obţinem:

α− xn+1 = −(α− xn)2 f ′′(cn)

2f ′(xn)
, n ≥ 0. (6)

- Fie

M =
maxx∈I |f ′′(x)|
2 minx∈I |f ′(x)|

şi alegem x0 astfel ı̂ncât |α− x0| < ε şi M|α− x0| < 1.
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/ 8
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prin metoda lui Newton converge la α şi

lim
n→∞

α− xn+1

(α− xn)2
= − f ”(α)

2f ′(α)
. (5)
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- Se arată că |x − xn| < ε şi M|x − xn| < 1 ∀n ∈ N.

- Convergenţa şirului (xn) se obţine din

M|α− xn| ≤ (M|α− x0|)2n .

- Valoarea limitei de mai sus se obţine din (6) după ce se ı̂mparte la (α− xn)2 şi se
trece la limită.
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Teoremă

Fie ε > 0 şi I = [α− ε, α + ε] astfel ı̂ncât f ∈ C 2(I ). Presupunem că f (α) = 0 şi
f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ I . Atunci pentru x0 ales suficient de aproape de α şirul (xn)n∈N generat
prin metoda lui Newton converge la α şi

lim
n→∞

α− xn+1

(α− xn)2
= − f ”(α)

2f ′(α)
.

Demonstraţie (continuare)

- Se arată că |x − xn| < ε şi M|x − xn| < 1 ∀n ∈ N.

- Convergenţa şirului (xn) se obţine din

M|α− xn| ≤ (M|α− x0|)2n .

- Valoarea limitei de mai sus se obţine din (6) după ce se ı̂mparte la (α− xn)2 şi se
trece la limită.
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Metoda secantei

Fie x0 şi x1 date. Metoda secantei este definită de iteraţia:

xn+1 = xn − f (xn)
xn − xn−1

f (xn)− f (xn−1)
, n = 1, 2, ... (7)

Teoremă

Fie ε > 0 şi I = [α− ε, α + ε] astfel ı̂ncât f ∈ C 2(I ). Presupunem că f (α) = 0 şi
f ′(x) 6= 0,∀x ∈ I . Atunci pentru x0 şi x1 aleşi suficient de aproape de α şirul
(xn)n∈N generat prin metoda secantei converge la α şi ordinul de convergenţă este

p =
1 +
√

5

2
.
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