Calcul Numeric

Prof. Bogdan Gavrea
ISA 2018

Rezolvarea numeric3 a ecuatiilor neliniare (cont).
Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale



Rezolvarea ecuatiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuatia neliniara f(x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct « care satisface
a = g(«a) se numeste punct fix al functiei g.
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuatia neliniara f(x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct « care satisface
a = g(«a) se numeste punct fix al functiei g.

- Presupunem c3 g : [a, b] — R, g(x) € [a, b],Vx € [a, b]. Presupunem deasemenea
cd g'(x) existd pentru orice x € (a, b) si 3 existd 0 < k < 1, astfel Incat:

lg'(x)| < k,Vx € (a, b).
Atunci, pentru orice xo € [a, b], sirul (x;),cy definit prin
Xn+1 = g(Xn)7 neN

converge la singurul punct fix x* din intervalul [a, b] (x* = g(x™)). Sirul (xn)nen se
numeste sirul iteratiilor succesive.
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuatia neliniara f(x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct « care satisface
a = g(«a) se numeste punct fix al functiei g.

- Presupunem c3 g : [a, b] — R, g(x) € [a, b],Vx € [a, b]. Presupunem deasemenea
cd g'(x) existd pentru orice x € (a, b) si 3 existd 0 < k < 1, astfel Incat:
lg'(x)| < k,Vx € (a, b).
Atunci, pentru orice xo € [a, b], sirul (x;),cy definit prin
Xnt1 = g(Xxn),n €N
converge la singurul punct fix x* din intervalul [a, b] (x* = g(x™)). Sirul (xn)nen se
numeste sirul iteratiilor succesive.

- Se consider3 ecuatia x = g(x) cu solutia x* € (a, b) Presupunem ca g este
derivabil3, cu derivata continuj in intervalul (a, b). Dac3 |g’(x*)| < 1, atunci exist3
0 >0 a.l. pentru xo, cu proprietatea |xo — x™| < ¢ sirul aproximatiilor succesive
converge la x™ (xo suficient de aproape).
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuatia neliniara f(x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct « care satisface
a = g(«a) se numeste punct fix al functiei g.

- Presupunem c3 g : [a, b] — R, g(x) € [a, b],Vx € [a, b]. Presupunem deasemenea
cd g'(x) existd pentru orice x € (a, b) si 3 existd 0 < k < 1, astfel Incat:
lg'(x)| < k,Vx € (a, b).
Atunci, pentru orice xo € [a, b], sirul (x;),cy definit prin
Xnt1 = g(Xxn),n €N
converge la singurul punct fix x* din intervalul [a, b] (x* = g(x™)). Sirul (xn)nen se
numeste sirul iteratiilor succesive.

- Se consider3 ecuatia x = g(x) cu solutia x* € (a, b) Presupunem ca g este
derivabil3, cu derivata continuj in intervalul (a, b). Dac3 |g’(x*)| < 1, atunci exist3
0 >0 a.l. pentru xo, cu proprietatea |xo — x™| < ¢ sirul aproximatiilor succesive
converge la x™ (xo suficient de aproape).

- Exercitiu. Rezolvati ecuatia x* — 3x> — 3 = 0 folosind o metoda iterativi de punct
fix pe intervalul [1,2].
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuatia neliniara f(x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct « care satisface
a = g(«a) se numeste punct fix al functiei g.

- Presupunem c3 g : [a, b] — R, g(x) € [a, b],Vx € [a, b]. Presupunem deasemenea
cd g'(x) existd pentru orice x € (a, b) si 3 existd 0 < k < 1, astfel Incat:
lg'(x)| < k,Vx € (a, b).
Atunci, pentru orice xo € [a, b], sirul (x;),cy definit prin
Xnt1 = g(Xxn),n €N
converge la singurul punct fix x* din intervalul [a, b] (x* = g(x™)). Sirul (xn)nen se
numeste sirul iteratiilor succesive.

- Se consider3 ecuatia x = g(x) cu solutia x* € (a, b) Presupunem ca g este
derivabil3, cu derivata continuj in intervalul (a, b). Dac3 |g’(x*)| < 1, atunci exist3
0 >0 a.l. pentru xo, cu proprietatea |xo — x™| < ¢ sirul aproximatiilor succesive
converge la x™ (xo suficient de aproape).

- Exercitiu. Rezolvati ecuatia x* — 3x> — 3 = 0 folosind o metoda iterativi de punct
fix pe intervalul [1,2].Fie g(x) = (3x* + 3)/4, ...
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Ecuatii diferentiale. Probleme Cauchy.

- Ecuatii diferentiale de ordinul intéi:

y' = f(t,y) sau y'(t) = f(t,y(t)).
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Ecuatii diferentiale. Probleme Cauchy.

- Ecuatii diferentiale de ordinul ntai:

y' = f(t,y) sau y'(t) = f(t,y(t)).

- Probleme Cauchy (IVP): y' = f(t,y), y(0) = yo.
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Ecuatii diferentiale. Probleme Cauchy.

- Ecuatii diferentiale de ordinul ntai:

y' = f(t,y) sau y'(t) = f(t,y(t)).

- Probleme Cauchy (IVP): y' = f(t,y), y(0) = yo.
- Ecuatii diferentiale de ordinul doi:

y'="f(t.y.y').

Valori initiale: y(0) = yo, y'(0) = ¥¢.
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Ecuatii diferentiale. Probleme Cauchy.

- Ecuatii diferentiale de ordinul ntai:

y' = f(t,y) sau y'(t) = f(t,y(t)).

- Probleme Cauchy (IVP): y' = f(t,y), y(0) = yo.
- Ecuatii diferentiale de ordinul doi:

y'=f(t,y,y).
Valori initiale: y(0) = yo, y'(0) = ¥¢.

- Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul 1. Fie y1(t) := y(t) si
yo(t) := y'(t). Atunci ecuatia diferentiald de ordinul 2 se poate scrie sub

forma: )
b4 Y2 ’
= = F(t
< Y3 > ( f(t,y1,y2) > st (t,u)

unde u = (y1,y2)", F(t,u) = (ur, F(t,u))".
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri
Probleme Cauchy:

{ y f(t.y)
y(0) = w

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric



Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671

{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = w y(0) 0
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.

- y(0) = 0 implica
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0) =0 implicd y'(0) =1
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Ecuatii diferentiale

41



Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y’(0) =1 implica
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y’(0) =1 implicd y"”(0) = —
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y'(0) = 1 implicd y"(0) = =2 = y(x) = x — x> + ...
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y'(0) = 1 implic y”(0) = =2 = y(x) = x — x> + ...
- y(0)=0, y'(0) =1, y”(0) = —2 implicd
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P yO(0) % TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y'(0) = 1 implic y”(0) = =2 = y(x) = x — x> + ...
- y(0) =0, y'(0) =1, y”(0) = —2 implic y®)(0) =2
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x*+xy
y(0) = x y(0) = 0

Serii de puteri:

YO = y(0) + YO +y' (O + YO +.

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y'(0) = 1 implici y”(0) = =2 = y(x) = x — x> + ..

)
/(0 =0,y(0) =1,y (0)——2 implics y©®)(0) = 2 =
y(x)=x—x*+ 13+
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Probleme Cauchy: Newton, 1671
{y’ = f(t,y) {y’ = 1-3x+y+x>+xy
y(0) = x y(0) = 0
Serii de puteri:
£3
y(t) = y(0) +y'(0)t + y”(O) P YO (0)= TR

Exemplu. Solutia ecuatiei lui Newton folosind serii de puteri.
- y(0)=0implicd y'(0) =1 = y(x) =x+....
- y(0) =0, y'(0) = 1 implici y”(0) = =2 = y(x) = x — x> + ..
- y(0) =0, y'(0) =1, y”(0) = —2 implicg y®(0) =2 =
y(x) =x—x%+ %x3 + ..
Solutia obtinuta de Newton:

1 1
y(x)=x—x*+ 23— x4+ —x* — x4
3 6 30 45
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Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind serii de puteri

Exemrer [

S:it JEquatio 1;= L 3% 4y Fxx4xy, cujus Terminoy:

re— 3%4x non affeltos Relard Quantitate difpofitos vides in la--
teralem Seriem primo loco, & reliquos y & xy in finiftrd Columnd..

+1'—3#+Jm'

+
+ xjy

1 1 1.
#+x—xx+-g—-:‘—?x‘ -+ 3—-0#' ; &c

.ox T 1
K XXX e x¥ e .;—x’ _.?x’.].;ax‘;&c.

- Aggreg. -I-!—ax.i.xx—.lx' + %x‘—ix’ ; &c.

3 30

L y== r[-x_.:xq--;Tx'..._._-x‘ +.=lox' —_—xt & ;

& 45

Nuag:
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Metode numerice

Consideram din nou problema Cauchy

{y/ = f(ta.y)
y(0) = y

si notdm cu y* := y*(t) solutia exacts. In cele ce urmeaz3 sunt valabile
urmatoarele conventii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;
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Metode numerice

Consideram din nou problema Cauchy

{y/ = f(ta.y)
y(0) = x

si notdm cu y* := y*(t) solutia exacts. In cele ce urmeaz3 sunt valabile
urmatoarele conventii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;
- Timpii de integrare: t;, t; =1ih, i =0,1,2,..;
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Metode numerice

Consideram din nou problema Cauchy

{y/ = f(ta.y)
y(0) = x

si notdm cu y* := y*(t) solutia exacts. In cele ce urmeaz3 sunt valabile
urmatoarele conventii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;
- Timpii de integrare: t;, t; =1ih, i =0,1,2,..;

- Solutia exactd la pasul n: y, v = y*(t,);
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Metode numerice

Consideram din nou problema Cauchy

{y/ = f(ta.y)
y(0) = x

si notdm cu y* := y*(t) solutia exacts. In cele ce urmeaz3 sunt valabile
urmatoarele conventii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;
- Timpii de integrare: t;, t; =1ih, i =0,1,2,..;
- Solutia exactd la pasul n: y, v = y*(t,);

- Solutia numerica la pasul n: y,, yo = y.;
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Metode numerice

Consideram din nou problema Cauchy

{y/ = f(ta.y)
y(0) = x

si notdm cu y* := y*(t) solutia exacts. In cele ce urmeaz3 sunt valabile
urmatoarele conventii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;

- Timpii de integrare: t;, t; =1ih, i =0,1,2,..;
- Solutia exactd la pasul n: y, v = y*(t,);

- Solutia numerica la pasul n: y,, yo = y.;

- Eroarea la pasul n: e,, e, := |y — yal
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Metode numerice. Metoda lui Euler.

- Din definitia derivatei avem:

y(t+h) —y(t) y(t+h) —y(t)
y'(t) = I|m N Y

si folosind aproximarea y’(t) =

n ecuatia diferential¥ y’(t) = (¢, y(t)) ne conduce la
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Metode numerice. Metoda lui Euler.
- Din definitia derivatei avem:

(0 = fim 2D =50 y(t+h) ~y(2)
h

si folosind aproximarea y’(t) = ;

n ecuatia diferential¥ y’(t) = (¢, y(t)) ne conduce la
y(t+ h) = y(t) + hf(t, y(1)).
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Metode numerice. Metoda lui Euler.

- Din definitia derivatei avem:

y(t+h) —y(t) y(t+h) —y(t)
h h

y'(t) = lim si folosind aproximarea y'(t) ~
h—0

n ecuatia diferential¥ y’(t) = (¢, y(t)) ne conduce la

y(t+h) = y(t) + h (¢, y(t))-

- Pentru t :=tn, Yo = y(tn), Yn+1 = y(tnt1) obtinem metoda lui Euler (1768):

Ynt1 = Yn + hf(tn,yn), n= 07 ].7
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Metode numerice. Metoda lui Euler.
- Din definitia derivatei avem:

y'(t) = ’I7im0 y(th’—y(t) si folosind aproximarea y'(t) ~ y(th’—y(t)
—

n ecuatia diferential¥ y’(t) = (¢, y(t)) ne conduce la

y(t+h) = y(t) + h (¢, y(t))-

- Pentru t :=tn, Yo = y(tn), Yn+1 = y(tnt1) obtinem metoda lui Euler (1768):

Ynt1 = Yn + hf(tn,yn), n= 07 ].7

- Eroarea de trunchiere (discretizare) la pasul n+ 1 este definit3 prin

Top =y (tar1) = [y"(ta) + hf (tn, ¥ (ta))]
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Metode numerice. Metoda lui Euler.

- Din definitia derivatei avem:

y(t+h) —y(t) y(t+h) —y(t)
h h

y'(t) = lim si folosind aproximarea y'(t) ~
h—0
n ecuatia diferential¥ y’(t) = (¢, y(t)) ne conduce la

y(t+h) = y(t) + h (¢, y(t))-

- Pentru t :=tn, Yo = y(tn), Yn+1 = y(tnt1) obtinem metoda lui Euler (1768):

Ynt1 = Yn + hf(tn,yn), n= 07 ].7

- Eroarea de trunchiere (discretizare) la pasul n+ 1 este definit3 prin
Tn,h = y*(tn+1) - [y*(tn) + hf(t"wv*(t”))] .
Pentru metoda lui Euler avem:
L
T = (") 6,

unde &, € [tn, tas1]. Vom scrie T, = O(h?).
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Convergenta metodei lui Euler

in cele ce urmeaz presupunem ca f(t,y) este o functie Lipschitz in raport cu a
doua variabild. Mai precis, presupunem ca exista K > 0, astfel Tncat:

[f(t,y1) — f(t,y2)| < Kly1 — ol -

Teorema

Presupunem c3 solutia y* are derivata de ordinul 2 marginitd pe intervalul [0, b].

Atunci
o ebK -1 "
* < - =
o?tféb'y" Yal < € e + ——(h),
unde

h , .
7(h) =3 1Y lloe $i €0 =1y = Yal-
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Convergenta metodei lui Euler

in cele ce urmeaz3 presupunem ca f(t,y) este o functie Lipschitz in raport cu a
doua variabild. Mai precis, presupunem ca exista K > 0, astfel Tncat:

[f(t,y1) — f(t,y2)| < Kly1 — ol -

Teorema

Presupunem c3 solutia y* are derivata de ordinul 2 marginitd pe intervalul [0, b].

Atunci
bK

-1
——(h)

* bK
max — <e +
0§t,,§b|y" Yal < €0

unde

h , .
T(h) =3 I1Y"lloo ST €n=1|ys — ¥al-

Observatie. Eroarea de trunchiere T, ) = %z(y*)”(g,,) satisface

| Tonl < h7(h).
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Convergenta metodei lui Euler
i) Scriem

y:+1 = y,+ hf(tn,y:) + Ton,
Yoyl = Ynt+ hf(t")yn)'
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Convergenta metodei lui Euler
i) Scriem

*
yn+1

Yn+1 =

y: + hf(t":y:) + Tn,h,
Yn + hf (tn, yn).

i) Prin scddere: ypi1 — Yor1 = yo — Yo+ h[f(tn,y0) — F(tn,yn)] + Ton

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018)
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Convergenta metodei lui Euler
i) Scriem

y:+1 = y: + hf(tn7y:) + Tn,h7
Yoyl = Ynt+ hf(tnvyn)'

i) Prin scddere: yp 1 — yar1 = Yo — Yo + h[f(tn,yn) — f(tn,yn)] + Ton-

iii) Folosind proprietatea Lipschitz a functiei f(t,y) si | To,n| < h7(h) obtinem:
ent1 < (1+ hK)e, + hr(h).
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Convergenta metodei lui Euler
i) Scriem

yn*+1 = y: + hf(tmyn*) + Tn,h7
Yoyl = Ynt+ hf(tn:yn)'

i) Prin scddere: yp 1 — yar1 = Yo — Yo + h[f(tn,yn) — f(tn,yn)] + Ton-
iii) Folosind proprietatea Lipschitz a functiei f(t,y) si | To,n| < h7(h) obtinem:

ent1 < (1+ hK)e, + hr(h).

iv) Din folosirea repetat3 a inegalit3tii de mai sus obtinem:
en < (14 hK)"eo + hr(h) [1 FA+hK) 4.+ (14 hK)"*l]

v) Folosind formula de calcul a sumei unei progresii geometrice, ajungem la:

en < (14 hK)"eo + [%} T(h)

Concluzia teoremei se obtine folosind acum inegalitatea (1 + x)™ < e™ (x > —1).
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Metoda lui Euler implicita
Metoda Euler implicitd (”backward Euler” sau "implicit Euler”) este dat3 de:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)» n= O, 17

Observatii:

- Eroarea de trunchiere T, , pentru metoda Euler implicitd satisface

Ton = O(h).
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Metoda lui Euler implicita
Metoda Euler implicitd (”backward Euler” sau "implicit Euler”) este dat3 de:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)v n= 0, 17

Observatii:

- Eroarea de trunchiere T, , pentru metoda Euler implicitd satisface
Ton = O(K?).

- Rezultatul de convergent3 este similar cu cel obtinut pentru metoda lui Euler
(explicitd).
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Metoda lui Euler implicita
Metoda Euler implicitd (”backward Euler” sau "implicit Euler”) este dat3 de:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)7 n= 0, 17

Observatii:

- Eroarea de trunchiere T, , pentru metoda Euler implicitd satisface
Ton = O(h).

- Rezultatul de convergent3 este similar cu cel obtinut pentru metoda lui Euler
(explicitd).

- La fiecare pas de integrare metoda Euler implicit3d trebuie sa rezolve o ecuatie
(neliniara Tn general). Mai precis y,.1 este determinat ca solutie a ecuatiei in
u:

u—Yn+ hf(tpy1,u) =0.
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Metoda lui Euler implicita
Metoda Euler implicitd (”backward Euler” sau "implicit Euler”) este dat3 de:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)7 n= 0, 17

Observatii:
- Eroarea de trunchiere T, , pentru metoda Euler implicitd satisface

Ton = O(h).

- Rezultatul de convergent3 este similar cu cel obtinut pentru metoda lui Euler
(explicitd).

- La fiecare pas de integrare metoda Euler implicit3d trebuie sa rezolve o ecuatie
(neliniara Tn general). Mai precis y,.1 este determinat ca solutie a ecuatiei in
u:

u—Yn+ hf(tpy1,u) =0.

- Avand Tn vedere efortul computational mai mare al metodei Euler implicita,
care este avantajul acestei metode fata de metoda lui Euler explicita?
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exacta
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.
Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t) = e*. Se observd ci dac3 Re()\) < 0 atunci
lims oo y(t) = limi oo e = 0.
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t) = e*. Se observd ci dac3 Re()\) < 0 atunci

lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar?

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Ecuatii diferentiale 1 /1



Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t) = e*. Se observd ci dac3 Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exact3 y(t) = eM. Se observi c§ dacd Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicitd)

Yo=(14+h\)" n=0,1,...
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,

y(0) = 1,
avand solutia exact3 y(t) = eM. Se observi c§ dacd Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un

comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicitd)
yo=(14+h\N)", n=0,1,...
Se obtine lim,_ o ¥, = 0 pentru

acele valori A pentru care
|1+ h\ < 1.
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t ) = eM. Se observi c§ dacd Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicits)
Yo =(1+h\)", n=0,1,...

Se obtine lim,_ o ¥, = 0 pentru
acele valori A pentru care

|1 + hA| < 1. Regiunea de stabilitate
este:

Re(h) = {\ € C| 1+ hA| < 1}.

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Ecuatii diferentiale 1 /1



Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t ) = eM. Se observi c§ dacd Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicitd) Metoda Iui Euler implicitd

=(1+h\", n=0,1,... _ 1\
Yn = T , n=0,1,..
Se obtine lim,_ o ¥, = 0 pentru
acele valori A pentru care
|1 + hA| < 1. Regiunea de stabilitate
este:

Re(h) = {\ € C| 1+ hA| < 1}.
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.

Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t ) = eM. Se observi c§ dacd Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicitd) Metoda Iui Euler implicitd

= (1+hN)", n=0,1,... y_( 1 )" he 0.1
" 1—-h\/) T
Se obtine lim,_ o ¥, = 0 pentru
acele valori A pentru care Se obtine lim, . ¥, = 0 pentru acele valori
14 hA| < 1. Regiunea de stabilitate A pentru care |1 — hA[ > 1.

este:

Re(h) = {\ € C| 1+ hA| < 1}.
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.
Fie A € C. Consideram urm3toarea problem3 test:

{y’ = M\,
y(0) = 1,

avand solutia exactd y(t) = e*. Se observd ci dac3 Re()\) < 0 atunci
lim; o0 ¥(t) = limsoo €t = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obtinem un
comportament similar? Pentru problema test avem urmatoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicitd) Metoda lui Euler implicita
n
Yo=(1+h\)", n=0,1,.. _ 1 _ o1
VYn T ) n=20,1,...

Se obtine lim,_ o ¥, = 0 pentru
acele valori A\ pentru care Se obtine lim,_, y, = 0 pentru acele valori
14 hA\| < 1. Regiunea de stabilitate A pentru care |1 — hA[ > 1. Regiunea de
este: stabilitate este:

Re(h) = {\ e C | |1+ hA < 1}. Ri(h) ={A € C|[1— hA[ > 1},

regiune care include {\ € C | Re(\) < 0}.
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Metode Runge-Kutta

Metodele Runge-Kutta de ordin p + 1 sunt obtinute prin urmatoarea schema:

KO = hf(tn,_yn)
Ki = hf(t,+ ah,yn + b1oKo)

Lo : -
Kp = hf <t,, + aph,}/n + Z bp,iKI') 3

i=0

iar valoarea aproximativa a solutiei la pasul t,y; este calculatad prin

p
Yn+1 = Yn + ZAIKI
i=0

Coeficientii aj, by, si A, j=1,p, 1 =0,p, k=1,p, i =0,k — 1 se determind din
dezvoltari n serie Taylor, astfel incat eroarea de trunchiere asociatd metodei sa
satisfaca

Ton = O(h"F2).
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