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Interpolare polinomiald



Problema de interpolare Lagrange

Fie f : [a,b] — R si xo, ..., Xn, n+ 1 puncte distincte in intervalul [a, b]. Presupunem
cunoscute valorile functiei f(x) Tn punctele xo, ..., X, i..€,

yi=f(x), i=0,1,..,n.
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Problema de interpolare Lagrange

Fie f : [a,b] — R si xo, ..., Xn, n+ 1 puncte distincte in intervalul [a, b]. Presupunem
cunoscute valorile functiei f(x) Tn punctele xo, ..., X, i..€,

yi= )‘-(X")7 | = 0,1,...,".

Problema de interpolare Lagrange constd in determinarea unui polinom P(x) de grad cel
mult n, P € M, astfel Incat:

P(x;) =f(xi), i=0,...,n.
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Problema de interpolare Lagrange

Fie f : [a,b] — R si xo, ..., Xn, n+ 1 puncte distincte in intervalul [a, b]. Presupunem
cunoscute valorile functiei f(x) Tn punctele xo, ..., X, i..€,

Yi= f(Xi)’ | = 07 1,...,[7.

Problema de interpolare Lagrange constd in determinarea unui polinom P(x) de grad cel
mult n, P € I, astfel incat:

P(x;) =f(xi), i=0,...,n.
Definim urm3toarele polinoame:

- I(x) = (x = x0)-..(x — xa) € Mpy1 se numeste polinomul nodurilor.

- Polinomul fundamental /j(x) este definit prin

() — 1(x) U Hx) — (x = x0)--(x = xi—1)(x = Xi1)...(x — xn)
) = 70y 2 ) = e ) (0 = ) (0 = xiaa) o — )
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Problema de interpolare Lagrange

Fie f : [a,b] — R si xo, ..., Xn, n+ 1 puncte distincte in intervalul [a, b]. Presupunem
cunoscute valorile functiei f(x) Tn punctele xo, ..., X, i..€,

Yi= f(Xi)’ | = 07 1,...,[7.

Problema de interpolare Lagrange constd in determinarea unui polinom P(x) de grad cel
mult n, P € I, astfel incat:

P(x;) =f(xi), i=0,...,n.
Definim urm3toarele polinoame:

- I(x) = (x = x0)-..(x — xa) € Mpy1 se numeste polinomul nodurilor.

- Polinomul fundamental /j(x) este definit prin

h(x) = 1(x) sau f(x) = (x = x0)--(x = xi—1)(x = Xi1)...(x — xn) .
(X — X,')/’(X,') (X,' — Xo).,(X,‘ — X,;l)(X,' — X,'+1)...(X,' — Xn)
Observatie:
1, i=k
li(x) = dik = { 0, itk
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P €T, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) = f(x)h(x)

i=0

satisface P € I, si
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) = f(x)h(x)

i=0

satisface P € M, si P(xx) = f(xk), k=0,..,n.

ey
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) = f(x)li(x)
i=0
satisface P € M, si P(xx) = f(xx), k=0, ..,n.
- Unicitatea: prin reducere la absurd
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) =D F(x)h(x)
i=0
satisface P € M, si P(xx) = f(xx), k=0, ..,n.

- Unicitatea: prin reducere la absurd(se ajunge la un polinom din I, cu cel
putin n+ 1 rad3cini distincte, lucru ce implicd ca acel polinom este egal cu
polinomul nul).
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) =D F(x)h(x)
i=0
satisface P € M, si P(xx) = f(xx), k=0, ..,n.

- Unicitatea: prin reducere la absurd(se ajunge la un polinom din I, cu cel
putin n+ 1 rad3cini distincte, lucru ce implicd ca acel polinom este egal cu
polinomul nul).

Notatii: P(x) = L,(f; x0, .., Xn)(x) =
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Existenta si unicitatea polinomului de interpolare

Teorema

Fiind date punctele distincte xg, ..., x, exista un singur polinom de grad cel mult n,
P € M, care interpoleaza functia in punctele x;, i.e.,

P(X,') = f(X,'), I: m

Demonstratie (schitd):
- Existenta. Polinomul P(x) dat de

n

P(x) =D F(x)h(x)
i=0
satisface P € M, si P(xx) = f(xx), k=0, ..,n.

- Unicitatea: prin reducere la absurd(se ajunge la un polinom din I, cu cel
putin n+ 1 rad3cini distincte, lucru ce implicd ca acel polinom este egal cu
polinomul nul).

Notatii: P(x) = Ln(f; X0, .-, Xn)(x) = La(F)(x).
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Generarea recursiva a polinoamelor Lagrange

Fie xo, ..., X, puncte distincte si i € {0, ...,n}. Notdm prin Lf,ill(f)(x) polinomul
de interpolare Lagrange al functiei f(x) pe punctele xo, .., Xi—1, Xi 41, ---, Xo. Mai
precis, '

LD (F)(x) = Loa(F; X0y ooy Xi—1, X1 -o0r Xn)(%).

Notdm prin A, coeficientul lui x” din L,(f)(x) si scriem:
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Generarea recursiva a polinoamelor Lagrange

Fie xo, ..., X, puncte distincte si i € {0, ...,n}. Notdm prin Lf,ill(f)(x) polinomul
de interpolare Lagrange al functiei f(x) pe punctele xo, .., Xi—1, Xi 41, ---, Xo. Mai
precis,

LD (F)(x) = Lyt (F; X0s ovs Xi—1s Xit1s +oes Xn) ().

Notdm prin A, coeficientul lui x” din L,(f)(x) si scriem:

Lo(A)(x) = LY (A(x) =
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Generarea recursiva a polinoamelor Lagrange

Fie xo, ..., X, puncte distincte si i € {0, ...,n}. Notdm prin Lf,ill(f)(x) polinomul
de interpolare Lagrange al functiei f(x) pe punctele xo, .., Xi—1, Xi 41, ---, Xo. Mai
precis,

LD (F)(x) = Lyt (F; X0s ovs Xi—1s Xit1s +oes Xn) ().

Notdm prin A, coeficientul lui x” din L,(f)(x) si scriem:

Lo(F)(x) = LY (F)(x) = An(x = X0)oa(x = xi—1)(x — Xi41)orr(X — Xn)
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Generarea recursiva a polinoamelor Lagrange

Fie xo, ..., X, puncte distincte si i € {0, ...,n}. Notdm prin Lf,ill(f)(x) polinomul
de interpolare Lagrange al functiei f(x) pe punctele xo, .., Xi—1, Xi 41, ---, Xo. Mai
precis,

LD (F)(x) = Lyt (F; X0s ovs Xi—1s Xit1s +oes Xn) ().

Notdm prin A, coeficientul lui x” din L,(f)(x) si scriem:

Lo(F)(x) = LY (F)(x) = An(x = X0)oa(x = xi—1)(x — Xi41)orr(X — Xn)
Lo(A)(x) = LY (A)(x) = An(x = x0)-w-(x = xj—1)(x = Xj1)--(x — Xn)
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Generarea recursiva a polinoamelor Lagrange

Fie xo, ..., X, puncte distincte si i € {0, ...,n}. Notdm prin Lf,ill(f)(x) polinomul
de interpolare Lagrange al functiei f(x) pe punctele xo, .., Xi—1, Xi 41, ---, Xo. Mai
precis,

LD (F)(x) = Lyt (F; X0s ovs Xi—1s Xit1s +oes Xn) ().

Notam prin A, coeficientul lui x" din L,(f)(x) si scriem:
Lo(F)(x) = LY (F)(x) = An(x = X0)oa(x = xi—1)(x — Xi41)orr(X — Xn)

Lo(A)(x) = LY (A)(x) = An(x = x0)-w-(x = xj—1)(x = Xj1)--(x — Xn)

Prin simple manipulari algebrice obtinem:

MDA — (x— D - (F)(x
L0 — GO0 — (=)D ()

X =%
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Diferente divizate
Definitie

Fie xg, ..., Xn puncte distincte si f(x) o functie definitd pe un domeniu ce contine
punctele x;. Se numeste diferenta divizata de ordinul n pe punctele x;, i =0,n a

functiei f, coeficientul lui x" din polinomul de interpolare Lagrange
Lo(f; X0y -y Xn ) (X).
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Diferente divizate
Definitie
Fie xg, ..., Xn puncte distincte si f(x) o functie definitd pe un domeniu ce contine
punctele x;. Se numeste diferenta divizata de ordinul n pe punctele x;, i =0,n a
functiei f, coeficientul lui x" din polinomul de interpolare Lagrange
L,(f; o, .-, Xn)(x). Diferenta divizatd se noteazd cu [xg, ..., X,; f] si se poate
calcula dup3 formula:
n

f(xi)

[X0y ey Xn; F] = .
= ')
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Diferente divizate
Definitie
Fie xg, ..., Xn puncte distincte si f(x) o functie definitd pe un domeniu ce contine
punctele x;. Se numeste diferenta divizata de ordinul n pe punctele x;, i =0,n a
functiei f, coeficientul lui x" din polinomul de interpolare Lagrange
L,(f; o, .-, Xn)(x). Diferenta divizatd se noteazd cu [xg, ..., X,; f] si se poate
calcula dup3 formula:
n

f(xi)

[X0y ey Xn; F] = .
= ')

Exemple:
- Ptn=0, [x; f] = f(x0)-
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Diferente divizate

Definitie

Fie xg, ..., Xn puncte distincte si f(x) o functie definitd pe un domeniu ce contine
punctele x;. Se numeste diferenta divizata de ordinul n pe punctele x;, i =0,n a
functiei f, coeficientul lui x" din polinomul de interpolare Lagrange

L,(f; o, .-, Xn)(x). Diferenta divizatd se noteazd cu [xg, ..., X,; f] si se poate
calcula dup3 formula:

—~ f(xi)
[X0y ey Xn; F] = .
= ')
Exemple:
- Ptn=0, [x; f] = f(x0)-
-Ptn=1,
f(x1) — f(x
o, 0 ] = 10 = o).

X1 — Xo
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Diferente divizate

Definitie

Fie xg, ..., Xn puncte distincte si f(x) o functie definitd pe un domeniu ce contine
punctele x;. Se numeste diferenta divizata de ordinul n pe punctele x;, i =0,n a
functiei f, coeficientul lui x" din polinomul de interpolare Lagrange

L,(f; o, .-, Xn)(x). Diferenta divizatd se noteazd cu [xg, ..., X,; f] si se poate
calcula dup3 formula:

—~ f(xi)
[X0y ey Xn; F] = .
= ')
Exemple:
- Ptn=0, [x; f] = f(x0)-
-Ptn=1,
f(x1) — f(x
o, 0 ] = 10 = o).

X1 — Xo
Relatia de recurentd pentru diferente divizate:

[X1y cos Xni F] = [X0y ooy Xn—1; ]
Xp — X0 .

[XOaxlv coey Xn—1, Xn; f] =
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Diferente divizate. Proprietati

X F1=[X0y0 s Xn—1;f]

- Demonstratia recurentei: [xo, X1, ..., Xn—1, Xn; ] = bas.. p——
n
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Diferente divizate. Proprietati

. . X F1=[X0,- -, Xn—1;F ;
- Demonstratia recurentei: [xo, X1, ..., Xn—1, Xn; f] = LB l_[f‘(’o X1 pip
n

relatia de recurenta

(x — )LD (F)(x) — (x — )L (£)(x)

Lo(F)(x) = o ,

pentru polinoamele Lagrange se obtine relatia de recurenta pentru diferente
divizate prin identificarea coeficientilor.
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Diferente divizate. Proprietati

X F1=[X0y0 s Xn—1;f] .
- . Din

- Demonstratia recurentei: [xo, X1, ..., Xn—1, Xn; ] = bas..
relatia de recurenta

(x — )LD (F)(x) — (x — )L (£)(x)

Lo(F)(x) = o ,

pentru polinoamele Lagrange se obtine relatia de recurenta pentru diferente
divizate prin identificarea coeficientilor.

- Avem [xg, ..., Xp; X"] = 1 si [x0, ..., Xn; x¥] = 0 pentru k < n. Pe scurt:

Lok ]., k:n
[Xo,...,xn,x]—{ 0 k<n
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Diferente divizate. Proprietati

[Xl7'”)Xn;f]_[XOw";anl;f]- Din
Xp—Xo

- Demonstratia recurentei: [xo, X1, ..., Xp—1, Xn; ] =
relatia de recurenta

(0 ) — (x — x) L™ N
L)) — B0 = (=)L ()

X0 — Xn

pentru polinoamele Lagrange se obtine relatia de recurenta pentru diferente
divizate prin identificarea coeficientilor.

- Avem [xg, ..., Xp; X"] = 1 si [x0, ..., Xn; x¥] = 0 pentru k < n. Pe scurt:

Lok ]., k:n
[Xo,...,xn,x]—{ 0 k<n

- Diferenta divizata este un operator liniar, i.e.,

[X0s ey Xn; af (x) + Bg(X)] = [0, vy Xn; F(X)] + B[X05 -5 Xn; (X)]-

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Interpolare 6/1



Diferente divizate. Proprietati
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Diferente divizate. Proprietati

- Dacid f(x;) = g(x;), i =0,1,..., n, atunci

[X0s o5 Xni ] = [X0y -y Xn: &)
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Diferente divizate. Proprietati

- Dacid f(x;) = g(x;), i =0,1,..., n, atunci
[X0s o5 Xni ] = [X0y -y Xn: &)

- [X0y s xmi I(x)] = 0.
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Diferente divizate. Proprietati

- Daci f(x;) = g(x;), i =0,1,...,n, atunci
[X0s o5 Xni ] = [X0y -y Xn: &)

- [X0y s xmi I(x)] = 0.

- Formula de medie pentru diferente divizate Fie € C(”)[a, bl si x;, i=0,n,

puncte distincte n [a, b].
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Diferente divizate. Proprietati

- Daci f(x;) = g(x;), i =0,1,...,n, atunci
[X0s o5 Xni ] = [X0y -y Xn: &)

- [X0y s xmi I(x)] = 0.

- Formula de medie pentru diferente divizate Fie € C(”)[a, b]si x;, i =0,n,
puncte distincte Tn [a, b]. Atunci existd ¢ € ( min,_g x;, max,_g x; | astfel
ncat

(" ()

[X0s ooy Xn; ] = —
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Diferente divizate. Proprietati

- Daci f(x;) = g(x;), i =0,1,...,n, atunci
[X0s o5 Xni ] = [X0y -y Xn: &)

- [X0y s xmi I(x)] = 0.

- Formula de medie pentru diferente divizate Fie € C(”)[a, b]si x;, i =0,n,
puncte distincte Tn [a, b]. Atunci existd ¢ € ( min,_g x;, max,_g x; | astfel
ncat )

[X0s ooy Xn; ] = fn_l(c)

- Calculati:

D= [xo,...,x,,;x"+1] .
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Polinomul de interpolare Lagrange sub forma lui Newton
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Polinomul de interpolare Lagrange sub forma lui Newton

- Avem:

L,‘(f;Xo,Xl, ...,X,')(X) - L;_l(f;Xo,Xl, ...,X,'_l)(X) =

(x = x0).-(x = xi—1)[X0, -, Xi5 f], i =1, n.
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Polinomul de interpolare Lagrange sub forma lui Newton

- Avem:

Li(f; X0, X1, -0y Xi ) (X) — Liz1(F; X0, X150y Xi—1)(X) =
(x —x0)-..(x = xi—1)[x0, .., X f], i=1,n

E

- Adunam relatiile de mai sus membru cu membru si obtinem:

n

Z [Li(F)(x) = Lica ()] = D (x = %0)-.(x = Xi—1)[x0, ..., xi; -

i=1
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Polinomul de interpolare Lagrange sub forma lui Newton

- Avem:
Li(f; X0, X1y -0y X; ) (%) — Liz1(F; X0, X1, -0y Xi—1)(X) =

(x = x0).-(x = xi—1)[X0, -, Xi5 f], i =1, n.

- Adunam relatiile de mai sus membru cu membru si obtinem:

n n

D IL(A) = Lica(H)] =D (x = x0)-(x = Xi=1)[x0, -0, X3 F].

i=1 i=1

- Se obtine polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton,

La(F)(x) = F(x0) + > _(x = %0)...(x = Xi-1)[X0, ---, xi: ]

i=1
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Restul in interpolarea Lagrange
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Restul Tn interpolarea Lagrange

- Avem:

Loy1(F; X0y ooy Xny Xna1)(t) — Lo(F X0, vy X)) (E) =
[X0, s Xn, Xng1; F1I(2).
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Restul Tn interpolarea Lagrange

- Avem:

Loy1(F; X0y ooy Xny Xna1)(t) — Lo(F X0, vy X)) (E) =
[X0, -y Xn, Xnt1; F1(E).

- Daca acum alegem t = x,+1, obtinem:

F(Xnt1) — Ln(F; X0y ey X0 ) (Xnt1) = [X0y -y Xny Xt 1; F] 1(Xny1)-
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Restul Tn interpolarea Lagrange

- Avem:

Loy1(F; X0y ooy Xny Xna1)(t) — Lo(F X0, vy X)) (E) =
[X0, -y Xn, Xnt1; F1(E).

- Daca acum alegem t = x,+1, obtinem:
F(Xnt1) — Ln(F; X0y ey X0 ) (Xnt1) = [X0y -y Xny Xt 1; F] 1(Xny1)-

- Cum alegerea lui x,11 a fost arbitrara, putem scrie:

F(x) = La(F; X0y -y Xn ) (X) = [X0y -5 Xn, X; F] 1(X). J

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2018) Calcul Numeric Interpolare 9/1



Restul Tn interpolarea Lagrange

- Avem:

Loy1(F; X0y ooy Xny Xna1)(t) — Lo(F X0, vy X)) (E) =
[X0, -y Xn, Xng1; £ 1(t).

- Daca acum alegem t = x,+1, obtinem:
F(Xnt1) — Ln(F; X0y ey X0 ) (Xnt1) = [X0y -y Xny Xt 1; F] 1(Xny1)-

- Cum alegerea lui x,11 a fost arbitrara, putem scrie:

F(x) = La(F; X0y -y Xn ) (X) = [X0y -5 Xn, X; F] 1(X). J

- Daci f € C("+Y[a, b], atunci existd un punct 6 := 0(x) € [a, b], astfel incat

(n+1)
f(x) = La(f; X0, .oy Xn) (x) = ’(X)%' J
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Convergenta polinoamelor Lagrange

Teorema

Fie T = (x; j) o matrice triunghiulard infinitd de noduri si f € C*>|a, b]. Notam

cu My 1 = Hf(”’Ll)Hoo. Dac3 pentru linia de noduri

Xn,0y Xn,1y +++s Xn,n

3

consideram polinomul de interpolare Lagrange
La(F)(x) == La(fi Xn0, -, Xn.n)(X)
si daca exista M > 0, a.i., M,11 < M, Vn € N, atunci

lim [|Ln(f) — Il = 0.

o
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Convergenta polinoamelor Lagrange

Teorema

Fie T = (x; j) o matrice triunghiulard infinitd de noduri si f € C*>|a, b]. Notam
cu My 1 = Hf(”“)HOO. Dac3 pentru linia de noduri

Xn,0y Xn,15 -3 Xn,n
consideram polinomul de interpolare Lagrange

Lao(F)(x) := La(f; Xn.0, s Xn,n) (X)
si daca exista M > 0, a.i., M,11 < M, Vn € N, atunci

lim [|Ln(f) — Il = 0.

o

Observatie. Conditia M, 1 < M este esentiald 1n obtinerea rezultatului de
convergenta.
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Convergenta polinoamelor Lagrange

Teorema

Fie T = (x; j) o matrice triunghiulard infinitd de noduri si f € C*>|a, b]. Notam
cu My 1 = Hf("“)HOO. Dac3 pentru linia de noduri

Xn,0y Xn,15 -3 Xn,n
consideram polinomul de interpolare Lagrange

Lao(F)(x) := La(f; Xn.0, s Xn,n) (X)
si daca exista M > 0, a.i., M,11 < M, Vn € N, atunci

lim [|Ln(f) — Il = 0.

o

Observatie. Conditia M, 1 < M este esentiald 1n obtinerea rezultatului de
convergenta. Faber si Bernstein au aratat ca pentru orice matrice triunghiulara de
noduri, existd o functie continud f(x) pentru care polinoamele L,(f) diverg.
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Interpolarea Hermite pe noduri duble

Fie f € C%{a, b] si xo, ..., X, noduri distincte in [a, b]. Problema de interpolare
Hermite const3 in determinarea unui polinom P € Ny, 1, astfel incat:

P(x) = f(x)
P,(Xk) = f’(xk),k:O,_n.

Notatie. Polinomul lui Hermite pe nodurile duble xg, ..., X, se noteaza cu

Honi1(F)(x) sau Hapyp1(f; Xg, -eey Xn ) ().

C3utdam polinomul de interpolare Hermite sub forma:

Hon1 (F)(x) = > Fxa)he(x) + > F(xi)huc(x), (1)

unde fx, he € Mapy1,

Ui 2 e i 26
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Polinoamele fundamentale Hermite

Din conditiile de mai sus, avem

li(x) = Fix) 1 xil” (xi) . I"(xi)
= o= e T rGF )
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Polinoamele fundamentale Hermite

Din conditiile de mai sus, avem

o~ PO [ L ss) )
’ G—x)2 [120q) " PO~ [ (x0)
) = - L) g

12(x;) x — x;

Proprietati:
1) Diferenta divizatd pe nodurile duble xg, ..., X, Se noteazd cu
[X0, X0, --+» Xn; Xn; f] si este egald cu coeficientul lui x2™*1 din Hyp,y1(f)(x).
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Polinoamele fundamentale Hermite

Din conditiile de mai sus, avem

o~ PO [ L ss) )
’ G—x)2 [120q) " PO~ [ (x0)
) = - L) g

12(x;) x — x;

Proprietati:
1) Diferenta divizatd pe nodurile duble xg, ..., X, se noteazd cu
[X0, X0, --+» Xn; Xn; f] si este egald cu coeficientul lui x2™*1 din Hyp,y1(f)(x).

2) Restul in interpolarea Hermite:

f(x) = Hong1(F)(x) = IP(x)[X0, X0, -y Xn» Xn, X; f].
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