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Spline-ul cubic de tip Hermite. Formule de cuadratura



Spline-ul cubic de tip Hermite

Fie A:=A,: 0=xp < ... < x, =1 o diviziune a intervalului [0,1] si f € C[0,1].
Functia s3(f) := s3,a(f) := s3,a,(f) se numeste spline cubic de tip Hermite dac3 este un
spline de ordinul 3 si:

3>

ss3(f)(xi) = f(xi), i =0,
$(F) ) = F(x), i =0,

Cautam spline-ul sub forma

(1)
()

S

n n

s3(F)(x) = D> h()F(x) + Y hi(x)f (x),

i=0 =0
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Cautam spline-ul sub forma

3>

(1)
()

S

n n
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Spline-urile fundamentale

@ Spline-urile Ip(x) si In(x)

(X — X1)2 (i—X; +

—1;) x € [0, x]

/0 X) = T {
( ) { O’ X > X1.
/ ( ) 0, X < Xp—1
X) = X—xp_1)?
’ M(_2X+3_Xn—l)a X € [Xn—]_,l].

@ Spline-urile [;(x), 0 < i < n.

3(x—xi—1)®  2(x—x—1)°
o, sl x € [xio1,x]
. — 3(x—xi11)? 2(x—x;
//(X) = (E:’(_;::))2 - (E:_;:;))3 , XE&E [X,',l,X,']

K
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Spline-urile fundamentale

@ Spline-urile hg(x) si h,(x)

%X(X —x1)?, x€[0,x]

ho(x) = {

Oa X > X1.
h ( ) — 0’ X < Xp—1
o= (17%_1) (x = 1)(x = xa—1)%, X € [xa—1,1].

@ Spline-urile h;j(x), 0 < i < n.
—Xi— 2 X—X;j
- (Xi—lx)/f(l)2 )’ x e [Xi—l’xi]
M) = bl xe b

0, altfel.
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Formule de cuadratura
Fle w : (a, b) — R4 o functie cu proprietatea c3 pentru orice k € N, existd si este finit3:

/ab w(x)x"dx.
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Formule de cuadratura

Fle w : (a, b) — R4 o functie cu proprietatea c3 pentru orice k € N, existd si este finit3:

/ab w(x)x"dx.

Definitie
Fie x; € [a, b], i = 0, n puncte distincte din intervalul [a, b]. Se numeste formul de
cuadraturd cu nodurile simple x;, i = 0, n o formul3 de forma

/ w(x)f(x)dx = > Acf(x) + R(f), (3)

k=0

unde Ax sunt numere independente de functia f.
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k=0

unde Ax sunt numere independente de functia f.

3)

Terminologie:

- Ax: coeficientii cuadraturii;
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Formule de cuadratura
Fle w : (a, b) — R o functie cu proprietatea c3 pentru orice k € N, existd si este finita:

/ab w(x)x"dx.

Definitie
Fie x; € [a, b], i = 0, n puncte distincte din intervalul [a, b]. Se numeste formul de
cuadraturd cu nodurile simple x;, i = 0, n o formul3 de forma

/ w(x)f(x)dx = > Acf(x) + R(f), (3)

k=0

unde Ax sunt numere independente de functia f.

Terminologie:
- Ag: coeficientii cuadraturii;
- R(f): restul cuadraturii;
- Cuadratura (5) are ordinul de exactitate m dac3

R(x*)=0,k=0,..,msi R(x™") #0.
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Formule de cuadratura de tip interpolator
Fie L,(f; xo, ..., Xn) polinomul de interpolare Lagrange al functiei f pe nodurile

X0 -y Xns

Lo(f; X0y s Xn)(X) = Z T (X)F (xx)-
k=0
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Formule de cuadratura de tip interpolator

Fie L,(f; xo, ..., Xn) polinomul de interpolare Lagrange al functiei f pe nodurile
X0 -y Xns

n
Ln(Fi X0, -0 Xn) (X) = D I (X)F (xk)-
k=0
Formulele de cuadraturd n care coeficientii Ax sunt dati de:
b
Ay = / w(x) e (x)dx
a

se numesc formule de cuadratura de tip interpolator.
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Formule de cuadratura de tip interpolator
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se numesc formule de cuadratura de tip interpolator.
Gradul de exactitate:
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Formule de cuadratura de tip interpolator

Fie L,(f; xo, ..., Xn) polinomul de interpolare Lagrange al functiei f pe nodurile
X0y ---5 Xns

Lo(f; X0y s Xn)(X) = Z T (X)F (xx)-
k=0

Formulele de cuadraturd n care coeficientii Ax sunt dati de:

b
Ak:/ w(x)lk(x)dx

se numesc formule de cuadratura de tip interpolator.
Gradul de exactitate:

- O formul3 de cuadraturd de tip interpolator are gradul de exactitate m,
m > n.
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Formule de cuadratura de tip interpolator

Fie L,(f; xo, ..., Xn) polinomul de interpolare Lagrange al functiei f pe nodurile
X0y ---5 Xns

Lo(f; X0y s Xn)(X) = Z T (X)F (xx)-
k=0

Formulele de cuadraturd n care coeficientii Ax sunt dati de:

b
Ak:/ w(x) Ik (x)dx

se numesc formule de cuadratura de tip interpolator.
Gradul de exactitate:

- O formul3 de cuadraturd de tip interpolator are gradul de exactitate m,
m > n.

- Daca o formul3d de cuadratura are gradul de exactitate m > n, atunci formula
este de tip interpolator.
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Formula dreptunghiului

Fie w =1 si n=0. Considerdm formule de cuadratura cu un singur nod, i.e.,

b
/ f(x)dx = Aof(x0) + R(f). (4)
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Formula dreptunghiului

Fie w =1 si n=0. Considerdm formule de cuadratura cu un singur nod, i.e.,
b
/ f(x)dx = Aof(x0) + R(f). (4)
a

- Pt ca formula (4) s3 fie de tip interpolator trebuie ca gradul de exactitate s3
fie >0(n=0)= Ay=b—a.
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Formula dreptunghiului

Fie w =1 si n = 0. Consideram formule de cuadratura cu un singur nod, i.e.,
b
/ f(x)dx = Aof(x0) + R(f). (4)
a

- Pt ca formula (4) s3 fie de tip interpolator trebuie ca gradul de exactitate s3
fie >0(n=0)= Ay=b—a.

- Se poate determina xp astfel incit gradul de exactitate s3 fie (>) 17Se obtine
xo = (b+ a)/2 si se ajunge la formula dreptunghiului

/ab F(x)dx = (b — a)f (a; b) + R(F).
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Formula dreptunghiului

Fie w =1 si n = 0. Consideram formule de cuadratura cu un singur nod, i.e.,

/ab f(x)dx = Aof(x0) + R(f). (4)

- Pt ca formula (4) s3 fie de tip interpolator trebuie ca gradul de exactitate s3
fie >0(n=0)= Ay=b—a.

- Se poate determina xp astfel incit gradul de exactitate s3 fie (>) 17Se obtine
xo = (b+ a)/2 si se ajunge la formula dreptunghiului

/ab F(x)dx = (b — a)f (a; b) + R(F).

- Restul Tn formula dreptunghiului este dat de

R = 16 oy,

unde ¢ = ¢(f) € [a, b].
Y



Formula repetata a dreptunghiului

- Fie n € N*. Consideram nodurile echidistante
b—a

Xk =a+k , k=0,n.
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Formula repetata a dreptunghiului

- Fie n € N*. Consideram nodurile echidistante
b—a

xk =a+ k , k=0,n.

- Avem:

/ab f(x)dx = :Z_E/X:kﬂ f(x)dx.
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Formula repetata a dreptunghiului

- Fie n € N*. Consideram nodurile echidistante
b—a

xk =a+ k , k=0,n.

- Avem:

/ab f(x)dx = :Z_i/x:kﬂ f(x)dx.

- Fie f € C?[a, b]. Pe fiecare interval [xk, xk11], aplicim formula dreptunghiului si

obtinem:
Xet1 _b—a b—a (k) (b — a)®
/Xk f(x)dx = p f<a+(2k+1) o )+ oY pEa

unde ¢k € [xk, xkt+1], k =0,n— 1.
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Formula repetata a dreptunghiului

- Fie n € N*. Consideram nodurile echidistante
b—a

xk =a+ k , k=0,n.

- Avem:

/ab f(x)dx = :Z_f/x:kﬂ f(x)dx.

- Fie f € C?[a, b]. Pe fiecare interval [xk, xk11], aplicim formula dreptunghiului si

obtinem:
Xet1 _b—a b—a (k) (b — a)®
/Xk f(x)dx = p f(a+(2k+1) o )+ oY pEa

unde ¢k € [xk, xkt+1], k =0,n— 1.

- Formula repetata a dreptunghiului, f € C?[a, b]:

b b—ae=x b—a (b—a)®
f(x)dx = E f (a+(2k—|—1) ) + ' (cn).
/E, n 2n 242
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Formula trapezului. Formula repetata a trapezului.

- Fie f € C?[a, b]. Formula trapezului se obtine din aproximarea funtiei f(x) cu
polinomul Lagrange de interpolare Li(f; a, b)(x):

b J—
[ F0adx= 252110 + F(B)] + R,
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Formula trapezului. Formula repetata a trapezului.

- Fie f € C?[a, b]. Formula trapezului se obtine din aproximarea funtiei f(x) cu
polinomul Lagrange de interpolare Li(f; a, b)(x):

b J—
[ F0adx= 252110 + F(B)] + R,

- Din interpolarea Lagrange, avem:

R(f) = /(x—a)(x—b)[a,b,x;f]dx:—/(x—a)(b—x)[a,b,x;f]dx

b
—[a, b, c; f]/ (x — a)(b — x)dx, unde c € [a, b].
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Formula trapezului. Formula repetata a trapezului.

- Fie f € C?[a, b]. Formula trapezului se obtine din aproximarea funtiei f(x) cu
polinomul Lagrange de interpolare Li(f; a, b)(x):

b J—
[ F0adx= 252110 + F(B)] + R,

- Din interpolarea Lagrange, avem:
b b
R(f) = / (x — a)(x — b)[a, b, x; fldx = —/ (x = a)(b — x)[a, b, x; f]dx

b
= —[a, b,c; f]/ (x — a)(b — x)dx, unde c € [a, b].

- Folosind formula de medie pentru diferente divizate, obtinem formula trapezului:

b —a —a)® 7
[ e =221 + ro - CL ),

a
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Formula trapezului. Formula repetata a trapezului.

- Fie f € C?[a, b]. Formula trapezului se obtine din aproximarea funtiei f(x) cu
polinomul Lagrange de interpolare Li(f; a, b)(x):

b J—
[ F0adx= 252110 + F(B)] + R,

- Din interpolarea Lagrange, avem:
b b
R(f) = / (x — a)(x — b)[a, b, x; fldx = —/ (x = a)(b — x)[a, b, x; f]dx

b
= —[a, b,c; f]/ (x — a)(b — x)dx, unde c € [a, b].

- Folosind formula de medie pentru diferente divizate, obtinem formula trapezului:

b —a —a)® 7
[ e =221 + ro - CL ),

- Formula repetat3 a trapezului (xk = a+ k22, k =0, n):
b n—1 3
b—a (b—a)’ .,
F(x)dx = fla)+23  f fF(b)| — f'(c).
| feode = 222 (a) + > o) +(8)| — C 2@
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Grad maxim de exactitate. Formule de tip Gauss.

- Consideram formule de cuadraturd de forma:

/ w(x)f(x)dx = ZAkf(Xk) + R(f), (5)

k=0

unde xx, k = 0, n sunt noduri distincte. Pentru n fixat, gradul maxim de
exactitate este 2n + 1.
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- Consideram formule de cuadraturd de forma:
b n
/ w(x)f(x)dx =Y Acf(x) + R(f), (5)
a k=0

unde xx, k = 0, n sunt noduri distincte. Pentru n fixat, gradul maxim de
exactitate este 2n + 1.

- Formulele de cuadraturd cu grad maxim de exactitate se numesc formule de
cuadratura de tip Gauss.
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Grad maxim de exactitate. Formule de tip Gauss.
- Consideram formule de cuadraturd de forma:

b n
/ w(x)f(x)dx =Y Auf(x) + R(f), (5)
a k=0

unde xx, k = 0, n sunt noduri distincte. Pentru n fixat, gradul maxim de
exactitate este 2n + 1.

- Formulele de cuadraturd cu grad maxim de exactitate se numesc formule de
cuadratura de tip Gauss. Exemplu: formula dreptunghiului este o formula de
cuadraturs de tip Gauss (n = 0, grad de exactitate = 1).
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/ w(x)f(x)dx = ZAkf(Xk) + R(f), (5)

k=0
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exactitate este 2n + 1.

- Formulele de cuadraturd cu grad maxim de exactitate se numesc formule de
cuadratura de tip Gauss. Exemplu: formula dreptunghiului este o formula de
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sa determindm nodurile xx, k =0, n.
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Grad maxim de exactitate. Formule de tip Gauss.

- Consideram formule de cuadraturd de forma:

/ w(x)f(x)dx = ZAkf(Xk) + R(f), (5)

k=0
unde xx, k = 0, n sunt noduri distincte. Pentru n fixat, gradul maxim de
exactitate este 2n + 1.

- Formulele de cuadraturd cu grad maxim de exactitate se numesc formule de
cuadratura de tip Gauss. Exemplu: formula dreptunghiului este o formula de
cuadraturs de tip Gauss (n = 0, grad de exactitate = 1).

- Formulele de cuadraturd de tip Gauss fiind formule de tip interpolator este suficient
sa determindm nodurile xx, k =0, n.

- Vom determina nodurile cuadraturilor de tip Gauss ca fiind radacinile polinoamelor
ortogonale corespunz3toare.
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Grad maxim de exactitate. Formule de tip Gauss.

- Consideram formule de cuadraturd de forma:

/ w(x)f(x)dx = ZAkf(Xk) + R(f), (5)

k=0
unde xx, k = 0, n sunt noduri distincte. Pentru n fixat, gradul maxim de
exactitate este 2n + 1.

- Formulele de cuadraturd cu grad maxim de exactitate se numesc formule de
cuadratura de tip Gauss. Exemplu: formula dreptunghiului este o formula de
cuadraturs de tip Gauss (n = 0, grad de exactitate = 1).

- Formulele de cuadraturd de tip Gauss fiind formule de tip interpolator este suficient
sa determindm nodurile xx, k =0, n.

- Vom determina nodurile cuadraturilor de tip Gauss ca fiind radacinile polinoamelor
ortogonale corespunzitoare. Observatie. Pe multimea Cl[a, b] introducem produsul
scalar definit prin:

(f.8) = / w(x)f(x)g(x)dx, f.g € Cla,b].
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Polinoame ortogonale
Definitie

Fie w : (a, b) — R,. Se numeste polinom ortogonal de grad n+ 1 relativ la ponderea w
un polinom P € Piny1 cu proprietatea

b
/ w(x)x*P(x)dx =0, k=0, n.
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Polinoame ortogonale

Definitie
Fie w : (a, b) — R,. Se numeste polinom ortogonal de grad n+ 1 relativ la ponderea w
un polinom P € Piny1 cu proprietatea

b
/ w(x)x*P(x)dx =0, k=0, n.

Teorema

Fie P € M,41 un polinom ortogonal de grad efectiv n+ 1 relativ la ponderea
w : (a,b) = R. Atunci P are toate ridicinile reale si distincte situate in (a, b).

Demonstratie (sketch). P fiind polinom ortogonal de grad n+ 1, avem

/ab w(x)P(x)dx =0,

deci P(x) schimb3 cel putin odata semnul in (a, b).
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Demonstratie (sketch). P fiind polinom ortogonal de grad n+ 1, avem

/ab w(x)P(x)dx =0,

deci P(x) schimb3 cel putin odata semnul in (a, b). Fie xo, .., xx € (a, b) punctele in care
P(x) schimb3 semnul.
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/ab w(x)P(x)dx =0,

deci P(x) schimb3 cel putin odata semnul in (a, b). Fie xo, .., xx € (a, b) punctele in care
P(x) schimb3 semnul. Dac3 k = n teorema este demonstrat3.
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Polinoame ortogonale

Definitie
Fie w : (a, b) — R,. Se numeste polinom ortogonal de grad n+ 1 relativ la ponderea w
un polinom P € Piny1 cu proprietatea

b
/ w(x)x*P(x)dx =0, k=0, n.

Teorema

Fie P € M,41 un polinom ortogonal de grad efectiv n+ 1 relativ la ponderea
w : (a,b) = R. Atunci P are toate ridicinile reale si distincte situate in (a, b).

Demonstratie (sketch). P fiind polinom ortogonal de grad n+ 1, avem

/ab w(x)P(x)dx =0,

deci P(x) schimb3 cel putin odata semnul in (a, b). Fie xo, .., xx € (a, b) punctele in care
P(x) schimb3 semnul. Daci k = n teorema este demonstrat3. Se presupune c3
k < n—1 si se ajunge la contradictie cu conditia de ortogonalitate asupra lui P(x).
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Polinoame ortogonale

Teorema

Dou& polinoame ortogonale de grad n+ 1 in raport cu ponderea w(x) au aceleasi
radacini.

Demonstratie (sketch) Presupunem c3 P si Q sunt polinoame ortogonale de grad n+ 1
relativ la ponderea w : (a, b) — R.
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Polinoame ortogonale

Teorema

Dou& polinoame ortogonale de grad n+ 1 in raport cu ponderea w(x) au aceleasi
radacini.

Demonstratie (sketch) Presupunem c3 P si Q sunt polinoame ortogonale de grad n+ 1
relativ la ponderea w : (a, b) — R. Fie

a = coeffai1 P(x) si B = coeff i Q(x).
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Polinoame ortogonale

Teorema

Dou& polinoame ortogonale de grad n+ 1 in raport cu ponderea w(x) au aceleasi
radacini.

Demonstratie (sketch) Presupunem c3 P si Q sunt polinoame ortogonale de grad n+ 1
relativ la ponderea w : (a, b) — R. Fie

a = coeffai1 P(x) si B = coeff i Q(x).
Fie R(x) = BP(x) — aQ(x) € MN,.
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Dou& polinoame ortogonale de grad n+ 1 in raport cu ponderea w(x) au aceleasi
radacini.

Demonstratie (sketch) Presupunem c3 P si Q sunt polinoame ortogonale de grad n+ 1
relativ la ponderea w : (a, b) — R. Fie

a = coeffai1 P(x) si B = coeff i Q(x).

Fie R(x) = BP(x) — aQ(x) € MN,.Pe de altd parte avem

b
/ w(x)x*R(x)dx =0, k=0,n
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Polinoame ortogonale

Teorema

Dou& polinoame ortogonale de grad n+ 1 in raport cu ponderea w(x) au aceleasi
radacini.

Demonstratie (sketch) Presupunem c3 P si Q sunt polinoame ortogonale de grad n+ 1
relativ la ponderea w : (a, b) — R. Fie

a = coeffai1 P(x) si B = coeff i Q(x).

Fie R(x) = BP(x) — aQ(x) € MN,.Pe de altd parte avem

b
/ w(x)x*R(x)dx =0, k=0,n

Din relatia de mai sus avem: R(x) = 0 adicd SP(x) = aQ(x).
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Polinoame ortogonale clasice

i) Polinoamele Legendre. Fie w : [a, b] = R, w(x) = 1. Atunci polinoamele
ortoogonale de grad n+ 1 (numite polinoamele Legendre) au forma:

P, =k d n+1 n+1
ne1(x) = koo [(x—a)" (b= X))
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Polinoame ortogonale clasice

i) Polinoamele Legendre. Fie w : [a, b] — R, w(x) = 1. Atunci polinoamele
ortoogonale de grad n+ 1 (numite polinoamele Legendre) au forma:

P, =k d n+1 n+1
ne1(x) = koo [(x—a)" (b= X))

i) Polinoamele Jacobi. Fie o, 8 > —1, w : (a,b) = R, w(x) = (x — a)*(b — x)".
Polinoamele de grad n + 1, ortogonoale in raport cu ponderea w se numesc
polinoamele Jacobi si au forma:

n+1
a,B —a — a+n+1 n+1
S0 = kx = a) (b =) o [(x = a) T (b —x) 7.
n cazul particular o = 8 = f%, [a, b] = [-1, 1], polinoamele corespunzitoare

poartd numele de polinoame Chebysev de prima speta si sunt date de

Tot1(x) = kcos[(n + 1)arccosx].
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Polinoame ortogonale clasice

iii) Polinoamele Laguerre. Fie w : [0,00) — R, w(x) = e™*. Polinoamele de grad
n+ 1 ortogonale relativ la ponderea w se numesc polinoame Laguerre si au forma

Ln+1 (X) = ke

n+1
X d Xn+1e7x
dxn+1 :
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Polinoame ortogonale clasice

iii) Polinoamele Laguerre. Fie w : [0,00) — R, w(x) = e™*. Polinoamele de grad
n+ 1 ortogonale relativ la ponderea w se numesc polinoame Laguerre si au forma

n+1
X d [Xn+1 7xj|

Loti(x) = ke T e

X

. . . . 2 .
iv) Polinoamele Hermite. Fie w : R — R, w(x) = e ™ . Polinoamele de grad n+1
ortogonale relativ la ponderea w se numesc polinoame Hermite si au forma

Hn+1 (X) = kex

2 gl [ —x2]

dxn+1
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