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Siruri de operatori de aproximare



Operatori liniari si pozitivi

Definitie (Operatori liniari si pozitivi)

Un operator L : Cla, b] — C|a, b] se numeste operator liniar si pozitiv dacd pentru orice

f,g € Cla,b] si o, B € R avem
- liniaritate: L(af + Bg) = alL(f) + BL(g),
- pozitivitate: L(f) >0, Vf € C[a, b], f > 0.

Exemple.

a) Fie A:a=x < x1 < ...< xp, = b o diviziune a intervalului [a, b]. Atunci
operatorul: sa : Cla, b] — C[a, b] este un operator liniar si pozitiv. Aici sa(f)
reprezintd spline-ul liniar de interpolare al functiei f relativ la diviziunea A.

b) Operatorul L : Cla, b] — C[a, b], dat prin

L) = 7= %(a) + 5= 21(b)

este un operator liniar si pozitiv. Se observa c3 L(f) = Li(f; a, b) (polinomul de

interpolare Lagrange de gradul 1 pentru nodurile xo = a, x1 = b).
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Teorema Popoviciu-Bohmann-Korovkin.

Teorem3a (Popoviciu-Bohmann-Korovkin)

Fie (Ln)nen, Ly : Cla, b] — Cla, b] un sir de operatori liniari sl pozitivi. Conditia necesard
si suficientd pentru ca

lim ||f — La(f)||,, =0, Vf e Cla,b]
n— o0

este ca
lim |lex — Ln(ex)||. =0, k=0,1,2,
n— oo

unde ex(x) = x*, k €N,

Definitie (Operatorul Bernstein)

Fie f € C[0,1] si n € N. Se numeste polinom Bernstein de grad n, polinomul

Ba(f)(x) = E:mdﬂf(>

unde polinoamele de grad (exact) n, pni(x) = (})x*(1 — x)""*, k =0, n se numesc
polinoamele fundamentale Bernstein de grad n.

v
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Proprietati ale operatorilor Bernstein

Teorema (Convergenta operatorilor Bernstein)

Sirul de operatori Bernstein (B;),y este un sir de operatori de aproximare, i.e.,

lim ||Ba(f) — f||. = 0,¥f € C[0,1].
n—00

Observatie. Avem:

1—
Ba(eo) = e, Bu(er) = e1, Bu(e)(x) = x" + Q
Teorem3a (Pastrarea monotoniei si convexitatii)

Fie f € C[0,1].

a) Daci f este o functie monotond pe [0,1] atunci B,(f) este o functie monotond si
de aceeasi monotonie cu f (pastrarea monotoniei);

b) Dacd f este o functie convexd (concavi) pe [0, 1] atunci B,(f) este o functie
convexd (concavd) pe [0, 1] (pastrarea convexitatii).
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Algoritmul Popoviciu-Casteljau
n\ (n-1 n—1
k) =k )T k-1)

Pk (x) = (1 = x)pn—1,k(x) + Xpn—1,k—1(x).

Din identitatea:

obtinem identitatea:
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Algoritmul Popoviciu-Casteljau

Din identitatea:
n\ (n-1 n n—1
k|~ k k—1)’

Pk (x) = (1 = x)pn—1,k(x) + Xpn—1,k—1(x).

obtinem identitatea:

Multimea B = {pn,o(x), ..., pn,n(x)} reprezintd o bazs in M,. Fie P € I, cu reprezentarea

P(x) = akpnk(x).
k=0

Urm3torul algoritm calculeazs iterativ valoarea lui P(x).
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Algoritmul Popoviciu-Casteljau

Din identitatea:
n\ (n-1 n n—1
k|~ k k—1)’

Pk (x) = (1 = x)pn—1,k(x) + Xpn—1,k—1(x).

obtinem identitatea:

Multimea B = {pn,o(x), ..., pn,n(x)} reprezintd o bazs in M,. Fie P € I, cu reprezentarea

P(x) = akpnk(x).
k=0

Urm3torul algoritm calculeazs iterativ valoarea lui P(x).

Algoritmul Popoviciu-Casteljau. Fie p? := a;, i =0,
forr=1:n
fori=0:n—r
pli= (1= x)p[ "+ xpiis
end;
end;
Out: P(x) = pg.

3
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Curbe Bezier. Algoritmul Popoviciu-Casteljau

Fie Ax € R?, k = 0, n puncte distincte in plan. Curba Bezier determinat3 de punctele
Ax, k =0, n este
n
P(t) =" pok(t)Ac, t €10,1],
k=0

unde P(t) este punctul curent pe curba Bezier, P(t) = (x(t), y(t))" si Ax = (x, v4) ",
k =0, n. Punctul curent P(t) se poate obtine folosind algortimul Popoviciu-Casteljau.

Algoritmul Popoviciu-Casteljau (Curbe Bezier). Fie p? := A; = (x;, )", i =0, n.

forr=1:n
fori=0:n—r
pli= (1= t)p] " + o
end;
end;

Out: P(t) = (x(t),y(1))" = pf.
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Aplicatii. Spline-uri Bezier.

Punctele verzi (x(%t), y(43%2)) obtinute din m3suritori. Diviziunea pe axa Ox,
Al xédata) <. < x,(vdata), nu este in general echidistants.
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Aplicatii. Spline-uri Bezier.

Punctele rosii (x(eq”f),y(eq”i)) determind o diviziunea echidistanta pe Ox. Numarul lor
este egal cu cel al punctelor verzi, iar y(*%) se obtine din spline-ul liniar atasat punctelor
verzi. Spline-ul liniar atasat punctelor rosii devine spline-ul de referinta.
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Aplicatii. Spline-uri Bezier.

Fiecare subinterval al diviziunii A% se Tnjum3titeste = punctele (x f’"e)7y(ﬁ"e)) si

fi f (f -
(i) " Pe primul subinterval [x (fine) '"e)] ramane spline-ul liniar, iar pe

diviziunea Ay
(f'"e) (f'"e ] folosim curba Bezier de ordinul 2..

intervalul [x;
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Aplicatii. Spline-uri Bezier.

Pe subintervalul [x{",
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xéﬁ"e)] folosim din nou curba Bezier de ordinul 2...

Calcul Numeric

=




Aplicatii. Spline-uri Bezier.

Pe subintervalul [Xéﬁne),x7(ﬁ"e)] folosim curba Bezier de ordinul 2, iar pe intervalul

[\ x{f")] folosim spline-ul liniar initial = traiectorie de clas§ C*.
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