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Rezolvarea ecuaţiilor neliniare folosind metode de punct fix

- Rescriem ecuaţia neliniara f (x) = 0 sub forma x = g(x). Un punct α care satisface
α = g(α) se numeşte punct fix al funcţiei g .

- Presupunem că g : [a, b]→ R, g(x) ∈ [a, b], ∀x ∈ [a, b]. Presupunem deasemenea
că g ′(x) există pentru orice x ∈ (a, b) şi că există 0 < k < 1, astfel ı̂ncât:∣∣g ′(x)

∣∣ ≤ k,∀x ∈ (a, b).

Atunci, pentru orice x0 ∈ [a, b], şirul (xn)n∈N definit prin

xn+1 = g(xn), n ∈ N

converge la singurul punct fix x∗ din intervalul [a, b] (x∗ = g(x∗)). Şirul (xn)n∈N se
numeşte şirul iteraţiilor succesive.

- Se consideră ecuaţia x = g(x) cu soluţia x∗ ∈ (a, b) Presupunem ca g este
derivabilă, cu derivata continuă in intervalul (a, b). Dacă |g ′(x∗)| < 1, atunci există
δ > 0 a.̂ı. pentru x0, cu proprietatea |x0 − x∗| < δ şirul aproximaţiilor succesive
converge la x∗ (x0 suficient de aproape).

- Exerciţiu. Rezolvaţi ecuaţia x4 − 3x2 − 3 = 0 folosind o metoda iterativă de punct
fix pe intervalul [1, 2].Fie g(x) = (3x2 + 3)1/4, ...
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fix pe intervalul [1, 2].Fie g(x) = (3x2 + 3)1/4, ...

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Ecuaţii diferenţiale 2 / 12
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δ > 0 a.̂ı. pentru x0, cu proprietatea |x0 − x∗| < δ şirul aproximaţiilor succesive
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Ecuaţii diferenţiale. Probleme Cauchy.

- Ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi:

y ′ = f (t, y) sau y ′(t) = f (t, y(t)).

- Probleme Cauchy (IVP): y ′ = f (t, y), y(0) = y0.

- Ecuaţii diferenţiale de ordinul doi:

y ′′ = f (t, y , y ′).

Valori iniţiale: y(0) = y0, y ′(0) = y ′0.

- Sisteme de ecuaţii diferenţiale de ordinul 1. Fie y1(t) := y(t) şi
y2(t) := y ′(t). Atunci ecuaţia diferenţială de ordinul 2 se poate scrie sub
forma: (

y ′1
y ′2

)
=

(
y2

f (t, y1, y2)

)
sau u′ = F (t, u),

unde u = (y1, y2)T , F (t, u) = (u1, f (t, u))T .
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Rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale folosind serii de puteri
Probleme Cauchy:{

y ′ = f (t, y)
y(0) = y0

Newton, 1671{
y ′ = 1− 3x + y + x2 + xy
y(0) = 0

Serii de puteri:

y(t) = y(0) + y ′(0)t + y ′′(0)
t2

2!
+ y (3)(0)

t3

3!
+ ...

Exemplu. Soluţia ecuaţiei lui Newton folosind serii de puteri.

- y(0) = 0 implică y ′(0) = 1 ⇒ y(x) = x + ....

- y(0) = 0, y ′(0) = 1 implică y ′′(0) = −2 ⇒ y(x) = x − x2 + ....

- y(0) = 0, y ′(0) = 1, y ′′(0) = −2 implică y (3)(0) = 2 ⇒
y(x) = x − x2 + 1

3x
3 + ....

Soluţia obţinută de Newton:

y(x) = x − x2 +
1

3
x3 − 1

6
x4 +

1

30
x5 − 1

45
x6 + ...
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y(x) = x − x2 + 1

3x
3 + ....
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Rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale folosind serii de puteri
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- y(0) = 0 implică y ′(0) = 1 ⇒ y(x) = x + ....

- y(0) = 0, y ′(0) = 1 implică y ′′(0) = −2 ⇒ y(x) = x − x2 + ....

- y(0) = 0, y ′(0) = 1, y ′′(0) = −2 implică y (3)(0) = 2 ⇒
y(x) = x − x2 + 1

3x
3 + ....

Soluţia obţinută de Newton:

y(x) = x − x2 +
1

3
x3 − 1

6
x4 +

1

30
x5 − 1

45
x6 + ...
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Rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale folosind serii de puteri
Probleme Cauchy:{

y ′ = f (t, y)
y(0) = y0

Newton, 1671{
y ′ = 1− 3x + y + x2 + xy
y(0) = 0

Serii de puteri:

y(t) = y(0) + y ′(0)t + y ′′(0)
t2

2!
+ y (3)(0)

t3

3!
+ ...
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- y(0) = 0 implică y ′(0) = 1 ⇒ y(x) = x + ....
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Rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale folosind serii de puteri
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Metode numerice

Considerăm din nou problema Cauchy{
y ′ = f (t, y)
y(0) = y0

şi notăm cu y∗ := y∗(t) soluţia exactă. În cele ce urmează sunt valabile
următoarele convenţii:

- Pasul de integrare: h, h > 0;

- Timpii de integrare: ti , ti = ih, i = 0, 1, 2, ...;

- Soluţia exactă la pasul n: y∗n , y
∗
n := y∗(tn);

- Soluţia numerică la pasul n: yn, yn ≈ y∗n ;

- Eroarea la pasul n: en, en := |y∗n − yn|

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Ecuaţii diferenţiale 6 / 12
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- Soluţia numerică la pasul n: yn, yn ≈ y∗n ;

- Eroarea la pasul n: en, en := |y∗n − yn|

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Ecuaţii diferenţiale 6 / 12
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Metode numerice. Metoda lui Euler.
- Din definiţia derivatei avem:

y ′(t) = lim
h→0

y(t + h)− y(t)

h
şi folosind aproximarea y ′(t) ≈ y(t + h)− y(t)

h

ı̂n ecuaţia diferenţială y ′(t) = f (t, y(t)) ne conduce la

y(t + h) ≈ y(t) + hf (t, y(t)).

- Pentru t := tn, yn ≈ y(tn), yn+1 ≈ y(tn+1) obţinem metoda lui Euler (1768):

yn+1 = yn + hf (tn, yn), n = 0, 1, ...

- Eroarea de trunchiere (discretizare) la pasul n + 1 este definită prin

Tn,h := y∗(tn+1)− [y∗(tn) + hf (tn, y
∗(tn))] .

Pentru metoda lui Euler avem:

Tn,h =
h2

2
(y∗)

′′
(ξn),

unde ξn ∈ [tn, tn+1]. Vom scrie Tn,h = O(h2).
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yn+1 = yn + hf (tn, yn), n = 0, 1, ...

- Eroarea de trunchiere (discretizare) la pasul n + 1 este definită prin
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Convergenţa metodei lui Euler

În cele ce urmează presupunem ca f (t, y) este o funcţie Lipschitz ı̂n raport cu a
doua variabilă. Mai precis, presupunem că există K > 0, astfel ı̂ncât:

|f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ K |y1 − y2| .

Teoremă

Presupunem că soluţia y∗ are derivată de ordinul 2 mărginită pe intervalul [0, b].
Atunci

max
0≤tn≤b

|y∗n − yn| ≤ ebKe0 +
ebK − 1

K
τ(h),

unde

τ(h) =
h

2
||y ′′||∞ şi en = |y∗n − yn|.

Observaţie. Eroarea de trunchiere Tn,h = h2

2 (y∗)′′(ξn) satisface

|Tn,h| ≤ hτ(h).
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Convergenţa metodei lui Euler
i) Scriem

y∗n+1 = y∗n + hf (tn, y
∗
n ) + Tn,h,

yn+1 = yn + hf (tn, yn).

ii) Prin scădere: y∗n+1 − yn+1 = y∗n − yn + h [f (tn, y
∗
n )− f (tn, yn)] + Tn,h.

iii) Folosind proprietatea Lipschitz a funcţiei f (t, y) şi |Tn,h| ≤ hτ(h) obţinem:

en+1 ≤ (1 + hK)en + hτ(h).

iv) Din folosirea repetată a inegalităţii de mai sus obţinem:

en ≤ (1 + hK)ne0 + hτ(h)
[
1 + (1 + hK) + ...+ (1 + hK)n−1

]
v) Folosind formula de calcul a sumei unei progresii geometrice, ajungem la:

en ≤ (1 + hK)ne0 +

[
(1 + hK)n − 1

K

]
τ(h)

Concluzia teoremei se obţine folosind acum inegalitatea (1 + x)m ≤ emx (x ≥ −1).
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en+1 ≤ (1 + hK)en + hτ(h).
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Metoda lui Euler implicită

Metoda Euler implicită (”backward Euler” sau ”implicit Euler”) este dată de:

yn+1 = yn + hf (tn+1, yn+1), n = 0, 1, ...

Observaţii:

- Eroarea de trunchiere Tn,h pentru metoda Euler implicită satisface

Tn,h = O(h2).

- Rezultatul de convergenţă este similar cu cel obţinut pentru metoda lui Euler
(explicită).

- La fiecare pas de integrare metoda Euler implicită trebuie sa rezolve o ecuaţie
(neliniară ı̂n general). Mai precis yn+1 este determinat ca soluţie a ecuaţiei ı̂n
u:

u − yn + hf (tn+1, u) = 0.

- Având ı̂n vedere efortul computaţional mai mare al metodei Euler implicită,
care este avantajul acestei metode faţă de metoda lui Euler explicită?
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(explicită).
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Stabilitate. Implicit vs. explicit.
Fie λ ∈ C. Considerăm următoarea problemă test:{

y ′ = λy ,
y(0) = 1,

având soluţia exactă

y(t) = eλt . Se observă că dacă Re(λ) < 0 atunci
limt→∞ y(t) = limt→∞ eλt = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obţinem un
comportament similar? Pentru problema test avem următoarele rezultate:

Metoda lui Euler (explicită)

yn = (1 + hλ)n, n = 0, 1, ...

Se obţine limn→∞ yn = 0 pentru
acele valori λ pentru care
|1 + hλ| < 1. Regiunea de stabilitate
este:

Re(h) = {λ ∈ C | |1 + hλ| < 1}.

Metoda lui Euler implicită

yn =

(
1

1− hλ

)n

, n = 0, 1, ...

Se obţine limn→∞ yn = 0 pentru acele valori
λ pentru care |1− hλ| > 1. Regiunea de
stabilitate este:

Ri (h) = {λ ∈ C | |1− hλ| > 1},

regiune care include {λ ∈ C | Re(λ) < 0}.
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limt→∞ y(t) = limt→∞ eλt = 0. Pentru care din metodele lui Euler, obţinem un
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Metoda lui Euler (explicită)
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yn = (1 + hλ)n, n = 0, 1, ...
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Se obţine limn→∞ yn = 0 pentru acele valori
λ pentru care |1− hλ| > 1.

Regiunea de
stabilitate este:

Ri (h) = {λ ∈ C | |1− hλ| > 1},

regiune care include {λ ∈ C | Re(λ) < 0}.

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Ecuaţii diferenţiale 11 / 12
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Se obţine limn→∞ yn = 0 pentru acele valori
λ pentru care |1− hλ| > 1. Regiunea de
stabilitate este:

Ri (h) = {λ ∈ C | |1− hλ| > 1},

regiune care include {λ ∈ C | Re(λ) < 0}.
Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Ecuaţii diferenţiale 11 / 12



Metode Runge-Kutta
Metodele Runge-Kutta de ordin p + 1 sunt obţinute prin următoarea schemă:

K0 = hf (tn, yn)

K1 = hf (tn + a1h, yn + b1,0K0)

...
...

...

Kp = hf

(
tn + aph, yn +

p−1∑
i=0

bp,iKi

)
,

iar valoarea aproximativă a soluţiei la pasul tn+1 este calculată prin

yn+1 = yn +

p∑
i=0

AiKi .

Coeficienţii aj , bk,i şi Al , j = 1, p, l = 0, p, k = 1, p, i = 0, k − 1 se determină din
dezvoltări ı̂n serie Taylor, astfel ı̂ncât eroarea de trunchiere asociată metodei să
satisfacă

Tn,h = O(hp+2).
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