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Problema de interpolare Lagrange

Fie f : [a, b]→ R şi x0, ..., xn, n + 1 puncte distincte ı̂n intervalul [a, b]. Presupunem
cunoscute valorile funcţiei f (x) ı̂n punctele x0, ..., xn, i..e,

yi = f (xi ), i = 0, 1, ..., n.

Problema de interpolare Lagrange constă ı̂n determinarea unui polinom P(x) de grad cel
mult n, P ∈ Πn, astfel ı̂ncât:

P(xi ) = f (xi ), i = 0, ..., n.

Definim următoarele polinoame:

- l(x) = (x − x0)...(x − xn) ∈ Πn+1 se numeşte polinomul nodurilor.

- Polinomul fundamental li (x) este definit prin

li (x) =
l(x)

(x − xi )l ′(xi )
sau li (x) =

(x − x0)..(x − xi−1)(x − xi+1)...(x − xn)

(xi − x0)..(xi − xi−1)(xi − xi+1)...(xi − xn)
.

Observaţie:

li (xk) = δi,k =

{
1, i = k
0, i 6= k
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cunoscute valorile funcţiei f (x) ı̂n punctele x0, ..., xn, i..e,

yi = f (xi ), i = 0, 1, ..., n.
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Existenţa şi unicitatea polinomului de interpolare

Teoremă
Fiind date punctele distincte x0, ..., xn există un singur polinom de grad cel mult n,
P ∈ Πn care interpolează funcţia ı̂n punctele xi , i.e.,

P(xi ) = f (xi ), i = 0, n.

Demonstraţie (schiţă):

- Existenţa. Polinomul P(x) dat de

P(x) =
n∑

i=0

f (xi )li (x)

satisface P ∈ Πn şi P(xk) = f (xk), k = 0, .., n.

- Unicitatea: prin reducere la absurd(se ajunge la un polinom din Πn cu cel
puţin n + 1 rădăcini distincte, lucru ce implică că acel polinom este egal cu
polinomul nul).

Notaţii: P(x) = Ln(f ; x0, ..., xn)(x) = Ln(f )(x).
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Generarea recursivă a polinoamelor Lagrange

Fie x0, ..., xn puncte distincte şi i ∈ {0, ..., n}. Notăm prin L
(i)
n−1(f )(x) polinomul

de interpolare Lagrange al funcţiei f (x) pe punctele x0, .., xi−1, xi+1, ..., xn. Mai
precis,

L
(i)
n−1(f )(x) = Ln−1(f ; x0, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)(x).

Notăm prin An coeficientul lui xn din Ln(f )(x) şi scriem:

Ln(f )(x)− L
(i)
n−1(f )(x) = An(x − x0)...(x − xi−1)(x − xi+1)...(x − xn)

Ln(f )(x)− L
(j)
n−1(f )(x) = An(x − x0)...(x − xj−1)(x − xj+1)...(x − xn)

Prin simple manipulări algebrice obţinem:

Ln(f )(x) =
(x − xi )L

(i)
n−1(f )(x)− (x − xj)L

(j)
n−1(f )(x)

xj − xi
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Generarea recursivă a polinoamelor Lagrange

Fie x0, ..., xn puncte distincte şi i ∈ {0, ..., n}. Notăm prin L
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Ln(f )(x) =
(x − xi )L

(i)
n−1(f )(x)− (x − xj)L

(j)
n−1(f )(x)

xj − xi

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Interpolare 4 / 12



Diferenţe divizate

Definiţie

Fie x0, ..., xn puncte distincte şi f (x) o funcţie definită pe un domeniu ce conţine
punctele xi . Se numeşte diferenţă divizată de ordinul n pe punctele xi , i = 0, n a
funcţiei f , coeficientul lui xn din polinomul de interpolare Lagrange
Ln(f ; x0, .., xn)(x).

Diferenţa divizată se notează cu [x0, ..., xn; f ] şi se poate
calcula după formula:

[x0, ..., xn; f ] =
n∑

i=0

f (xi )

l ′(xi )
.

Exemple:

- Pt n = 0, [x0; f ] = f (x0).

- Pt n = 1,

[x0, x1; f ] =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
.

Relaţia de recurenţă pentru diferenţe divizate:

[x0, x1, ..., xn−1, xn; f ] =
[x1, ..., xn; f ]− [x0, ..., xn−1; f ]

xn − x0
.
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Diferenţe divizate

Definiţie
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Diferenţe divizate

Definiţie
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calcula după formula:
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[x0, x1, ..., xn−1, xn; f ] =
[x1, ..., xn; f ]− [x0, ..., xn−1; f ]

xn − x0
.

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Interpolare 5 / 12
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punctele xi . Se numeşte diferenţă divizată de ordinul n pe punctele xi , i = 0, n a
funcţiei f , coeficientul lui xn din polinomul de interpolare Lagrange
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Diferenţe divizate. Proprietăţi

- Demonstraţia recurenţei: [x0, x1, ..., xn−1, xn; f ] = [x1,...,xn;f ]−[x0,...,xn−1;f ]
xn−x0 .

Din
relaţia de recurenţă

Ln(f )(x) =
(x − xi )L

(0)
n−1(f )(x)− (x − xj)L

(n)
n−1(f )(x)

x0 − xn
,

pentru polinoamele Lagrange se obţine relaţia de recurenţă pentru diferenţe
divizate prin identificarea coeficienţilor.

- Avem [x0, ..., xn; xn] = 1 şi [x0, ..., xn; xk ] = 0 pentru k < n. Pe scurt:

[x0, ..., xn; xk ] =

{
1, k = n
0, k < n

- Diferenţa divizată este un operator liniar, i.e.,

[x0, ..., xn;αf (x) + βg(x)] = α[x0, ..., xn; f (x)] + β[x0, ..., xn; g(x)].
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Diferenţe divizate. Proprietăţi

- Dacă f (xi ) = g(xi ), i = 0, 1, ..., n, atunci

[x0, ..., xn; f ] = [x0, ..., xn; g ].

- [x0, ..., xn; l(x)] = 0.

- Formula de medie pentru diferenţe divizate Fie f ∈ C (n)[a, b] şi xi , i = 0, n,

puncte distincte ı̂n [a, b]. Atunci există c ∈
(

mini=0,n xi ,maxi=0,n xi
)

astfel

ı̂ncât

[x0, ..., xn; f ] =
f (n)(c)

n!
.

- Calculaţi:
D =

[
x0, ..., xn; xn+1

]
.
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(

mini=0,n xi ,maxi=0,n xi
)

astfel

ı̂ncât

[x0, ..., xn; f ] =
f (n)(c)

n!
.

- Calculaţi:
D =

[
x0, ..., xn; xn+1

]
.

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Interpolare 7 / 12



Polinomul de interpolare Lagrange sub forma lui Newton

- Avem:

Li (f ; x0, x1, ..., xi )(x)− Li−1(f ; x0, x1, ..., xi−1)(x) =

(x − x0)...(x − xi−1)[x0, ..., xi ; f ], i = 1, n.

- Adunăm relaţiile de mai sus membru cu membru şi obţinem:

n∑
i=1

[Li (f )(x)− Li−1(f )(x)] =
n∑

i=1

(x − x0)...(x − xi−1)[x0, ..., xi ; f ].

- Se obţine polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton,

Ln(f )(x) = f (x0) +
n∑

i=1

(x − x0)...(x − xi−1)[x0, ..., xi ; f ]
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- Adunăm relaţiile de mai sus membru cu membru şi obţinem:
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Restul ı̂n interpolarea Lagrange

- Avem:

Ln+1(f ; x0, ..., xn, xn+1)(t)− Ln(f ; x0, ..., xn)(t) =

[x0, .., xn, xn+1; f ] l(t).

- Dacă acum alegem t = xn+1, obţinem:

f (xn+1)− Ln(f ; x0, ..., xn)(xn+1) = [x0, .., xn, xn+1; f ] l(xn+1).

- Cum alegerea lui xn+1 a fost arbitrară, putem scrie:

f (x)− Ln(f ; x0, ..., xn)(x) = [x0, .., xn, x ; f ] l(x).

- Dacă f ∈ C (n+1)[a, b], atunci există un punct θ := θ(x) ∈ [a, b], astfel ı̂ncât

f (x)− Ln(f ; x0, ..., xn)(x) = l(x)
f (n+1)(θ)

(n + 1)!
.
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Convergenţa polinoamelor Lagrange

Teoremă

Fie T = (xi,j) o matrice triunghiulară infinită de noduri si f ∈ C∞[a, b]. Notăm
cu Mn+1 =

∣∣∣∣f (n+1)
∣∣∣∣
∞. Dacă pentru linia de noduri

xn,0, xn,1, ..., xn,n

considerăm polinomul de interpolare Lagrange

Ln(f )(x) := Ln(f ; xn,0, ..., xn,n)(x)

şi dacă există M > 0, a.̂ı., Mn+1 ≤ M, ∀n ∈ N, atunci

lim
n→∞

||Ln(f )− f ||∞ = 0.

Observaţie. Condiţia Mn+1 ≤ M este esenţială ı̂n obţinerea rezultatului de
convergenţă. Faber şi Bernstein au arătat că pentru orice matrice triunghiulară de
noduri, există o funcţie continuă f (x) pentru care polinoamele Ln(f ) diverg.
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Interpolarea Hermite pe noduri duble

Fie f ∈ C 1[a, b] şi x0, ..., xn noduri distincte ı̂n [a, b]. Problema de interpolare
Hermite constă ı̂n determinarea unui polinom P ∈ Π2n+1, astfel ı̂ncât:

P(xk) = f (xk)

P ′(xk) = f ′(xk), k = 0, n.

Notaţie. Polinomul lui Hermite pe nodurile duble x0, ..., xn se notează cu

H2n+1(f )(x) sau H2n+1(f ; x0, ..., xn)(x).

Căutăm polinomul de interpolare Hermite sub forma:

H2n+1(f )(x) =
n∑

k=0

f (xk)lk(x) +
n∑

k=0

f ′(xk)hk(x), (1)

unde lk , hk ∈ Π2n+1,{
li (xk) = δi,k
l ′i (xk) = 0

şi

{
hi (xk) = 0
h′i (xk) = δi,k
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Polinoamele fundamentale Hermite

Din condiţiile de mai sus, avem

li (x) =
l2(x)

(x − xi )2

[
1

l ′2(xi )
+

xi l
′′(xi )

[l ′(xi )]3
− x

l ′′(xi )

[l ′(xi )]3

]

hi (x) =
1

l ′2(xi )

l2(x)

x − xi
, i = 0, n.

Proprietăţi:

1) Diferenţa divizată pe nodurile duble x0, ..., xn se notează cu
[x0, x0, ..., xn, xn; f ] şi este egală cu coeficientul lui x2n+1 din H2n+1(f )(x).

2) Restul ı̂n interpolarea Hermite:

f (x)− H2n+1(f )(x) = l2(x)[x0, x0, ..., xn, xn, x ; f ].

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Interpolare 12 / 12



Polinoamele fundamentale Hermite

Din condiţiile de mai sus, avem

li (x) =
l2(x)

(x − xi )2

[
1

l ′2(xi )
+

xi l
′′(xi )

[l ′(xi )]3
− x

l ′′(xi )

[l ′(xi )]3

]
hi (x) =

1

l ′2(xi )

l2(x)

x − xi
, i = 0, n.

Proprietăţi:
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[x0, x0, ..., xn, xn; f ] şi este egală cu coeficientul lui x2n+1 din H2n+1(f )(x).

2) Restul ı̂n interpolarea Hermite:

f (x)− H2n+1(f )(x) = l2(x)[x0, x0, ..., xn, xn, x ; f ].

Prof. Bogdan Gavrea (ISA 2017) Calcul Numeric Interpolare 12 / 12



Polinoamele fundamentale Hermite

Din condiţiile de mai sus, avem

li (x) =
l2(x)

(x − xi )2

[
1

l ′2(xi )
+

xi l
′′(xi )

[l ′(xi )]3
− x

l ′′(xi )

[l ′(xi )]3

]
hi (x) =

1

l ′2(xi )

l2(x)

x − xi
, i = 0, n.

Proprietăţi:
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