Metode Numerice

Prof. Bogdan Gavrea
CTI 2021

Metode iterative pentru rezolvarea numerica a sistemelor liniare



Matrici diagonal dominante

Definitie
O matrice A € My n(C), A= (ay),; j<, se numeste diagonal dominanta dacad

|3l > > |aj]

J#i

Exercitiu. Aratati c3 orice matrice diagonal dominant3 este inversabila.
Rezolvare. Metoda: folosim faptul ci (I — B) inversabild dacd ||B|| < 1, unde
[|-|| este o norm& operator.

- Din definitia matricii diagonal dominante avem a;; # 0.
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Matrici diagonal dominante

Definitie
O matrice A € My n(C), A= (ay),; j<, se numeste diagonal dominanta dacad
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Exercitiu. Aratati c3 orice matrice diagonal dominanta este inversabila.
Rezolvare. Metoda: folosim faptul ci (I — B) inversabild dacd ||B|| < 1, unde
[|-|| este o norm& operator.

- Din definitia matricii diagonal dominante avem a;; # 0.

- Rezultd 3 D = diag({a11, ..., ann}) este inversabils.

Prof. Bogdan Gavrea (CTI 2021) Metode Numerice Metode iterative pentru rezolvarea numericd a sistemel



Matrici diagonal dominante

Definitie
O matrice A € My n(C), A= (ay),; j<, se numeste diagonal dominanta dacad

|3l > > |aj]

J#i

Exercitiu. Aratati c3 orice matrice diagonal dominanta este inversabila.
Rezolvare. Metoda: folosim faptul ci (I — B) inversabild dacd ||B|| < 1, unde
[|-|| este o norm& operator.

- Din definitia matricii diagonal dominante avem a;; # 0.
- Rezultd 3 D = diag({a11, ..., ann}) este inversabils.

- Pentru a demonstra c3 A este inversabila este necesar si suficient s3 aratam
c3 DA este inversabil3.
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Matrici diagonal dominante

Definitie
O matrice A € My n(C), A= (ay),; j<, se numeste diagonal dominanta dacad

|3l > > |aj]

J#i

Exercitiu. Aratati c3 orice matrice diagonal dominanta este inversabila.
Rezolvare. Metoda: folosim faptul ci (I — B) inversabild dacd ||B|| < 1, unde
[|-|| este o norm& operator.

- Din definitia matricii diagonal dominante avem a;; # 0.
- Rezultd 3 D = diag({a11, ..., ann}) este inversabils.

- Pentru a demonstra c3 A este inversabila este necesar si suficient s3 aratam
c3 DA este inversabil3.

- Dar D7'A=1— B unde ||B|| < 1.
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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare

Fie A€ M, »(R) si b € R". Presupunem ca sistemul liniar Ax = b este rescris
sub forma x = Bx + ¢, unde B € M, ,(R) si c € R". Vom studia metode

iterative de forma
xUF) = Bx( 4 ¢ k=0,1,..., x(© dat. (1)

Teorema

Conditia necesard si suficientd pentru ca sistemul x = Bx + ¢ s aiba solutie unicd
si aceasta s3 fie limitd sirului (1) este ca

mlinooB =0. (2)
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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare

Fie Ae M, »(R) si b € R". Presupunem ca sistemul liniar Ax = b este rescris
sub forma x = Bx + ¢, unde B € M, ,(R) si c € R". Vom studia metode
iterative de forma

xUF) = Bx( 4 ¢ k=0,1,..., x(© dat. (1)

Teorema

Conditia necesard si suficientd pentru ca sistemul x = Bx + ¢ s aiba solutie unicd
si aceasta s3 fie limitd sirului (1) este ca

lim B™ = 0. )

m—>00

Observatie. Daca intr-o anumit3 norm3 operator avem
1Bl <gq<1

atunci

< 525 -0
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Metode iterative
Metoda lui Jacobi. Consideram descompunerea
A=L+D+ U,

unde L este o matrice inferior triunghiulard, D este o matrice diagonala si U este
o matrice superior triunghiulara.

Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- Dx+(L+ U)x = b;
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Metode iterative
Metoda lui Jacobi. Consideram descompunerea
A=L+D+ U,

unde L este o matrice inferior triunghiulard, D este o matrice diagonala si U este
0 matrice superior triunghiulara.
Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:

- Dx+(L+ U)x = b;

- Dx=—(L+ U)x+b;
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Metode iterative
Metoda lui Jacobi. Consideram descompunerea
A=L+D+ U,

unde L este o matrice inferior triunghiulard, D este o matrice diagonala si U este
o matrice superior triunghiulara.

Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- Dx+(L+ U)x = b;
- Dx=—(L+ U)x + b;
- x=-D"YL+ U)x+ D 'b.

Jacobi: forma matriciald

x+D) = _p=H(L 4+ U)x) + D71,

pentru k =0,1,....
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Metode iterative
Metoda lui Jacobi. Consideram descompunerea
A=L+D+ U,

unde L este o matrice inferior triunghiulard, D este o matrice diagonala si U este
o matrice superior triunghiulara.

Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- Dx+ (L+ U)x = b;
- Dx=—(L+ U)x + b;
- x=-D"YL+ U)x+ D 'b.
Jacobi: forma matriciala Jacobi: pe componente
x+D) = _p=H(L 4+ U)x) + D71,

1
= L (550,
pentru k =0,1,.... i A

pentru i =1,n, k=0,1,....
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Metode iterative

Teorema

Daca matricea A este o matrice diagonal dominanta atunci sistemul Ax = b are
solutie unicd si solutia este limita sirului generat de metoda lui Jacobi.
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Metode iterative

Teorema

Daca matricea A este o matrice diagonal dominanta atunci sistemul Ax = b are
solutie unicd si solutia este limita sirului generat de metoda lui Jacobi.

Metoda Gauss-Seidel Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- (L+D)x+ Ux = b,
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Metode iterative

Teorema

Daca matricea A este o matrice diagonal dominanta atunci sistemul Ax = b are
solutie unicd si solutia este limita sirului generat de metoda lui Jacobi.

Metoda Gauss-Seidel Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- (L+D)x+ Ux = b,
- (L+D)x =b— Ux,
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Metode iterative

Teorema

Daca matricea A este o matrice diagonal dominanta atunci sistemul Ax = b are
solutie unicd si solutia este limita sirului generat de metoda lui Jacobi.

Metoda Gauss-Seidel Rescriem sistemul Ax = b dupa cum urmeaza:
- (L+D)x+ Ux = b,
- (L+D)x =b— Ux,
- x=(L+ D) b - Ux).

Gauss-Seidel. Forma matriciala:

X =(L+D) (b—Ux sau (L+ D)x = b — Ux'":
(k+1) (L D) l(b U (k)) (L D) (k+1) b— U (k),

Gauss-Seidel " pe componente”:

i—1 n

(k) _ 1| (k1) NG

X; = b,—Ela,ij —'E.Hauxj ,i=1,n k=0,1,...
J= J=1
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Metode iterative

Teorema

Daca matricea A = (ajj)1<i j<n Satisface conditiile
n
Z|alj| < |aii|v Z |aU| < |afl'|7 i=1,n,
J#i j=i+1

atunci sirul aproximatiilor succesive generat de metoda lui Gauss-Seidel converge
la solutia sistemului liniar Ax = b.

Metoda SOR(w). Fie w € (0,2). Rescriem sistemul Ax = b dupd cum urmeazi:
- w(L+ D+ U)x = wb;
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Metode iterative

Teorema
Daca matricea A = (ajj)1<i j<n Satisface conditiile

n

D lagl <lail, Y lagl <lail, i=Tn,

i j=i+1

atunci sirul aproximatiilor succesive generat de metoda lui Gauss-Seidel converge
la solutia sistemului liniar Ax = b.

Metoda SOR(w). Fie w € (0,2). Rescriem sistemul Ax = b dupd cum urmeazi:
- w(L+ D+ U)x = wb;
- (D+wlh)x =wb+[(1-w)D —wU] x;
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Metode iterative

Teorema
Dacd matricea A = (ajj)1<i j<n Satisface conditiile

n

D lagl <lail, Y lagl <lail, i=Tn,

i j=i+1

atunci sirul aproximatiilor succesive generat de metoda lui Gauss-Seidel converge
la solutia sistemului liniar Ax = b.

Metoda SOR(w). Fie w € (0,2). Rescriem sistemul Ax = b dupd cum urmeazi:
- w(L+ D+ U)x = wb;
- (D+wlh)x =wb+[(1-w)D —wU] x;
- (D+wl)x =wb—[(w—1)D +wU] x;

Prof. Bogdan Gavrea (CTI 2021) Metode Numerice Metode iterative pentru rezolvarea numericd a sistemel



Metode iterative

Teorema
Dacd matricea A = (ajj)1<i j<n Satisface conditiile

n

D lagl <lail, Y lagl <lail, i=Tn,

i j=i+1

atunci sirul aproximatiilor succesive generat de metoda lui Gauss-Seidel converge
la solutia sistemului liniar Ax = b.

Metoda SOR(w). Fie w € (0,2). Rescriem sistemul Ax = b dupd cum urmeazs:
- w(L+ D+ U)x = wb;
- (D+wlh)x =wb+[(1-w)D —wU] x;
- (D+wl)x =wb—[(w—1)D +wU] x;
- Metoda SOR(w) devine:

x*HD) = (D 4+ wl)  [(w—1)D + wU] x® + w(D +wl) b
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