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Aproximarea Tn sensul celor mai mici patrate.
Rezolvarea numerica a ecuatiilor neliniare



Cea mai buna aproximare in sensul celor mai mici patrate

Fiem>n, A€ Mnn(R) si b€ R™. In cele ce urmeazd vom considera c3 matricea A
are rangul n. Consideram urmatoarea problema:

S3 se determine x™ ca solutie a problemei de optimizare

min| b — Axl,. ®
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Cea mai buna aproximare in sensul celor mai mici patrate

Fiem>n, A€ Mnn(R) si b€ R™. In cele ce urmeazd vom considera c3 matricea A
are rangul n. Consideram urmatoarea problema:

S3 se determine x™ ca solutie a problemei de optimizare

min| b — Axl,. ®

Problema de mai sus se numeste problema liniara de aproximare in sensul celor mai mici
patrate (linear least squares). Se observd usor c3 (1) este echivalentd cu problema de
minim:

min%||b—Ax||§. )
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Cea mai buna aproximare in sensul celor mai mici patrate

Fiem>n, A€ Mnn(R) si b€ R™. In cele ce urmeazd vom considera c3 matricea A
are rangul n. Consideram urmatoarea problema:

S3 se determine x™ ca solutie a problemei de optimizare

min| b — Axl,. ®

Problema de mai sus se numeste problema liniard de aproximare in sensul celor mai mici
patrate (linear least squares). Se observd usor c3 (1) este echivalentd cu problema de
minim:
.1 2
min 2 16— Ax3. 2)

Teorema

Fiem>n, A€ My a(R), b € R™ si rang(A) = n. Atunci x* este o solutie a problemei
(1) dacd si numai dacd x* verifica:

(ATA) x = A" b (ecuatiile normale).

. -1 . . -
Matricea A" := (ATA) AT se numeste pseudo-inversa (pseudo-inverse) matricii A.
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Ecuatii neliniare. Ordin de convergenta.
in cele ce urmeaz3 vom considera ecuatii neliniare de forma

f(x)=0

si vom c3duta procedee aproximative pentru determinarea unei radacini .
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Ecuatii neliniare. Ordin de convergenta.
In cele ce urmeaz3 vom considera ecuatii neliniare de forma

f(x)=0
si vom cauta procedee aproximative pentru determinarea unei radacini .
Definitie

Spunem c& un sir (x,)nen converge cu rapiditate de ordin p citre «, dacd existd
c >0 si Ny € N astfel incat

|xni1 — ] < clx, —al”, Yn > No.

Fie f : [a, b] = R o functie continud astfel incat

f(a)f(b) < 0.

- Din conditia de mai sus si din continuitatea functiei f(x), rezultd cd f(x) =0
admite cel putin o rad3cina in intervalul [a, b].

Prof. Bogdan Gavrea (CTI 2021) Metode Numerice Aproximarea in sensul celor mai mici p3trate. Rezolvar



Ecuatii neliniare. Ordin de convergenta.
In cele ce urmeaz3 vom considera ecuatii neliniare de forma

f(x)=0
si vom cauta procedee aproximative pentru determinarea unei radacini .
Definitie

Spunem c& un sir (x,)nen converge cu rapiditate de ordin p citre «, dacd existd
c >0 si Ny € N astfel incat

|xni1 — ] < clx, —al”, Yn > No.

Fie f : [a, b] = R o functie continud astfel incat

f(a)f(b) < 0.

- Din conditia de mai sus si din continuitatea functiei f(x), rezultd cd f(x) =0
admite cel putin o rddicing n intervalul [a, b].(Putem spune mai mult despre
numdrul de radicini?).
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Ecuatii neliniare. Ordin de convergenta.

In cele ce urmeaz3 vom considera ecuatii neliniare de forma

f(x)=0
si vom cauta procedee aproximative pentru determinarea unei radacini .
Definitie

Spunem c& un sir (x,)nen converge cu rapiditate de ordin p citre «, dacd existd
c >0 si Ny € N astfel incat

|xni1 — ] < clx, —al”, Yn > No.

Fie f : [a, b] = R o functie continud astfel incat

f(a)f(b) < 0.

- Din conditia de mai sus si din continuitatea functiei f(x), rezultd cd f(x) =0
admite cel putin o rddicing n intervalul [a, b].(Putem spune mai mult despre
numdrul de radicini?).

- In general, intervalul [a, b] se alege astfel incat s3 contind doar o radicina.
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Metoda bisectiei

Fie € > 0 si a, b valori specificate de utilizator astfel incat f(a)f(b) < 0. Metoda
bisectiei constd Tn urmatorul algoritm:
o~ ath.
1) Fie ¢ := 22,
2) Dacd b — ¢ < ¢, atunci « := ¢, exit;
3) Dac3 sgn(f(c)) - sgn(f(b)) < 0, atunci a := c. In caz contrar b := c;
)

4) Tntoarcere la pasul 1).
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Metoda bisectiei

Fie € > 0 si a, b valori specificate de utilizator astfel incat f(a)f(b) < 0. Metoda
bisectiei consta Tn urmatorul algoritm:

1) Fie ¢ := %b;
2) Dacd b — ¢ < ¢, atunci « := ¢, exit;
3) Daci sgn(f(c)) - sgn(f(b)) <0, atunci a := c. In caz contrar b := c;
4) Tntoarcere la pasul 1).
Observatii:

- Daca notam cu ¢, sirul generat de algoritmul de mai sus, atunci este usor de

remarcat ca:
1 n
len —al < (2) (b—a).
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Metoda bisectiei

Fie € > 0 si a, b valori specificate de utilizator astfel incat f(a)f(b) < 0. Metoda
bisectiei consta Tn urmatorul algoritm:

1) Fie ¢ := %b;
2) Dacd b — ¢ < ¢, atunci « := ¢, exit;
3) Daci sgn(f(c)) - sgn(f(b)) <0, atunci a := c. In caz contrar b := c;
4) Tntoarcere la pasul 1).

Observatii:

- Daca notam cu ¢, sirul generat de algoritmul de mai sus, atunci este usor de
remarcat ca:
1 n
len —al < (2) (b—a).

- Ce ordin de convergentd are metoda?
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Metoda bisectiei

Fie € > 0 si a, b valori specificate de utilizator astfel incat f(a)f(b) < 0. Metoda
bisectiei consta Tn urmatorul algoritm:

1) Fie ¢ := %b;
2) Dacd b — ¢ < ¢, atunci « := ¢, exit;
3) Daci sgn(f(c)) - sgn(f(b)) <0, atunci a := c. In caz contrar b := c;
4) Tntoarcere la pasul 1).
Observatii:

- Daca notam cu ¢, sirul generat de algoritmul de mai sus, atunci este usor de

remarcat ca: ,
1
len —al < (2) (b—a).

- Ce ordin de convergentd are metoda?
Avantaje si dezavantaje:

- (Pro) Convergentd garantata pentru functii continue;
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Metoda bisectiei

Fie € > 0 si a, b valori specificate de utilizator astfel incat f(a)f(b) < 0. Metoda
bisectiei consta Tn urmatorul algoritm:

1) Fie ¢ := %b;
2) Dacd b — ¢ < ¢, atunci « := ¢, exit;
3) Daci sgn(f(c)) - sgn(f(b)) <0, atunci a := c. In caz contrar b := c;
4) Tntoarcere la pasul 1).

Observatii:

- Daca notam cu ¢, sirul generat de algoritmul de mai sus, atunci este usor de
remarcat ca:
1 n
len —al < (2) (b—a).

- Ce ordin de convergentd are metoda?
Avantaje si dezavantaje:
- (Pro) Convergentd garantata pentru functii continue;

- (Contra) Metoda converge "incet”; sensibil3 la erori de trunchiere.
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Metoda lui Newton
Fie f : (a,b) — R o functie derivabild si o € (a, b) astfel incat f(a) = 0 si

f'(e) # 0. Metoda lui Newton constd in generarea unui sir (x,)sen dupd formula:

f(xn
Xpil = Xp — f’((x,,))’ n=20,1,2,... 3)

unde xg este dat.
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Metoda lui Newton
Fie f : (a,b) — R o functie derivabild si o € (a, b) astfel incat f(a) = 0 si

f'(e) # 0. Metoda lui Newton constd in generarea unui sir (x,)sen dupd formula:
f(xa)
f'(xn)

Xnt1 = Xp —

.n=0,1,2, .. (3)

unde xg este dat.
Metoda lui Newton poate fi obtinuta Tn urmatorii pasi:
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Metoda lui Newton
Fie f : (a, b) — R o functie derivabila si a € (a, b) astfel incat f(a) =0 si

f'(e) # 0. Metoda lui Newton constd in generarea unui sir (x,)sen dupd formula:
f(Xn)
f'(xn)

Xn4+1 = Xn —

.n=0,1,2, .. (3)

unde xg este dat.
Metoda lui Newton poate fi obtinuta Tn urmatorii pasi:

- Presupunand c3 f satisface conditiile necesare de derivabilitate si continuitate
a derivatelor, din dezvoltarea Taylor in jurul lui x, avem

F(x) = F(xa) + (x = x0) ' (xn) + w;ﬂ'(cﬂ). (4)
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Metoda lui Newton
Fie f : (a, b) — R o functie derivabila si a € (a, b) astfel incat f(a) =0 si

f'(a) # 0. Metoda lui Newton constd in generarea unui sir (x,)nen dupd formula:
7‘-(Xn)
f'(xn)

Xn4+1 = Xn —

.n=0,1,2, .. (3)

unde xg este dat.
Metoda lui Newton poate fi obtinuta Tn urmatorii pasi:

- Presupunand c3 f satisface conditiile necesare de derivabilitate si continuitate
a derivatelor, din dezvoltarea Taylor in jurul lui x, avem

F(x) = F(xa) + (x = x0) ' (xn) + w;ﬂ'(cﬂ). (4)

- Inlocuind functia f(x) cu primii doi termeni din identitatea de mai sus si
egaland cu 0, ne conduce la x,41 ca solutie a ecuatiei liniare:

0 = f(xn) + (x — xn) ' (xn)-
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — ¢, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c§ f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de a sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la « si

Q — Xpt1 " (a)

m, (a—x)?2  2F(a)’ ®)

V.

Demonstratie (pe scurt)
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — ¢, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c§ f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de a sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la « si

Q — Xpt1 " (a)

m, (a—x)?2  2F(a)’ ®)

y

Demonstratie (pe scurt)

- Dacd in ecuatia (4), ludm x := «, obtinem:

2;/,((:;))’ n>0. (6)

@ — X1 = —( — Xxn)
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — ¢, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c§ f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de a sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la « si

Q — Xpt1 " (a)

m, (a—x)?2  2F(a)’ ®)

y

Demonstratie (pe scurt)

- Dacd in ecuatia (4), ludm x := «, obtinem:

22):;—’1((():(,:1)), n>0. (6)

@ — X1 = —( — Xxn)

- Fie
~ maxyes |7 (x)]
T 2minges |f/(x)]
si alegem xg astfel incat | — xo| < € 5i M|aw — xo| < 1.
Prof. Bogdan Gavrea (CTI 2021)
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — €, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c3 f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de « sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la o si

lim QT X1 " ()
n— o0 (a — X,,)2 - 2f’(0¢)'

Demonstratie (continuare)

- Searatd c3 [x — x| < €si M|x —xy] <1VneN.
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — €, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c3 f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de « sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la o si

lim QT X1 " ()
n— o0 (a — Xn)2 - 2f’(0¢)'

Demonstratie (continuare)
- Searatd c3 [x — x| < €si M|x —xy] <1VneN.

- Convergenta sirului (x,) se obtine din

Mo — xa| < (Mo — x0])*" .
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Convergenta metodei lui Newton

Teorema

Fie e > 0 si | = [a — €, + €] astfel incit f € C*(1). Presupunem c3 f(a) = 0 si
f'(x) # 0,Vx € I. Atunci pentru xo ales suficient de aproape de « sirul (x»)nen generat
prin metoda lui Newton converge la o si

lim QT X1 " ()
n— o0 (a — Xn)2 - 2f’(0¢)'

Demonstratie (continuare)
- Searatd c3 [x — x| < €si M|x —xy] <1VneN.

- Convergenta sirului (x,) se obtine din

Mo — xa| < (Mo — x0])*" .

- Valoarea limitei de mai sus se obtine din (6) dup3 ce se imparte la (@ — x,)* si se
trece la limita.
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Metoda secantei

Fie xg si x; date. Metoda secantei este definita de iteratia:

Xp — Xp—
Xnt1 = Xn — F(Xn) ( n “n—l

m, n:1,2,... (7)

Teorem3a

Fie e > 0 si | = [ov — €, + €] astfel incat f € C?(I). Presupunem c& f(a) =0 si
f'(x) # 0,Vx € |. Atunci pentru xo si x; alesi suficient de aproape de « sirul
(xn)nen generat prin metoda secantei converge la « si ordinul de convergentd este

1++5
>
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