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CALCULUL NELINIAR AL STRUCTURILOR iN
CADRE. APLICATIA NEFCAD

5.1. INTRODUCERE

Ca urmare a dezvoltarilor hard si soft ale calculatoarelor PC si ale statiilor de
lucru din ultimul deceniu, s-au produs modificari importante de orientare in
domeniul calculului structurilor de rezistenta. Astfel, schimbari profunde in modul
de considerare a metodele avansate de determinare a raspunsului neliniar al
structurilor au avut loc, prin dezvoltarea a noi metode numerice ce reprezintd in
calcul structurile schematizate precum si comportarea materialului oglindind céat
mai fidel comportarea reald. Posibilitatile deosebite ale calculului automat au
condus la reconsiderarea si rafinarea metodelor teoretice mai vechi de analiza si
implementarea eficienta a acestora sub forma programelor de calculator in diferite
limbaje moderne de programare. Trecerea la automatizarea calculelor schimba
radical modul traditional de proiectare, in sensul ca cercetarea comportarii
structurilor 1n intreg domeniul elasto-plastic tinde sd devina o tehnica de aplicare
practica curentd pentru fundamentarea solutiilor de proiectare. In aceasta directie
metoda elementelor finite este una dintre cele mai frecvente metode utilizate pentru
modelarea schematizata a structurilor si totodata pentru modelarea cat mai fidela a
majoritatii factorilor determinanti in raspunsul static al structurilor in cadre -
neliniaritatile fizice §i geometrice, imperfectiunile mecanice §i geometrice,
comportarea neliniard a conexiunilor flexibile, etc.- o discretizare rafinatd a
elementelor structurale ne mai constituind un impediment legat de capacitatea hard
si soft a calculatoarelor PC existente in mod curent in birourile de proiectare si
cercetare.

Discretizarea rafinata a structurilor pe baza unor "elemente finite de fibra" face
posibild considerarea cu maxima acuratete a majoritatii factorilor ce influenteaza
raspunsul elasto-plastic al structurilor- dezvoltarea gradualda a zonelor plastice in
sectiune si in lungul barelor, imperfectiunile mecanice si geometrice,
neomogenitatea sectiunilor transversale- conferind acestor metode statutul de
metode "exacte" de analizd. Este suficient sd se mentioneze in acest sens,
referintele din literatura de specialitate cu privire la rezultatele foarte apropiate
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furnizate de programe bazate pe metoda elementelor finite, precum COSMOS,
ANSYS, DRAIN, etc. cu cele obtinute pe cale experimentald, in studiul
comportamentului static al structurilor in cadre metalice §i din beton armat. Cu
toate acestea, metodele din aceasta categorie oferite de teoria "elementelor finite de
fibra" pentru analiza statica elasto-plastica de ordinul al II-lea a structurilor in cadre
au un camp restrans de aplicabilitate in practica inginereasca, datorita dificultatilor
care survin pe de o parte in cadrul etapelor de pre-procesare si post-procesare a
datelor si pe de altd parte datoritd timpului de calculator foarte ridicat pe care il
presupun. Datorita gradului rafinat de discretizare a structurilor o asemenea metoda
de analizd amplifica sensibil dimensiunile problemei fiind limitata la: (1) studierea
in detaliu a comportdrii structurale; (2) verficarea acuratetii unor metode
simplificate; (3) compararea cu rezultate experimentale; (4) obtinerea unor relatii
sau a unor abace pentru proiectarea curentd; si (5) aplicarea in cazul unor structuri
speciale care necesitd o analiza aprofundata.

Din acest motiv in ultimul timp, in literatura de specialitate se constata o noua
tendintda In modul de formulare teoretica a aspectelor legate de determinarea
raspunsului neliniar al structurilor In cadre metalice, propunandu-se diferite metode
care sd satisfaca atat cerintele de eficienta practicd cerute de inginerul proiectant cat
si cele de rafinament analitic al metodelor "exacte" amintite mai sus (Chen&Toma,
1994). In principal aceste metode modeleaza neliniaritatea fizica punctual pe baza
notiunii de articulatie plastica cu formare graduala si utilizarea conceptului de
modul de elasticitate tangent, perfectionand astfel metoda articulatiilor plastice cu
formare instantanee i simuland astfel comportarea reald, manifestatd prin
degradarea graduald si continua a rigiditatii structurilor ca urmare a dezvoltarii
zonelor plastice in sectiunile din lungul barelor in urma cresterii progresive a
nivelului de solicitare. Eficienta impusd metodelor din aceastd categorie sub
aspectul exactitatii - "diferenta" dintre modelul exact si cel simplificat nu trebuie sa
difere cu mai mult de 5% -, si sub aspectul practic cerut de inginerii proiectanti -
timp de executie scazut, simplitate in modul de discretizare a structurilor utilizind
pe cat posibil modelul comportarii liniare de discretizare, adica discretizarea
barelor utilizdind un singur element pe bara - conferd acestor metode statutul de
metode avansate de analizd si proiectare in acceptiunea conceptului de analiza
avansata a structurilor. Conform acestui concept, orice metoda de calcul care
poate descrie in mod satisfacitor rezistenta, rigiditatea si stabilitatea globald a
structurii, elimind necesitatea verificarii individuale a fiecarui element component
al structurii. Este de mentionat faptul cd in ultimul timp normativele de calcul din
intreaga lume, intr-o forma sau alta, pretind considerarea comportarii elasto-
plastice a structurilor, a efectelor de ordinul al Il-lea si a imperfectiunilor
geometrice si mecanice, ca si influenta prinderilor semirigide ale barelor in noduri,
in proiectarea structurilor (AS4100, EC3, AISC-LRFD).

Un model de calcul, elaborat de autor, care se inscrie in aceste directii de
cercetare, pentru determinarea raspunsului neliniar al cadrele plane, cu considerarea
zonelor de plastificare in lungul barelor, efectele de ordinul al II-lea, locale si
globale ale neliniaritdtii geometrice, imperfectiunile geometrice $i mecanice, ca si
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comportarea neliniard moment rotire (M —8) a conexiunilor flexbile dintre bare
este prezentat in continuare. Se prezinta un algoritm de calcul neliniar, care
integreaza cele trei efecte de neliniaritate fizica, geometrica si de comporatre a
conexiunilor, in baza céruia s-a realizat un program de calcul performant, pentru
analiza statica neliniara a structurilor in cadre.

Adoptand un procedeu de calcul incremental-iterativ in analiza inelastica se
tine seama de efectul plastificarii materialului structurii, in cea mai evoluata forma,
considerandu-se variatia continua a rigiditdtii structurii in raport cu dezvoltarea
zonelor de plastificare in lungul barelor in functie de nivelul de solicitare a acestora
in doua variante: (1) In care se considera relatiile constitutive neliniare 0-€ pentru
modelarea neliniaritatii fizice la nivel de fibra si (2) cu considerarea relatiilor
analitice sau cvasianalitice nelinare M-N-® (moment Incovoietor-efort axial-
curburd) si N-M-g (efort axial-moment incovoietor-deformatie axiald) pentru
modelarea comportdrii elasto-plastice la nivelul sectiunilor.

Modelarea inelasticitatii la
nivel de fibra

Modelarea inelasticitatii la|
nivel de sectiune

Fig. 5.1. Modelarea neliniaritatii de material in metoda de calcul propusa.

Efectul dezvoltarii graduale a zonelor plastice in sectiunile din lungul barei precum
si a imperfectiunilor mecanice (tensiuni reziduale in cazul sectiunilor metalice)
asupra rigiditatii de ansamblu a barelor §i implicit a structurii este luat in
considerare in mod direct 1n prima variantd in timp ce numai aproximativ in cea de-
a doua prin intermediul curbelor caracteristice M-N-® si N-M-€ pe baza carora se
determind caracteristicile de rigiditate ale sectiunilor, dar cu o imbunatatire
(reducere) sensibila a timpului de analiza.

Posibilitatea de a adopta diagrame diferentiate pentru diferite materiale, fara ca
prin aceasta sd se influenteze asupra caracterului unitar al metodei de calcul a
structurii, care ramane in esenta acelasi, permite analiza att a structurilor in cadre
metalice cat si a celor din beton armat sau mixte.
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Analiza inelastica integreaza optional efectele neliniaritatii geometrice in cazul
unor solicitari axiale importante, considerandu-se in fiecare treaptd de incarcare
rigiditatile corectate ale barelor comprimate (efectul local de ordinul al II-lea, P-&)
ca si modificarile configuratiei geometrice a structurii ca urmare a deplasarilor de
nod si deformatiilor (variatii ale lungimii) barelor (efectul global de ordinul al II-
lea, P-A).

Pentru luarea in considerare a efectelor asupra rigiditatii structurii a prinderilor
semirigide ale riglelor cadrului Tn noduri se considera optional atat cazul
comportarii liniare a acestora (rigiditatea prinderii este constantd), cat si cazul
comportarii neliniare (rigiditatea prinderii variabild in functie de gradul de
solicitare a acesteia). In acest ultim caz s-a adoptat o lege neliniard de comportare
propusd in lucrarile (Kishi&Chen, 1986; Liew, s.al., 1993a,1993b) in urma unor
cercetari experimentale pentru principalele tipuri de prinderi metalice.

Actiunile exterioare aplicabile structurii prin aceastd metodd biografica sunt
forte concentrate sau distribuite provenite dintr-un regim static sau cvasistatic. Ele
se pot aplica n nodurile de discretizare sau in lungul barelor cadrului si pot avea
caracter constant sau variabil in cadrul procesului de analizd. Incércarile variabile
se aplica structurii prin incremente de incarcare egale sau neegale succesive
(reducerea intensitatii incrementelor de incércare se face automat pe baza unui
algoritm iterativ de echilibrare a fortelor pe structurd). Suma acestor incremente de
incdrcare determind intensitatea incarcarii la pasul de incarcare respectiv.
Incrementele de incarcare se pot defini astfel incat sa modeleze forte descrescatoare
ca intensitate.

Amplificarea dimensiunilor problemei, ca urmare a necesitatii de a descrie
noduri suplimentare pe bare pentru tratarea incarcarilor transversale, pe de o parte,
si surprinderea plastificarii sectiunilor din interiorul barei, pe de altad parte,
caracteristicd metodelor conventionale propuse in majoritatea publicatiilor din
literatura de specialitate, este eliminatd in aceastd metodd. Aceasta se face prin
utilizarea unui element de bard dreapta de cadru spatial cu noduri semirigide,
termenii conventionali ai matricei de rigiditate corespunzitori comportarii liniare
fiind corectati pe baza unor coeficienti de corectie ce tin seama de sursele de
neliniaritate mentionate mai sus iar fortele transversale pe bard sunt echivalate
static in forte generalizate echivalente la capetele barei a céror valoare este
corectatd de asemenea in functie de variatia modulului de rigiditate a barei si a
nodurilor semirigide de la capetele ei. Deoarece atit coeficientii matricei de
rigiditate a elementului de bara cat si cei ai vectorului fortelor echivalente la noduri
sunt determinati In mod explicit, efortul computational suplimentar necesar
calculului numeric al coeficientilor de corectie fiind minimal, rezulta o reducere
semnificativd a complexitatii operatiilor necesare conducerii calculului in cadrul
unei metode matriceale de analizd structurald in care deplasarile generalizate ale
nodurilor sunt necunoscutele problemei.

Din acest motiv metoda propusa nu se caracterizeaza doar prin eficienta mult
sporitd din punct de vedere a timpului de analizd §i simplitate in pre §i post
procesarea datelor, ci si prin consecventa cu care se modeleaza comportarea liniara
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si neliniara a structurilor in cadre. Aceastd consecventd si comoditate in utilizarea
aceluiasi model structural in analiza liniara si neliniara (un singur element pe bara
utilizat pentru discretizare) va duce la incurajarea inginerului proiectant in
adoptarea acestui model de analizd/proiectare a structurilor in cadre.

Solutia analizei statice neliniare se obtine printr-un calcul incremental-iterativ,
intrucdt conditiile de echilibru si rigiditatea barelor sunt legate de deformarea
structurii, care inifial este necunoscuta. Deformarea progresiva a structurii pana la o
pozitie finala stabilitd este obtinuta in pasi, calculdnd pentru fiecare pas rigiditatea
structurii functie de deplasarile si eforturile calculate in pasul anterior ("updated
Lagrangian"). Pentru determinarea starii de solicitare si de deformatie a structurii,
in domeniul pre si post critic de comportare, sub actiunea unui sistem oarecare de
forte statice, tindndu-se seama de efectele neliniaritatii materiale, geometrice si a
prinderilor flexibile ale barelor in noduri se aplicd un procedeu incremental-iterativ
ce face parte din categoria metodelor pasilor controlati de lungimea de arc ("arc
length methods"). Majoritatea procedeelor propuse in literatura de specialitate
pentru rezolvarea sistemelor ecuatiilor de conditie neliniare, considera fortele
aplicate numai in nodurile structurii i caracterizate de un factor de
proportionalitate, si prin urmare nu pot fi aplicate in acest caz, autorul propunand
un nou procedeu. Procedeul reprezinta o adaptare a metodei Crisfield tindnd seama
de particularitatile metodei de analizd propuse, ce presupune transferul fortelor din
lungul barelor in forte echivalente la noduri, rezultdnd astfel forte nodale variabile,
ca urmare a degradarii rigiditatii barelor, Tn timpul procesului de calcul.

Exemplele de calcul numerice prezentate, pe parcursul lucrarii, rezultatele
comparative obtinute, confirma performantele modelului propus si il clasifica drept
o metodd de analiza staticd avansata pentru structurile In cadre plane si spatiale
metalice si din beton armat.

5.2. FACTORI DETERMINANTI iN RASPUNSUL NELINIAR AL
CADRELOR. IPOTEZELE DE CALCUL ALE METODEI

Efectele principale de care trebuie sd se tind seama in evaluarea raspunsului
static neliniar al structurilor in cadre pot fi impartite in trei categorii si anume:
efecte geometrice, efecte materiale si efecte de incarcare.

Prima categorie, a efectelor geometrice, cuprinde:

1. Efectul fortelor axiale de compresiune/intindere puternice asupra
rigiditatii la incovoiere a barelor (efectul P-0).

2. Efectul modificarii configuratiei geometrice a nodurilor structurii,
cunoscut sub denumirea de efectul P-A.

3. Modificarea lungimii barelor ca urmare a deformatiilor axiale si a
efectului de "bowing" (scurtarea barelor ca urmare a deformarii din
incovoiere).

4. Efectul rotirii de corp rigid.

Efectul imperfectiunilor geometrice initiale (locale si globale),
distorsionarea sectiunilor transversale, imbindri excentrice.

e
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6. Efectul imbinarilor semirigide ale barelor in noduri.
7. Efectul nesimetriei sectiunilor transversale.
8. Efectul deformatiilor din forte taietoare.
9. Efectul flambajului local si a altor distorsiuni locale.
A doua categorie, a efectelor materiale, cuprinde:
1. Efectul relatiilor constitutive neliniare tensiune-deformatie.
2. Efectul tensiunilor reziduale si a imperfectiunilor mecanice.
3. Efectul plastificarii distribuite in sectiuni si in lungul barelor (zone
plastice).
4. Efectul comportarii neliniare a conexiunilor semirigide.
5. Efectul reconsolidarii materialului.
6. Efectul descarcarilor elastice.
A treia categorie, a efectelor datorate modului de aplicare a incércarilor,
cuprinde:
1. Efectul incarcarilor neproportionale.
2. Efectul incarcarilor variabile si repetate.

Toti acesti factori prezentati influenteaza rigiditatea de ansamblu a structurilor
in cadre, in functie de conformarea geometricd si de rigiditate a elementelor
constitutive, de nivelul de solicitare existent la un moment dat, contribuind intr-o
masura mai mare sau mai mica la raspunsul global al structurilor in cadre. De
mentionat faptul ca printr-o conformare constructiva eficientd contributia anumitor
factori la raspunsul neliniar al structurilor in cadre poate fi neglijata, simplificand
in acest fel modelul matematic de calcul.

Modelul matematic propus, incearcd sd surprindd cu un anumit grad de
aproximare, majoritatea factorilor mentionati anterior, In limitele urmatoarelor
ipoteze simplificatoare care au acoperire in practica curenta inginereasca:

1. Barele structurii sunt drepte, prismatice, cu sectiune constantd sau variabild
in lungul ei, nedistorsionate. (In cazul structurilor din beton armat se
permite variatia sectiunii transversale a armaturii de-a lungul barei,
utilizatorul nefiind obligat a introduce noduri suplimentare interemediare in
dreptul sectiunilor respective.)

2. Pentru comportarea sectiunii transversale se acceptd ipoteza "sectiunii
plane" (Bernoulli). Deformatiile de lunecare sunt presupuse a fi suficient
de mici fiind neglijate 1n analiza capacitatii portante a sectiunilor, tindndu-
se cont de acestea doar Tn comportarea de ansamblu a structurii.

3. Efectul flambajului local si lateral nu este luat in considerare, toate barele
sunt considerate a fi compacte si rigidizate adecvat pentru a putea
impiedica deformatiile in afara planului.

4, Deplasarile nodurilor structurii si ale elementelor pot fi mici sau mari, dar
deformatiile elementelor si ale sectiunilor se considerd mici. Rotirea de
corp rigid in cadrul unui increment de incarcare (ciclu de calcul) trebuie sa
fie mica.

5. Modelul utilizat pentru considerarea neliniaritatii fizice este cel al
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plastificarii distribuite.

6. Nodurile structurii plane au trei grade de libertate (doud translatii si o
rotatie) respectiv sase grade de libertate In cazul structurilor spatiale (trei
translatii i trei rotatii).

7. Nodurile sunt considerate punctuale, iar conexiunile semirigide sunt
modelate prin intermediul unor legaturi elastice neliniare, atagate capetelor
barei, permitdnd numai rotiri.

8. Incarcarile sunt conservative. In cazul incarcarilor laterale distribuite in
lungul barelor vectorul fortelor nodale este obtinut prin echivalarea statica
a acestor Incarcdri in forte generalizate echivalente la capetele barei,
calculate pe baza lungimii initiale a barei, neglijand modificarea lungimilor
barelor la calculul acestora, In timpul procesului de calcul. Oricum aceasta
constrangere poate fi usor eliminata reactualizand la fiecare pas vectorul
fortelor echivalente la noduri considerand si efectul modificarii lungimii
barei, calculand de fiecare datd acest vector pe baza noii lungimi a barei
determinate la precedentul pas al analizei.

Acceptiunea barelor prismatice si a rotirilor de corp rigid mici ale barelor este
rezonabild pentru majoritatea structurilor in cadre. Cu toate ca structurile in cadre
pot avea deplasari ale nodurilor mari, in apropierea producerii colapsului, rotatia
axei longitudinale ale barelor ramine mica (rotire de corp rigid mica) intrucat
barele cu sectiuni transversale compacte au o rigiditate la Tncovoiere mare. Teoria
deformatiilor mari este utilizata In modelarea completa a comportarii in domeniul
post critic ale structurlior si ale elementelor acestora. Cu toate acestea, pentru
majoritatea tipurilor de structuri, deformatiile mari ale sectiunilor apar doar intr-un
domeniu de comportare post critic accentuat, neconstituind un domeniu de interes
practic pentu proiectarea inginereasca.

Comportarea elasto-plastica a barelor structurii se considera in cel mai evoluat
mod, si anume cel al plastificarii distribuite. Pentru precizarea caracteristicilor
fizice ale elementului, in acest caz este necesarad furnizarea unor date suplimentare
referitoare la curba caracteristica a materialului la o solicitare exetrioard datd. Asa
cum se va arata In continuare aceastd curba va fi definitd aproximativ astfel: (1) la
nivel de fibra - efort unitar-deformatie specifica, si (2) la nivel de sectiune - forta
axiald-moment incovoietor-deformatie axiald, moment incovoietor- efort axial-
curbura. Atat Intr-un caz cat si in celilalt efectul deformatiilor de lunecare este
neglijat. Astfel in primul caz conditia de plastificare pentru orice punct al sectiunii
este data de relatia 0 =0, (tensiuni/ deformatii uniaxiale) in timp ce in al doilea

caz este neglijat efectul fortei taietoare asupra capacitatii portante a sectiunilor.
Efectul deformatiilor de lunecare produse de fortele taietoare asupra rigiditatii de
ansamblu a elementelor structurii este luat in considerare.

In mod obisnuit se admite cd toate fortele variazi in functie de un singur
parametru, ceea ce nu este totdeauna conform cu realitatea. In realitate, incircarea
structurii are loc in alt mod. Intr-o prima etapa existd numai greutatea proprie a
structurii si a celorlalte elemente de constructie, dupa care intervin sarcinile utile,
actiunea cutremurului sau a vantului. Trebuie sd se {ind seama de aceastd
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succesiune de aplicare a fortelor intr-o analizd neliniard, intrucdt suprapunerea
efectelor nu mai poate fi admisd 1n acest caz. Astfel, in cazul actiunii seismice
fortele orizontale variaza repede alternind ca sens, in timp ce fortele gravitationale
raméan constante. Algoritmul de analiza propus, trateaza fortele neproportionale, ca
facand parte din diferite secvente de incircare aplicate in mod succesiv. Incarcarile
verticale §i orizontale aplicate proportional asupra structurilor in cadre reduc
rezistenta acestora, spre deosebire de cazul aplicarii neproportionale ale
incarcdrilor, in cazul in care incarcarile verticale sunt aplicate prima data
(constituie prima secventa de Incarcare) urmate de aplicarea fortelor orizontale (a
doua secventa de incarcare). Aceasta se datoreaza descarcarilor elastice ce au loc in
conexiunile semirigide si in sectiunile din lungul elementelor intrate In domeniul
elasto-plastic, in cazul aplicdrii neproportionale a incarcdrilor. Luarea 1In
considerare a descarcarilor elastice ale fibrelor/sectiunilor corespunzator celor doua
moduri de considerare a neliniaritatii fizice, propuse In aceasta metoda, amplifica
dimensiunile problemei din punct de vedere numeric, deoarece trebuiesc memorate
informatii  suplimentare pentru fiecare fibrd/sectiune privitor la istoria
deformatiilor/eforturilor in timpul procesului de incdrcare. Din acest motiv in
programul de calcul realizat descarcérile elastice din fibrele/sectiunile din lungul
elementelor nu sunt luate in considerare, desi considerarea acestui efect poate fi
usor modelatd si programatd. Rezultatele analitice obtinute pe baza acestei
simplificari, In cazul incarcarilor aplicate static, sunt in general conservative si
deseori sunt neglijate in analiza statica neliniara a structurilor.

5.3. ASPECTE PRELIMINARE ALE METODEI

In conditiile calculului automatizat, cerinta esentiala constd in uniformitatea de
tratare, care sa conduca la un algoritm simplu, de aplicare generala, cu excluderea
luarii in considerare a particularitatilor structurii. Se impune deci unificarea
situatiei pentru toate structurile in cadre cu noduri rigide, articulate, semirigide,
stabilind un mod unitar de tratare a efectelor determinante in raspunsul neliniar al
structurilor.

O posibilitate de abordare unitard a calculului neliniar, prin integrarea
majoritatii factorilor determinanti in raspunsul neliniar prezentati la punctul 5.2,
constd in multiplicarea cu anumiti coeficienti de corectie, a elementelor initiale ale
matricelor constitutive corespunzatoare calculului liniar elastic de ordinul I.

Datoritd dificultatilor de integrare analiticd a ecuatiei diferentiale a fibrei medii
deformate, care in cazul ludrii In considerare a plastificarii distribuite in lungul
barei rezulta cu coeficienti variabili, considerarea simultand printr-un coeficient
comun de corectie a efectelor geometrice si materiale este practic imposibil de
realizat. Din acest motiv este propusda o metoda care "decupleaza" pentru inceput
efectele gemetrice si materiale determinand coeficienti de corectie separati pentru
fiecare din aceste douad efecte. Integrarea efectului de comportare liniard/neliniara a
conexiunilor semi-rigide se face utilizdnd un element hibrid constituit din bara fara
conexiuni cdreia i este atasat un sistem de legaturi punctuale flexibile la capetele
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barei. In acest mod efectul complex al neliniarititii materiale, geometrice locale si
cel al comportarii neliniare al conexiunilor semirigide este surprins in cadrul
matricei de rigiditate a elementelor de bard precum si a vectorului fortelor nodale
echivalente in cazul unor incirciri ce actioneazi in lungul elementului. in mod
similar vectorul fortelor echivalente la noduri va fi corectat in functie de aceste
efecte.

Efectul global al neliniaritatii geometrice este luat in calcul prin considerarea
explicitd a modificarii configuratiei geometrice ale nodurilor si barelor structurii,
prin corectarea succesiva a matricei de rotatie pe baza careia se face trecerea de la
sistemul de coordonate local la cel global structurii §i exprimarea conditiilor de
echilibru static Tn configuratia deformata.

Aceste surse de neliniaritate de comportare contribuie la micsorarea treptata a
rigiditatii structurii, pe masura cresterii sarcinilor si vor fi introduse prin matricea
globala de rigiditate, coeficientii acestei matrici micsorandu-se in consecinta.
Epuizarea capacititii portante corespunde momentului cand rigiditatea structurii
devine echivalenta cu zero si se poate datora fie dezvoltarilor accentuate a zonelor
plastice in structurd provocand aparitia unui mecanism plastic de cedare, fie unei
pierderi de stabilitate mai inainte de a se fi format acest mecanism. Atat intr-un caz
cat si in celdlalt acest lucru este surprins prin studiul singularititii matricei de
rigiditate globala a structurii. Pe parcus calculul urmareste si accentuarea
deformabilitatii structurii a carei limitare poate constitui de asemenea un criteriu
pentru oprirea analizei, independent de cel anterior (studiul post critic de
comportare).
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Figura 5.2. Tipul de element utilizat.

Tipul de element utilizat, raportat la sistemul de referinta propriu, precum
si setul fundamental al eforturilor si deplasarilor de capat este prezentat in figura
5.2. Gradele de libertate sunt deplasarile liniare dupa cele trei directii si rotirile in
cele doua capete ale elementului, in total 12 grade de libertate.

Studiul comportérii neliniare a structurii in ansamblu va fi efectuat prin etape
succesive, pe parcursul carora sarcinile cresc in trepte mici, pentru toate etapele.
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Intr-o anumiti etapi intermediard se va considrera in mod aproximativ ca
rigiditatile barelor raman constante, si anume egale cu cele corespunzatoare
configuratiei geometrice si a starii de eforturi obtinute la sfarsitul etapei precedente.
Ca urmare, pe parcursul aceleeasi etape comportarea structurii devine liniard,
existdnd proportionalitate intre cresterile de deplasari si cresterile de sarcini din
etapa respectivd. Se obtine astfel o liniarizare pe etape a comportarii structurii, in
fiecare etapa 1n parte devenind posibilad aplicarea metodelor generale de rezolvare a
structurilor din calculul static liniar.

5.4. MODELAREA ELASTO-PLASTICA A STRUCTURII

Analiza elasto-plastica a unei structuri ia in considerare In evaluarea rigiditatii
acesteia, efectele material neliniare ale plastificarii sectiunilor elementelor sale
constitutive. In prezent se aplici, in principal, douid moduri de modelare a
comportarii elasto-plastice a barelor ce alcatuiesc structura: primul bazat pe
conceptul de articulatie plastica, conduce la calculul plastic simplu, care determina
factorul de cedare al structurii corespunzator stdrii limitd de formare a
mecanismului de cedare si al doilea, mai evoluat pe care 11 vom numi calculul
neliniar elasto-plastic, care considera formarea zonelor de plastificare ale
sectiunilor de-a lungul barelor, determinand scaderea graduala a rigiditatii structurii
atunci cand fincarcarile cresc si determind starea de cedare fie prin depasirea
capacitdtii portante, fie prin depasirea deformatiilor admise sub incércérile de
exploatare sau prin pierderea stabilitatii.

O analiza rafinata a efectului neliniarititii fizice asupra raspunsului structural
global, presupune modelarea tuturor factorilor care cauzeaza acest efect la toate
cele trei nivele de manifestare si anume: la nivel de fibra - relatiile constitutive 0-€;
la nivel de sectiune- carcateristicile de rigiditate £/ si EA4; la nivel de element -
matricea de rigiditate a elementului. La toate cele trei nivele problema se pune in
acelasi mod si anume: determinarea fortelor (sau a tensiunilor) si a rigiditatilor
pentru o stare de deformatie prescrisd. Astfel la nivel de fibra pe baza starii de
deformatie si pe baza relatiilor constitutive se determina in fiecare fibra efortul
unitar 0 si modulul de elasticitate tangent £,; cunoscdnd modulii de elasticitate
tangenti in toate fibrele sectiunii se pot determina in continuare la nivel de sectiune
caracteristicile de rigiditate EI si EA; pe baza caracteristicilor de rigiditate ale
sectiunilor se poate determina raspunsul la nivelul elementului, materializat prin
matricea de rigiditate si prin vectorul fortelor nodale echivalente. Esential pentru
parcurgerea acestor etape este modul de determinare a stérii de deformatie n lungul
barei (elementului).

Spre deosebire de metoda elementelor finite expusa in capitolul 2, unde starea
de deformatie din interiorul barei este determinatd pe baza campului de deplasari
generat in functie de deplasarile nodurilor de la capetele elementelor finite
(interpolarea deplasarilor), in metoda propusa, starea de deformatie din interiorul
barei este determinatd printr-un proces iterativ de echilibrare a eforturilor
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(exterioare si interioare) pe sectiune. Aceste eforturi sunt generate in lungul barei
prin selectarea unor polinoame de interpolare ce satisfac conditiile de echilibru
static ale elementelor (interpolarea eforturilor). Avantajul utilizarii acestui procedeu
constd 1n faptul ca este unul exact si nu depinde de caracteristicile materiale la
determinarea eforturilor din diferitele sectiuni din lungul barei (in absenta efectelor
neliniaritatii geometrice) spre deosebire de procedeul interpolarii deplasarilor,
adoptat in metoda elementelor finite care este doar unul aproximativ, fiind sesnibil
influentat de gradul de rafinament al discretizarii barei in elemente finite. in
consecinta, In timp ce in metoda elementelor finite acuratetea rezultatelor poate fi
imbunatatitd doar prin rafinarea discretizarii conducand la amplificarea drastica a
dimensiunilor problemei, in metoda propusd acuratetea rezultatelor poate fi
imbunatatitd prin simpla crestere a numdrului de puncte de integrare numerica din
lungul barei, dimensiunile problemei rdmanind neschimbate. Mai mult, acest
procedeu face posibild utilizarea unui singur element in discretizarea barelor si
evitarea modelarii inelasticitatii la nivel de fibrd, prin utilizarea relatiilor analitice
directe de determinare a caracteristicilor de rigiditate sectionale, cu efecte benefice
asupra timpului de analiza.

In metoda propusi, comportarea elasto-plasticd a barelor structurii se considera
in cel mai evoluat mod, si anume cel al plastificarii distribuite. Aceasta poate fi
facutd prin adoptarea unor relatii constitutive neliniare efort unitar-deformatie
specifica, 0-€, si modelarea inelasticitatii la nivel de fibra respectiv prin adoptarea
unor relatii neliniare aproximative M-N-® (moment incovoietor- efort axial-
curburd), N-M-¢ (efort axial - moment Incovoietor-deformatie axiald), si modelarea
inelasticitatii la nivel de sectiune. Pentru determinarea raspunsului la nivel de
element (deteminarea matricei de rigiditate a elementului de bara, vectorul fortelor
nodale echivalente) atat in primul caz cat si in al doilea, caracteristicile de rigiditate
la incovoiere, EI si axiale £4, ale sectiunilor transversale trebuiesc evaluate. Daca
in domeniul elastic de comportare aceste caracteristici sunt marimi constante,
reprezentdnd produsul dintre modulul de elasticitate longitudinal £ si
caracteristicile geometrice ale sectiuniulor, /-moment de inertie, 4- aria sectiunii
transversale, iIn domeniul elasto-plastic de comportare aceste caracteristici au un
caracter variabil fiind infuentate de strarea de tensiune si deformatie din interiorul
sectiunii, corespunzatoare unui anumit nivel de solicitare exterioard. Aproximatiile
care se fac Tn modul de determinare a acestor caracteristici contribuie Tn mod
hotarator asupra raspunsului neliniar al structurilor in ansamablu. O evaluare cat
mai exacta a acestora, care sa includa in calcul (1) imperfectiunile de material, (2)
variatia limitei de curgere pe sectiunea transversala, (3) forma geometrica a
sectiunilor transversale, (4) dezvoltarea simetrica/nesimetricé a zonelor plastice, (5)
descarcarea elastica a unor fibre, apropie, in mare masura, modelul teoretic utilizat
la modelarea numerica a comportarii neliniare, de cel real.

Modulii de rigiditate ale fiecarei bare (EI, EA), ca parti componente ale
matricei de rigiditate a structurii, variazd In doud sensuri: o variatie in aceeasi
sectiune odata cu modificarea solicitarilor exterioare (momentului incovoietor si a
efortului axial) asa cum s-a aratat mai sus si o variatie de la o sectiune la alta n
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lungul barelor, pentru un anumit nivel de solicitare. In scopul determinarii matricei
de rigiditate a elementului de bara si a vectorului fortelor nodale pentru un anumit
nivel al incarcérilor exterioare va trebui sa se tind seama de variatia acestor
caracteristici de rigiditate de la o sectiune la alta, introducandu-se coeficienti de
corectie similari cu cei determinati in statica liniard pentru introducerea efectului
variatiei de sectiune in lungul barelor. Astfel raspunsul neliniar la nivel de element
se deterimna prin sumarea ponderatd a raspunsului unui numar discret de sectiuni
transversale. Aceste sectiuni transversale reprezintd puncte de control ale starii de
plastificare in lungul elementului, a caror localizare 1n lungimea elementului
depinde de schema de integrare numerica adoptata. La alegerea tipului metodei de
integrare numerica trebuie tinut cont de faptul ca, prin utilizarea unui singur
element pentru discretizarea barelor, punctele de control trebuiesc dispuse cu
precadere in sectiunile in care dezvoltarea zonelor plastice sunt preponderente in
comparatie cu restul sectiunilor din lungul barei. Astfel utilizarea metodei Gauss-
Legendre, care este frecvent utilizatd in metoda elementelor finite nu este eficienta
in acest caz, Intrucat punctele de integrare numerica a acestei metode nu sunt luate
la nodurile de capat ale barei, unde plastificarile sunt importante. Pe de alta parte
utilizarea unei metode in care nodurile sunt alese anticipat (metoda Simpson) care
considerd puncte de integrare in acele sectiuni, nu este eficientd sub aspectul
numarului mare de puncte de integrare cerut. O metoda de integrare numerica
deosebit de eficientd, pe care o propunem in acest caz, o reprezintd metoda Gauss-
Lobatto, intrucit spre deosebire de celelalte metode de integrare numerica ea este
eficientd atat prin prisma numarului de puncte cat si ca urmare a faptului ca aceasta
metoda considerd puncte de integrare si la capetele intervalului de integrare
(capetele barei) (Fig. 5.3).
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Fig. 5.3. Modelarea elasto-plastica a barelor structurii in modelul de calcul propus.
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5.4.1 Modelarea la nivel de fibra si la nivel de sectiune

Raspunsul neliniar al structurilor datorat comportérii elasto-pastice a
materialului este in mod esential influentat de modul de evaluare a caracteristicilor
de rigiditate sectionale ale barelor componente ale structurii. Rafinamentul in ceea
ce priveste determinarea acestor caracteristici globale ale sectiunilor, se reflecta in
mod direct In comportarea de ansamblu a intregii structuri, clasificand metodele
globale de analiza in metode simplificate si metode avansate. Considerarea unei
reduceri bruste de rigiditate la incovoiere, de la valoarea initiala corespunzatoare
comportarii perfect elastice EI=FEI, la valoarea zero corespunzdtoare plastificérii
integrale a sectiunii, specificd metodei articulatiilor plastice punctuale cu formare
instantanee se dovedeste a reprezenta un model care, deseori se indeparteaza
sensibil de comportarea reala chiar pentru structuri metalice (ca urmare a existentei
tensiunilor reziduale), dar cu deosebire la structuri din alte materiale cum sunt cele
din beton armat, sau mixte otel-beton.

Aplicarea metodei deplasarilor in formulare matriceald, la determinarea
raspunsului neliniar al structurilor in cadre, asa cum va fi descrisd in continuare,
necesita cunoasterea configuratiei de rigiditate instantanee (tangenta) a tuturor
barelor adica, stabilirea valorilor modulilor de rigiditate £/ si EA care intervin in
relatiile constitutive dintre forte si deplaséri, pe parcursul pasilor de calcul, pornind
de la valoarea initiala corespunzatoare comportarii perfect elastice, trecand prin cea
intermediara corespunzatoare plastificarii partiale, si pana la cea corespunzitoare
plastificarii integrale a sectiunilor.

In aceasta lucrare sunt propuse doui moduri de evaluare a acestor caracteristici
de rigiditate: primul, bazat pe modelarea inelasticitatii la nivel de fibra, si folosirea
relatiilor constitutive neliniare 0-€ ale materialului, si cel de-al doilea, care
determind aproximativ aceste caracteristici, la nivel de sectiune, pe baza relatiilor
neliniare analitice aproximative M-N-® si N-M-g€, determinate prin calibrare cu
rezultatele furnizate de analiza numerica la nivel de fibra.

In functie de stadiul de solicitare exterioara, primul procedeu determina
rigiditatea la incovoiere ET si cea axiala EA4 a sectiunilor transversale, modeland
explicit efectul dezvoltarii graduale a zonelor plastice ca urmare a intrarii in
curgere a diferitelor fibre ale sectiunii, efectul tensiunilor reziduale, forma
sectiunilor etc., prin aplicarea unui procedeu iterativ de echilibrare a eforturilor
(interioare si exterioare) pe sectiune, in timp ce, al doilea procedeu, face acest lucru
numai aproximativ, dar cu efecte favorabile asupra timpului de executie.

5.4.1.1 Analiza la nivel de fibra

In cazul modelarii inelasticitatii la nivel de fibrd, sectiunile transversale ale
elementului de bara sunt acoperite de o retea de puncte ortogonala, monitorizandu-
se in fiecare astfel de punct starea de tensiune si deformatie in timpul procesului de
calcul. Considerand sectiunea din figura 5.4 supusa actiunii momentelor
incovoietoare dupd cele doua directii principale M,, M. si a efortului axial N,
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deformatia intr-un punct oarecare (i,j) al retelei se scrie:
g, =u+® [, +® [, +¢, (5.1

y
in care cu u s-a notat deformatia axiala, ®, reprezintd curbura in planul normal la
sectiune ce contine axa y-y, ®, curbura in planul normal la sectiune ce contine axa
z-7 a sectiunii, iar €, reprezintd deformatia specificd in punctul considerat in cazul
sectiunii neancdrcate (deformatia din tensiuni reziduale in cazul sectiunilor
metalice).

Pe baza relatiilor constitutive neliniare 0-€ §i prin monitorizarea starii de
deformatie la nivelul fiecdrui punct al retelei se pot determina caracteristicile de
deformabilitate si de rigiditate ale sectiunilor tindnd seama de: nivelul solicitarilor
exterioare, caracterul acestora (intindere sau compresiune), dezvoltarile simetrice
sau nesimetrice ale zonelor plastice in sectiune, efectul tensiunilor reziduale,
descarcarile elastice ale unor fibre, efectul de reconsolidare a materialului,
caracteristicile geometrice ale sectiunii (forma sectiunii).

u

Fig. 5.4. Analiza la nivel de fibra a sectiunilor.

Caracteristicile de deformabilitate ale sectiunii sunt determinate printr-un proces
iterativ de echilibrare a eforturilor exterioare si interioare, avand la bazid metoda
iterativa descrisd in capitolul 4. Deformatiile de lunecare s-au presupus suficient de
mici pentru a le neglija in comportarea elasto-plasticdi de ansamblu a sectiunii.
Exprimind conditiile de echivalentd staticd dintre eforturile exterioare si cele
interioare se obtine urmatorul sistem de ecuatii neliniare cu necunoscutele u, ®, si
(O
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fileo,.0.)2 Y fole)mo, - =0
iQ,

fMy(”’q’yaq’z)EZ fa(f)EyDiQ,» -M,=0 (5.2)
i Q;

sz(u,q)y,q)z)EZ Ia(e)D:l]iQ[ -M.=0

Q.

i

Rezolvand numeric acest sistem de ecuatii, aplicand metoda Newton-Raphson,
predictia parametrilor u, @, si ®. ce definesc starea de deformabilitate a sectiunii,
in scopul realizarii echilibrului, este data de urmatoarea relatie de recurenta:

=t () s (5.3)
unde:
vo=lto fo ]
P =l o e ] (54)
S RN SN 3 VA ) |

(ot ok o]
ou 0P, 09,
oo Yo ¥, 9 55
ou 0P, 0P,
O 0. Ofi
| Ou 0P, 09, Jor ot )

Detalii cu privire la sistematizarea relatiilor de mai sus in functie de un numar
restrans de date, precum si cu privire la algoritmul de analiza elasto-plastica a
sectiunilor metalice §i din beton armat sau mixte, solicitate la compresiune cu
incovoiere biaxiala au fost expuse in cadrul capitolului 4. Integrarea suprafetei de
eforturi In sectiune se efectueaza printr-unul din procedeele de integrare numerica
cunoscute Simpson, Gauss sau aplicand metoda de integrare pe contur descrisa in
capitolul 4, astfel incit definirea prin puncte a diagramelor caracteristice 0-€ nu
creaza dificultati analizei. Aplicarea metodei de integrare bazata pe torema Green
de tramsformare a integralelor de suprafatd in sumd de integrale perimetrale
conduce la un timp de calcul semnificativ mai mic comparativ cu metodele
numerice de integrare Simpson sau Green care presupun definirea unei retele de
puncte de integrare pe suprafata sectiunii conducand de asemena la dificultati de
discretizare in cazul sectiunilor cu forme complexe. Memorarea si reactualizarea
starii de deformatie in dreptul fiecarui punct al retelei se justifica doar in cazul in
care se doreste luarea in considerare a descarcarilor elastice, ca urmare a unor
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incarcari aplicate neproportional sau ca urmare a unei redistributii neliniare de
eforturi.

Avand determinata starea de deformatie a sectiunii, corespunzitoare
echilibrului, caracteristicile de rigiditate ale sectiunilor, rigiditatea la incovoiere
fata de principalele directii de incovoiere, si rigiditatea axiald, sunt determinate in
continuare prin integrarea numericd a tensiunilor pe intreaga sectiune. Astfel in
cazul unei sectiuni solicitatd la Incovoiere uniaxiald fatd de axa z a sectiunii,
rigiditatea tangenta la Incovoiere pe directia de actiune a momentului incovoietor
se determind plecand de la relatia incrementald constitutiva efort-deformatie scrisa
la nivelul sectiunii si impunerea conditiei de efort axial constant. Astfel,
considerand urmatoarea expresie pentru matricea de rigidate tangenta a sectiunii (v.

sicap.4):
t t
K, =[ " ”] (5.6)
t12 t22
unde coeficientii ¢

7 1y=1,2, sunt evaluati considerand starea de deformatie a
sectiunii rezultatd in urma procedeului de echilibrare (5.3) si care au urmatoarele
expresii:

ty = [[E.da=E4
ty, =ty = HE, ydA = ES, (5.7)

ty = ”E,y2dA = EI,
Variatia deformatiilor incrementale este relationatd de variatia eforturilor prin
urmatoarea relatie constitutiva:
f, Ae=Ar (5.8)
unde matricea de flexibilitate tangenta a sectiunii se obtine prin inversarea matricii

tangente f, =k ', vectorul eforturilor incrementale este Ae = (AN AM . )T iar

st o
vectorul deformatiilor incrementale este Ar = (Au AD, )T . Definind rigiditatea la
incovoiere tangenta a sectiunii ca raportul dintre variatia efortului de incovoiere
raportata la variatia curburii sub efort axial constant, AN=0:

AM
El, === AN=0 (5.9)
A®

st

V4
sistemul de ecuatii (5.8) se rezolva Impreuna cu conditia restrictivd AN=0. Cu
aceasta restrictie singura necunoscuti a sistemului (5.8) este AM.:

._[o
Ae=TAe=[1][AMZ] (5.10)

Inlocuind relatia (5.10) in sistemul (5.8), multimplicind ambii membrii cu vectorul
T' si izoland vectorul necunoscutelor reduse Aé obtinem:

ne=(r'e,T) 17 ar (5.11)
Revenind apoi la necunoscutele initiale prin multiplicarea ambilor membrii ai
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relatiei de mai sus cu vectorul T obtinem in final:

ne=T(T7t, 1) T7 Ar (5.12)
Explicit relatia (5.12) rezulta de forma:
awl | % 513)
N/ I R FX '
1
din care rigiditatea tangenta a sectiunii la incovoiere rezulta:
AM 1

El =—Z2=¢ -2 5.14
st AD . 22 tll ( )

sau tinand seama de relatiile (5.7):

El, = j E,y’dA- '?EE ZI DHE,ydA=E1, —ZSAf ES, =EI, =y ,ES, (5.15)

Analizand relatia (5.15) se observa ca modulul de rigiditate la incovoiere tangent, a
unei sectiuni solicitatd la incovoiere simpld cu efort axial, intratd in domeniul
elasto-plastic de comportare, poate fi evaluat cu relatia:

er, = [[E(y-y, Fas (5.16)

unde y, reprezintd coordonata noului centru plastic al sectiunii fatd de sistemul de
axe principal al sectiunii:

HE,ydA _ES,
I EtdA B EA,

Urménd un rationament similar, in cazul sectiunilor solicitate la incovoiere biaxiala
cu efort axial, rigiditatile la incoviere dupa directiile principale de actiune ale
momentelor incovoietoare se calculeaza dupa urmatoareale relatii:

ery, = [[g(e-z, ha=Er, -z s,

= IIEt(y_yp)dAzElzt _ypESZt

unde y,si z, reprezintd coordonatele centrului plastic al sectiunii analizate (Fig.
5.4), iar El,,, EL,, ES,,, ES., reprezintd moduluii de rigiditate la incovoiere repectiv
statici fata de sistemul de axe principal al sectiunii (y,z):

El, = ([Ez22as El, = [[Eyd4; ES, = [[Ezd4; ES, = [[E,yda (5.19)

Astfel, in calculul practic, avand determinate elementele matricei de rigiditate
tangentd a sectiunii, corespunzatoare deformatiilor de echilibru intre eforturile
exterioare si cele interioare pe sectiune, rigidititile pe directiile principale de
incovoiere se calculeazd simplu prin aplicarea relatiilor (5.18), fira necesitatea
efectudrii unui nou calcul iterativ sau a integrarilor tensiunilor pe sectiune.
Rigiditatea axiald a sectiunii se determina simplu In baza urmatoarei relatii:

v, = (5.17)

(5.18)
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EAS = j' E,dA (5.20)

5.4.1.2 Analiza la nivel de sectiune

In acest caz modelarea neliniaritatii fizice este definiti global la nivelul
sectiunii, pe baza relatiilor analitice neliniare de aproximare a curbelor moment
incovoietor-curbura parametrice in fortd axiala (M-N-®), si efort axial-deformatie
axiald parametrice in moment incovoietor (N-M-€). Aceste curbe depind de: curbele
caracteristice 0-€ ale materialelor constitutive, forma sectiunii transversale, tensiuni
reziduale in cazul sectiunilor metalice, dispunerea barelor de armaturd in cazul
sectiunilor de beton armat etc, i o aproximare analiticd a acestora este in general
dificil de realizat, dar nu imposibil. O dovada in acest sens s-a prezentat in cadrul
capitolului 4, unde mai multe propuneri din literatura de specialitate, pentru
aproximarea curbelor N-M-® si M-N-€ in cazul sectiunilor metalice dublu 7 au fost
prezentate.

Avantajul utilizarii unor astfel de relatii pentru evaluarea rigiditatii de
incovoiere si a rigiditdtii axiale a sectiunilor constd in timpul de calculator foarte
mic necesar acestor evaluari, spre deosebire de procedeul precedent, care utilizind
un algoritm iterativ conduce la un efort computational foarte ridicat.

La nivelul sectiunii neliniaritatea fizica este caracterizatd prin relatia neliniara
intre eforturi si deformatii:

M= fi(N,®
S ) (5.21)
N=f,(M,e¢)
ce poate fi scrisd conventional sub forma liniarizata (Fig. 5.5.a):
M =EIl_,, [, N =const.
(5.22)
N =FA,, &, M =const.

Pe langd aceastd reprezentare finitd se poate utiliza si o reprezentare
diferentiald, ce stabileste o legdtura liniard intre variatiile eforturilor si a
deformatiilor corespunzatoare (fig. 5.5.b):

dM = EI e, WP
(5.23)

dN = EApgere LHE
Spre deoasebire de cazul fizic liniar (elastic), modulii de rigiditate la Incovoiere
El gents Bl ooy S modulii de rigiditate axiali EA, e > EA, .o depind de nivelul

de solicitare exterioard a sectiunii §i reprezintd rigiditatea tangentd, respectiv
secanti a sectiunii. In figura 5.5.c se prezinti variatia modulului de rigiditate la
incovoiere In varianta tangentd respectiv secantd, ca urmare a cresterii, sub efort
axial constant, a momentului incovoietor M, El,y reprezentand modulul de
rigiditate la Incovoiere initial, corespunzator sectiunii incarcate doar cu efort axial
N. In cazul N=0 acest modul de rigiditate la incovoiere coincide cu modulul de
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rigiditate elastic al sectiunii EJ,.

L M
i
b &
7
&

T
]
[
=

5 i w = ™
[/ B =X e TSy
i o ’ Wy
i | = ]
- - 1 =
L] ET . EY
L] (1] =

Fig. 5.5. Caracteristicile de rigiditate la incovoiere a sectiunilor 1n varianta secanta
si tangenta.

Pentru exemplificare, in continuare se vor deduce aceste caracteristici in cazul
unor expresii analitice ce se preteazd la modelarea comportarii elasto-plastice a
sectiunilor metalice.

(a) Diagrama caracteristica de tip Ramberg-Osgood

Una din schematizarile utilizate deseori pentru modelarea neliniard
aproximativd a curbelor neliniare efort-deformatie este cea datda de Ramberg si
Osgood (Ramberg & Osgood, 1943). Ecuatia acestei curbe depinde de doi
parametri arbitrari, care pot fi astfel alesi incat sd se aproximeze cat mai corect
diagrama efort-deformatie a barelor din diferite materiale cu proprietdti neliniare
(otel, aluminiu, beton armat etc), anume:

n=1
Z=l1+anr| |BE, (5.24)
X0 Yo Yo
unde y, reprezintd o valoare de referintd a efortului - pentru sectiuni din otel se
alege de obicei marimea efortului plastic (momet incovoietor, efort axial) - iar x,
este deformatia (curbura, deformatie axiala) corespunzatoare efortului de referinta

Yo, admitand cd sectiunea se comportd elastic si liniar (x, = &), R, reprezinta
0
rigiditatea initiala a sectiunii, la incovoiere, respectiv axiald).

In figura 5.6.a este indicatd alura curbelor moment incovoietor-curbura
respectiv efort axial-deformatie axiald, pentru diferite marimi ale puterii # din
relatia (5.24), intr-o forma adimensionald; alegand in mod corespunzator valoarea
parametrilor n si a, se obtin diferite curbe caracteristice, cuprinse intre o
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comportare a materialului perfect elastica si liniara (n=1 sau ¢=0) si o comportare
ideal elasto-plastici a materialului (n=c0). In forma adimensionala, toate curbele
pornesc din origine cu panta egald cu unitatea, cu exceptia dreptei corespunzitoare
lui n=1 care are panta 1/(1+a); de asemenea, toate curbele trec prin punctul de
coordonate (1, 1+a).

Procedeul de liniarizare pe etape a comportarii structurii, adoptat in aceasta
lucrare pentru analiza globald a cadrelor, se bazeaza pe modificarea in trepte a
modulului tangent de rigiditate (de incovoiere respectiv axial) a sectiunilor

dM

transversale: EI, =——, EA, =——. Expresiile acestor moduli de rigiditate in

do de
functie de marimea efortului corespunzdtor se poate obtine prin diferentierea
relatiei (5.24), adaptand marimile eforturilor si ale deformatiilor, rezultand:
_dM _ M 1 _ El,

El,="—"—="— — = - (5.25)
do o, vl vl
l+albO—— 1+alh
Mpc Mpc
EA
EA4, =d—N=ﬁD ! —= S — (5.26)
de g, N | N
1+alhO— 1+alh
pc pc

unde M), N, reprezintd momentul incovoietor plastic respectiv efortul axial plastic

corectat, determinati in functie de curba de interactiune plasticd adoptata.

i ; Lal o o=l (Waterm] sdeal clastic) J_ (b
TN ¢ S
.-I- l-__- I.r "I. Ill l|.= -
- B o _."-. ---"_-__-:— — =i} MM ALY ey
Re—=—— i [ 3
1 ;)’_J_,.é-_ ==Teeeoes Ao e L EEEEEE |
e ) T,
# ;__."-.;"'-’_.-"' (Bedaterial wdeal #lasin-plasic) "-_ AN *
ﬁ’ N
"'\.::..Q\.\.
)
W i, [ E4
L |I Ef, L E

Fig. 5.6 Curbe caracteristice de tip Ramberg-Osgood.

In figura 5.6b sunt indicate cateva curbe EI-M respectiv EA~N pentru diferite
valori ale parametrului de forma 7.
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b) Diagrama caracteristica pentru modelarea sectiunilor metalice dublu T in
cazul incovoierii uniaxiale.

Efectul tensiunilor reziduale asupra dezvoltarii graduale a zonelor plastice in
sectiunile metalice si implicit asupra formei curbelor caracteristice globale (M-N-
@, N-M-£) la nivelul sectiunilor este determinant, mai cu seamd in cazul unor
eforturi axiale (de intindere sau de compresiune) importante, si o neglijare a
acestora intr-o analizd avansatd nu este permisa. O posibilitate de surprindere a
acestui efect la nivelul global de comportare elasto-plastica a sectiunilor o
reprezintd relatiile analitice sau cvasianalitice de aproximare cat mai exactd a
curbelor caracteristice globale determinate printr-o analiza exacta, la nivel de fibra.
Prin acest procedeu de calibrare a curbelor, care are la baza in principal metoda
celor mai mici patrate pentru interpolarea functiilor definite discret, se pot
determina expresii analitice sau cvasianalitice pentru definirea curbelor
caracteristice de comportare a sectiunilor in domeniul elasto-plastic, care sa tina
seama de: efectul tensiunilor reziduale asupra dezvoltarilor graduale a zonelor
plastice, forma sectiunilor, interactiunea eforturilor sectionale (moment incovoietor
si efort axial).

In cadrul capitolului 4 a fost prezentati o propunere in acest sens, din literatura
de specialitate (Attala s.al, 1995), pentru modelarea curbelor moment incovoietor-
efort axial-curburd (M-N-®) si a curbelor efort axial-moment incovoietor-
deformatie axialda (N-M-€), in cazul sectiunilor metalice dublu T. Considerandu-se
cd sub o anumita stare de incarcare (momentul incovoietor M si efortul axial N),
deformatiile totale se compun din deformatii elastice si deformatii pseudo-plastice,
au rezultat urmatoarele expresii pentru curbura totald respectiv deformatia axiala
totala:

n

M c m-M
(M) = o | —— | [ 2
(M) o +MPC_MW Jj e el (5.27)
N ¢ n-N_\
N)= n | 5.28
é(v) EA0+NPC—NrLVr N, —n " (528)

unde:

* M, reprezintd momentul Incovoietor corespunzator initierii curgerii,
parametric in forta axiald M.

* M,. reprezinti momentul Incovoietor corespunzitor plastificarii
integrale a sectiunii in prezenta fortei axiale M.

* N, reprezintd efortul axial corespunzator inifierii curgerii in sectiune,
parametric in momentul incovoietor M.

* N, reprezintd efortul axial corespunzator plastificdrii integrale a
sectiunii in prezenta momentului incovoietor M.

* ¢ ¢, n n,sunt coeficienti rezultati in urma calibrdrii cu modelul de
analiza la nivel de fibra.
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Relatiile definitorii ale acestor parametri au fost prezentate in cadrul capitolului 4.
Pentru evaluarea momentului incovoietor plastic corectat M, si a efortului axial
plastic corectat N, se recurge la rezolvarea unei ecuatii polinomiale de gradul sase
a cdarei coeficienti au fost determinati prin calibrare (Sanz-Picon, 1992). Desi, in
principiu, rezolvarea numerica a acestei ecuatii nu comporta dificultiti deosebite,
dar ingreuneaza procesul computational, si avand in vedere faptul ca diferentele
dintre curba de interactiune N,-M, (corespunzitoare plastificarii integrale a
sectiunilor) obtinute pe baza ecuatiilor de interactiune propuse de EC3 comparativ
cu cea determinatd prin rezolvarea ecuatiei polinomiale sunt nesemnificative,
pentru calculul practic pot fi adoptate relatiile propuse de EC3 pentru calcularea
eforturilor de plastificare totala a sectiunilor:
* pentru axa de inertie maxima:

N
N—SO,Z, Mpc =Mp

p

N oa M, =L1DM, Eﬁl_i} .29
NP NP

M
N, =N, E{1—0,9OB—)
M P
* pentru axa de inertie minima

Voo m =,
Np
N N N
—>02, M, =156, Q1-— |00,6+—— (5.30)
NP NP NP

M
N, =02+080/1-——
Mp

unde: M, reprezintd momentul incovoietor plastic in absenta efortului axial,
diferentiat dupa axa de inertie pentru care se face calculul, iar N, reprezinta efortul
axial plastic n absenta momentului incovoietor.

Derivand relatia (5.27) in raport cu momentul incovoietor M si relatia (5.28) in
raport cu efortul axial N tinand seama de relatia evidenta:

% ;[f(y)dy = 7(x) (5.31)

rezulta:
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d£(N)=i N + c, Eli JN n—N, Oin | =
dN  dN\E4,) N, —N, dN|®\N, —n

— 1 + cl‘l N - NV np
E4y N, -N, \ N, -N
Astfel caracteristicile de rigiditate ale sectiunilor - modulul de rigiditate la

incovoiere FEI, si modulul de rigiditate axial E4, - pot fi obtinute prin inversarea
relatiilor (5.32) rezultand:

EI, =El,, M<M,

EI
El, = i% = 0 —, M >M, (5.33)
1+ MP &N M _Mrc
MPL' _MVC MPL' _M
EA, =EA,, N<N,
EA
EA, _aN : —, N>N, (5.34)
de ok N-N_ )"
N,-N, (N, -N
unde:
* pentru axa de inertie maxima:
ky =0,15+233h 7,00 +5470 (5.35)
k, =0.15x107 [EA4, (5.36)
e pentru axa de inertie minima:
k, =034+2,65—0,740 +1,740 (5.37)
ky =(0.2+0.8 G )00 (4, (5.38)
Z:i’ %:% (5.39)
Np Mp

Variatia modulului de rigiditate la incovoiere EI, pentru o sectiune metalica
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W8x31 considerand ecuatiile analitice (5.33) si (5.34), corespunzitoare planului de
rigiditate maxim, In comparatiec cu analiza la nivel de fibra realizati pe baza
programului ASEP este prezentatd in figura 5.7. Astfel in figura 5.7.a sunt
prezenate comparativ, in forma adimensionald, curbele M/M,-EI/El, parametrice in
forta axiala de compresiune, obtinute pe baza relatiei analitice (5.33) si pe cale
numericd In doua variante: cu considrarea efectului tensiunilor reziduale respectiv
fara luarea in considerare a acestui efect. In cazul considerarii tensiunilor reziduale
s-a folosit distributia previzuta de codul american AISC-LRFD. in figura 5.7.b sunt
prezentate curbele M/M,-EI/El, obtinute pe baza relatiei analitice (5.25),
considerand o valoare a efortului axial de compresiune N/N,=0.2, pentru a=1 si
diferite valori ale parametrului de forma n, comparativ cu cele obtinute pe cale
numerica.

— iy b s de P L s

o mew i b wevel e P, ou e mo

—

[T e T

=== Sl b rével o iten, fere e rec
N L L L]

—— R

i, w1

— R w1

—— §

Fig.5.7. Rigiditatea la Incovoiere a sectiunilor metalice.
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¢) Diagrama caracteristica pentru modelarea sectiunilor metalice dublu T in
cazul incovoierii bi-axiale.

Principalul dezavantaj al relatiilor cvasi-analitice propuse in (Attala, s.al.,
1994) rezida in faptul ca ele pot fi aplicate doar in cazul incovoierii uni-axiale. In
cazul stalpilor structurilor in cadre spatiale solicitarea preponderenta este cea a
incovoierii bi-axiale cu efort axial astfel ca relatiile moment-curbura prezentate la
punctul () nu mai sunt riguros valabile. In continuare se propune o altd modalitate
de cuantificare a rigiditatii elasto-plastice la Incovoiere a sectiunilor metalice.
Relatiile propuse, modifica relatiile moment-curbura prouse de Al-Bermani (Al
Bermani, 1990) prin considerarea unei variatii neliniare a rigiditatii tangente.
Relatia care exprimd variatia rigiditatii ca urmare a solicitarilor axiale si de
incovoiere fiind datd de urmatoarele relatii:

a
K, =K,|1- MM, (1-p)} M, sM<sMm,
M, -M, (5.40)

K,=pK,, M>M,
Semnificatia marimilor din relatiile de mai sus este urmatoarea:
K, - reprezinta rigiditaca tangenta la Incovoiere (in planul de rigididate maxim sau
minim);
K, - reprezinta rigiditatea la Incovoiere initiala;
M - reprezinta momentul incovoietor de solicitare corespunzitor planului de
rigidate considerat;
M, - reprezintd momentul incovoietor de initiere a curgerii;
M, - reprezintd momentul incovoietor corespunzator plastificarii sectiunii;
p - reprezinta coeficientul de reconsolidare a materialului; pentru p=0
reconsolidarea materialului este neglijata;
a - reprezinta coeficientul ce defineste forma curbei de variatie neliniard a
rigiditatii tangente; pentru 0=1 se regaseste curba lui Al-Bermani.

Coeficeintii p si d sunt determinati prin calibrari numerice. Influenta actiunii
concomitente a efortului axial si a momentelor incovoietoare precum si a efectului
tensiunilor reziduale este luatd in considerare in expresia momentelor incovoietoare
de initiere a curgerii, M), respectiv in cel corespunzitor plastificarii integrale a
sectiunii M,.

Spre exemplificare, considerand variatia rigiditatii la incovoiere in planul de
rigiditate maxim, §i asumand suprafata de interactiune plastici de ecuatie
cunoscutd, expresia momentului de plastificare este determinatd din rezolvarea
ecuatiei I'(N M, M, )=0, ce defineste suprafata de interactiune, in raport cu

momentul Incovoietor corespunzitor directiei de soliciatare considerate, iar
momentul Incovoietor corespunzator infierii curgerii este determinat in baza
relatiei:
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(5.41)

unde indicii inferiori i i j reprezintd directiile de Incovoiere corespunzatoare celor
doua planuri principale de incovoiere ale sectiunii, O, reprezintd valoarea tensiunii
de curgere a materialului iar O, reprezintd valoarea maxima a tensiunii reziduale
considerate pe sectiune, 4 aria sectiunii iar W, modulul de rezistentd elastic al
sectiunii. Reprezentarea geometricd in spatiul moment-curburd este descrisd in
figura 5.8.

M,

)

Fig. 5.8. Relatia analitica propusa pentru determinarea caracteristicilor de rigiditate
ale sectiunilor metalice.

5.4.2. Modelarea neliniaritatii fizice 1a nivel de element
5.4.2.1. Matricea de rigiditate tangenta a elementului de bara

Fie bara din figura 5.9 raportata la sistemul de referintd propriu (local).
Coordonatele locale sunt deplasarile liniare si rotirile in cele doua capete ale
elementului de bara pe directiile sistemului de axe considerat.

Determinarea termenilor matricei de rigiditate tangentd (instantanee) a barei, cu
caracteristici de rigiditate (El, , El.. s1 EA,) variabile de la sectiune la sectiune,
functie de solicitare, reprezintd o problema similara celei intdlnite in calculul liniar
la barele cu sectiune variabild. Prin urmare, pe parcursul etapelor succesive ale
calculului neliniar sunt aplicabile toate relatiile sistematizate deduse pentru calculul
liniar al barelor cu sectiune variabila. Prin introducerea variabilei adimensionale
&=x/L, modulii de rigiditate la incovoiere EI; si de rigiditate axial EA, intr-o
sectiune curenta ¢ a barei sunt exprimati astfel:
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E]ty(f)=Eon Wy(f)
E]tz (f) = EIOZ E.VZ (E) (542)
y 4 , %
v Ty 6 M,
G M,
w, F/A—’ '

Y Sectiunea &: e
/, T, T B (&) EL(E) E4(f) i e
[
z x LJ?J:LEE
{e=7)

I »

Fig. 5.9. Elementul de bara cu caracteristici de rigiditate sectionale variabile in
lungul ei.

unde functiile de corectie fy, si fi, introduc efectul de degradare a rigiditatilor
initiale elastice El, respectiv EA, ca urmare a cresterii nivelului de solicitare si a
dezvoltarilor zonelor plastice in sectiune. Valorile acestor functii sunt evaluate fie
direct, pe baza curbelor caracteristice la nivel de sectiune, fie printr-un proces
iterativ (la nivel de fibra) de echilibrare a eforturilor interioare si exterioare pe
sectiune, luand valori in intervalul (0,1].

Matricea de rigiditate se va determina prin inversarea matricei de flexibilitate
(Chiorean, 2001;Chiorean&Barsan, 2005). Pentru exemplificarea modului in care
se poate determina matricea de flexibilitate se considera bara din figura 5.10
raportatd la sistemul de coordonate de bazad si incarcatd cu fortele de capat pe
directiile gradelor de libertate retinute (M,,, M;, M;,, M;. M,, N). In cazul aplicarii
unor forte pe parcursul barei aceste forte sunt transformate in forte echivalente la
nodurile de capat ale barei, neintervenind in expresia matricei de rigiditate. Astfel,
cu notatiile din figura 5.10., luand in considerare deformatiile axiale, de incovoiere
si de lunecare respectiv torsiune, energia potentiala de deformatie se scrie:

M, -M, ’ M, -M, ’
—E T EvaM, T M,
1 L N2 1 L L iz 1 L L iy
U=—q w+fq ﬂ+fq dx +
2 JEA(x) T 2] El,(x) 2 El,(x)
(sz -M, )2 (ij _Mfy Jz
1] L 1] L 1 e Mm?
+—0O—— L a+—0O——— L de+—0O—=2~dx
2 J GA. (x) 2 I G4, (x) 2 Lm@)
(5.43)

186



Fig. 5.10. Elementul de bara in sistemul coordonatelor de baza.

Deplasérile produse de deformatia barei, la cele doud capete ale barei, se pot
determina aplicand a doua teorema a lui Castigliano, rezultand:

(120

L - o,
o ElL (%) 64, (x) ELG) T rGa ()|
w , :
g(A; X(l x) (x)z
17 L L v
u oM L L dx L dx
dx - o7, d o/,
o | | | || P Tea P foo Fea [P
Oy || My |2
6. | |2Y (1 x)z x(l x)
o, | |om. w77 by fiUTL)
d
R | i Bt venc] i E e e o] o
U
M, x(l x) (x)z
B B LZ _Z r dx ! z L dx
- sz+ dx + W'z
ForgaleaplPe oo Tew™ | s

Neglijand deformatiile plastice de lunecare si de torsiune(GA,=const, G/ =const)
si efectuand in continuare schimbarea de variabila §=x/L in relatiile (5.44), rezulta
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urmatoarea forma pentru matricea de flexibilitate F a barei drepte de cadru spatial:

| 0 0 0 0 0
6
rL(-¢) 1 pLE(=¢) . 1
0 ! EL(8) dé+LGAy ! EI(¢) a LGA, 0 0 0
pLE(1-¢) 1 ¢ L& 1
0 dé - A —— 0 0 0
Fe ! EL,(¢) ey ! EL,(¢) {+LGA‘_
rL(-¢&)y 1 cré(- 5)
0 0 0 3 EL(©E) d“LGAZ -! EI(¢) de- LGA,
pLE(=8) . 1 [ L& 1
0 0 0 -! EL(¢) 4 LGA, -! E1_.(£)d5+LGAZ 0
0 0 0 0 0 L
Gl, |
(5.45)

Prin inversarea matricei de flexibilitate F se obtine matricea de rigiditate Kxe) a
barei in coordonatele de baza , matrice ce va contine termeni asemandtori ca forma
cu cei ai matricei F. Pentru simplificarea formei matricei de rigiditate se vor
introduce urmatorii coefi cienti de corectie'

1 2 I 5(1_5)
c dé ¢, =3 d Cyy ‘3 ——~d , =6 d
= e I R VX6 Fro
(5.46)
=3 j dE ¢,. =3 j—d{ ;. =6 5 d{ (5.47)

(¢)

In continuare matricea de rlgldltate, in sistemul local elementului, se
alcatuieste in conditiile domeniului micilor deplasari si rotiri printr-o transformare
liniara intre coordonatele de baza si cele locale elementului astfel:

K(llez) = T(2x12)|;|K(6x6) Er(6x12) (5.48)
unde matricea liniard de transformare T are urmatoarea forma:
[-1 0 0 0001 0 0 0 0 0]
0 0O -1/L 01 0 O 0 /L 0 0 0
0 0O -1/L 0 0 0 O 0 /L 0 1 0
T= (5.49)
0 1/L 0 0O 01 0 -1/L O 0 0 0
0 1/L 0 0O 0 0 0 -1/L O 0 0 1
i 0 0 0 1 0 0 O 0 0O -1 0 O_

Astfel matricea de rigiditate a unui element de bara in coordonate locale, tindnd
rezultd de

seama de comportarea elasto-plastica a sectiunilor din lungul ei,
urmatoarea forma:
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eK(12x12)=[ 1(6x0) ”(6"6)] (5.50)

Kji(6x6) ij(6x6)
unde
EA i
TO 1 0 0 0 0 0
12E1,, 6El, .
0 Tf » 0 0 0 Tf 2%
12E10,y 6E10‘y
‘o 0 0 IE S5 0 _L—2f35 0 (5.51)
i~ Gl,
0 0 0 - 0 0
6EI, 4EI,
0 0 - 2 - S5 I - Sss 0
0 6EI, 0 0 0 4El, .
I 12 Je I fsa_
Ed 0 0 0 0 0
12EI, . 6El, .
0 I8 . fss 0 0 0 _?’fslz
12E1, 6EI, .
0 0 T(” foe O ?0} four 0 (5.52)
K. =
! 0 0 0 GLIf 0 0
6EL,, 4EI,
0 0 ?ﬁl‘) 0 T<ﬁlll 0
o _SEL. o . 0 4EI, .
2 Sias L Jion
—% £ 0 0 0 0 0
12EI, . 6El, . |
0 = L3’ Jx 0 0 0 _?’f%
12E1, , 6El,
. 0 0 e 0 s 0
SR 0 PSR A 0
L
6El,, . 2EL,, |
0 0 _?’fm 0 Tf115g115 0
6EI,, 2EL .
0 T/iZZ 0 0 0 Tflzs
(5.53)
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si in care factorii de corectie f; sunt dati de urmatoarele expresii (Chiorean&Barsan,
2005):

f11=f77=f71=f17=ci§ (5.54)

X

-_— SZ

fo=fw=fo =l =73 f33 = Jog = fo3 = f39 =

L. (5.5%)
Z +t.s Z +t
t
y
3(62)/4-4)

z y )’Sy

tZ

Jss =" fe = (5.56)
Z,+t,s, Z, +1,s,
202 +03 2c - +c B
f35=f53=f95=f59=#;f26=f62=f86=f68=# (5.57)
y TS, Z .S,
26’1 +03 2c B +c .
Sz = fan = fio = Son =#3 fie = forr = frs = fop =5 (5.58)
y FS, Z, *t.s,
! t
3(61)» +ZJ 3(5’12 +;)
T =g s, T s 29
y iy :FLS,
4
t
Sus=fsn=———— s fus = Sen = (5.60)
Z,+t,s, Z, +t,s,
Z, =4c c,, —cfy; Z. =dc.c, —ci; (5.61)
Sy = Cly +CZy +C3y; Sz :Clz +cZz +c3z (562)
12E1, 12E1
(= = (5.63)

YU Ga P GAL

Factorii de corectie f; definiti de relatiile (5.54-5.60) vor fi subunitari, intrucat
valorile rigiditatilor corespunzitoare diferitelor etape de incarcare sunt inferioare
celei initiale, si au un caracter instantaneu, fiind reevaluati la sfarsitul fiecarei etape
a procesului de calcul, in functie de modificarea starilor de eforturi, reactualizand
in acest mod matricea de rigiditate tangenta a barei.
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Astfel raspunsul neliniar la nivel de element se determina prin sumarea
ponderatd a raspunsului unui numar discret de sectiuni transversale. Aceste sectiuni
transversale reprezintd puncte de control a starii de plastificare in lungul
elementului, a caror localizare in lungimea elementului depinde de schema de
integrare numerica adoptati. In cazul in care functiile de corectie f; Jy» fo sunt
determinate direct, rezultind expresii analitice simple - functii continue-,
integralele (5.46-5.47) se pot calcul exact. In cazul unor expresii analitice
complicate precum si in cazul functiilor definite discret (analiza la nivel de fibrd)
calculul exact devine dificil, chiar imposibil, si se adoptd metode de aproximare
pentru calculul integralelor. La alegerea tipului metodei de integrare numerica
trebuie tinut cont de faptul cd in cazul utilizarii unui singur element pentru
discretizarea barelor, punctele de control trebuie dispuse cu precddere in sectiunile
in care dezvoltarea zonelor plastice sunt preponderente in comparatie cu restul
sectiunilor din lungul barei. Astfel utilizarea metodei Gauss-Legendre, care este
frecvent utilizatd in metoda elementelor finite nu este eficienta in acest caz, intrucat
nodurile de integrare numerica a acesetei metode nu sunt luate si la nodurile de
capat ale barei, unde plastificérile sunt importante. Pe de altd parte utilizarea unei
metode in care nodurile sunt alese anticipat (metoda Simpson) care considera
noduri si 1n acele sectiuni, nu este eficientd sub aspectul numarului mare de puncte
de integrare cerut la o precizie similard. Din acest motiv se propune in acest caz
metoda Gauss-Lobatto, care la un acelasi numar de puncte de integrare ca si
metoda Gauss-Legendre are avantajul ca prevede noduri de integarare si la capetele
intervalului (capetele barei), unde In mod frecvent dezvoltarile plastice sunt
considerabile.

In cazul aplicarii unei metode de tip Gauss trebuie avut in vedere faptul ca
limitele de integrare sunt diferite de cele din relatiile (5.46-5.47). Astfel printr-o
schimabre de variabila corespunzaitoare, se reduce orice integrala cu limite finite (a,
b, a<b) si integrand continuu F' la urmatoarea forma:

b-a
2

b 1
j F(x)dx = Djw(z)dz (5.64)
a -1

unde noua functie W este:
W(z)= FG (h-d)z+ %(b + a)) (5.65)

In cazul particular in care limitele de integrare ale functiei F sunt a=0 si b=1 si
aplicand formula pentru cuadratura gaussiana obtinem urmatoarea aproximare:

1 n
[F()ax = % D w, Flosz, +05) (5.68)
0 J=1

unde cu z; §i wj s-au notat abscisele respectiv coeficientii de pondere corespunzatori
uneia dintre variantele de cuadratura gaussiana adoptata.

Astfel relatiile aproximative pentru calculul relatiilor (5.46-5.47) se scriu in
acest caz:
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_1g P S
€ =7 %Wj Dfx (0,5 2, +O.5)
34 (0,5"0:5 [E, )2 .
Ciyiy = > %Wj ny(z) (0,5 I}j + 0,5) (5.69)
3 bsvosm P |
C2y(2) - 2 %Wj fy(z) (0,5 &j +075)

5 Ij(0,5 &, +0,5)d0,5-0,5%,)
c = iy f \
A = f,038, +05)

In tabelul 5.1 se prezintdi comparativ abscisele punctelor de integrare si
coeficientii de pondere corespunzatori cuadraturii gaussiene 1n varianta Legendre si
Lobatto, pentru un numar de 3,4 si 5 puncte de integrare.

La alegerea metodei de integrare, mai trebuie avut in vedere faptul cd numarul
de puncte de integrare se resfringe in mod direct asupra acuratetii rezultatelor, si
alegerea unui numar mare de puncte duce la marirea considerabild a timpului de
analizd, mai ales in cazul unei analize la nivel de fibra. Mai mult, in cazul in care se
doreste luarea in considerare a efectelor descarcarilor elastice trebuie memorate
informatii aditionale cu privire la istoria eforturilor (tensiunilor) in dreptul acestor
sectiuni, in timpul etapelor de calcul, si generarea unui numar mare de puncte de
integrare conduce la marirea considerabila a datelor ce trebuiesc memorate.

Tabelul 3.1 Abscisele si coeficientii de pondere de |a integrazea gaussiana

Abscisele 2 Coeficientii de pomdere »

Nr. punie

CGmes-Lobato Ganss-Legendre Gmss-Lobatto Gauss-Legendre

3 SR ELE LK
- [ SR M)
+ 1, DM
ol 4472 | 15084

£, TTASDGEE0T
0O OO0 0
#1841 134651 16

), 3L008 104 35

0 1557355335
I, 10T
{EE553%5384

TELELLL LT
(LERHERREREY
0 34TES4E45]
06521451440

L
HIOS4H5 36 T0T
TR0 00

10,2061 THE4 5
£, 354693101
RG]

[, LRI
INESERRRRE L
LTI1LDLLES

02360268851
OLATRAZRGTOS
(LSGEEEEEEED

Este stiut faptul ca cuadratura gaussiana ne da, la acealasi numar de puncte, o
precizie mai bund decit metoda Simpson-simpld, presupunand cd nu putem
localiza aceste puncte, si ca urmare a faptului cd varianta Gauss-Lobatto fatd de
Gauss-Legendre considerd noduri si la capetele barei, aceastd variantd este de
preferat. In programul de calcul realizat sunt implementate patru metode de
integrare numerica, utlizatorul avand posibilitatea de a alege intre exactitatea
metodei Simpson-repetat si economia de timp de la cuadratura gaussiand si anume:
Simpson-simplu, Simpson-repetat, Gauss-Legendre, Gauss-Lobatto.

In programul de calcul realizat, calculul "exact" al integralelor se poate face
utilzdnd formula lui Simpson aplicatd repetat pe un numar tot mai mare de
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subintervale (Simpson-repetat) pana la atingerea preciziei dorite, dar cu efect
descarcarilor elastice, Intrucit numarul de puncte de integrare din aceastd metoda
este variabil 1n timp, modificandu-se de la o etapd la alta, in timpul procesului de
calcul global al structurii, ca urmare a modificarii caracteristicilor sectionale elasto-
plastice ale barei, deci a integrandului.

Abscisele si coeficientii de pondere din metodele numerice de integrare
mentionate mai sus sunt generate automat in programul de calcul in functie de
numarul de noduri cerut de utilizator. In cazul metodei Simpson -repetat numarul
de puncte de integrare este generat in mod crescitor pana la atingerea preciziei
dorite. Se calculeaza wvalorile aproximative ale integralei I; pentru i=2,3,4...
calculul incheindu-se cand:

1,-1,.|<tol (5.70)

In cazul in care precizia fixatd (fo/) nu este atinsd, intr-un numadr fixat de iteratii,
estimarea valorii integralei esueazd si pe ecran apare mesajul de atentionare
calculul putdnd continua mai departe, cu ultima estimare a integralei.

5.4.2.2. Determinarea fortelor nodale echivalente

Fortele nodale, ce se exprima in functie de incarcarile exterioare, sunt marimi
static nedeterminate (momente incovoietoare si forte de incastrare perfectd la
capatele barei), care depind de modulul de rigiditate al barei. In cazul comportarii
elasto-plastice a barei, acesta este variabil, depinzand de nivelul de solicitare al
barei si prin urmare fortele nodale se vor exprima tindndu-se seama de variatia
carcateristicilor de rigiditate ale sectiunilor din lungul barei. In metoda propusi
incércarile aplicate in cursul barelor provin din doua surse: prima, corespunzatoare
fortelor exterioare aplicate direct asupra barelor (forte distribuite, forte concentrate
in lungul barelor etc.) si a doua, corespunzitoare momentelor incovoietoare de
corectare a echilibrului static dintre eforturile exterioare si interioare pe sectiune
(respectarea conditiei de plastificare).

5.4.2.2.1 Forte exetrioare aplicate in lungul barelor

In cele ce urmeaza se prezinti succint determinarea momentelor si fortelor de
incastrare perfectd pentru bara dublu incastratd cu o fortd uniform distribuita
(Fig.5.11). Notand cu F;; matricea de flexibilitate a barei considerate incastrata la
capatul 7 si libera la capatul j si notdnd cu M; vectorul momentelor si fortelor de
incastrare perfecta din capatul ; al barei (fig. 5.11):

P

Xj

M; =P,

M,

vectorul deplasarilor produse 1n capatul j al barei de valorile unitate ale momentelor

(5.71)
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si fortelor de incastrare perfecta sunt:

D=F ";Mj (5.72)
HH\HHHHHTHHHHHH
'\g EJ
' if
2

Fig. 5.11. Calcularea fortelor nodale in cazul unei forte uniform distribuite.

Deplasarile produse de incarcarea uniform distribuita ¢ la capatul j al consolei
static determinata (Fig.5.11) determinate cu formula lui Maxwell-Mohr sunt:

D, =0
D,=|D, = —EqL“ /8EI, g? (5.73)
D,. =-\qL’ /2EI,
in care ¢, are expresia data in relatiile (5.47), iar cu ¢, s-a notat:

1 3
1-¢
c, =4 —d( (5)) (5.74)
5/
Conditia de compatibilitate pentru bara dublu incastrata se exprima atunci sub
forma:

1

Dj + qu=0 (575)
de unde, cu relatia (5.72) se obtine:
Mj = —Fjj-l qu (576)
si se determind momentul si forta de incastrare perfectd tinandu-se seama de
comportarea elasto-plastica a barei, sub forma:
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P,=0 (5.77)

P = % 3¢, (Cl te, + Cs) _ 2¢, (201 + Cs) (5.77)
T2 Z YA
=- ql’ 9(2cl +c, )c4 _ 24c} (577"
12 Z VA

In acelasi mod se determind marimile similare la capatul i al barei, astfel incat
vectorul fortelor nodale pentru o bara, in coordonate locale se scrie:

M = (5.78)

In mod similar se poate determina vectorul fortelor nodale, in cazul considerarii
altor forte in lungul barei.

5.4.2.2.2. Momente incovoietoare de corectare aplicate asupra barelor.
Respectarea conditiei de interactiune plastici

In cazul structurilor etajate cu mai multe niveluri, fortele axiale din stalpi devin
importante, in special la nivelurile inferioare, astfel ca efectul acestora nu mai poate
fi neglijat in conditia de plastificare. Prin aceasta, marimea momentului plastic al
sectiunii devine variabila si scade odatd cu cresterea fortei axiale, introducand un
nou parametru in calculul prin etape succesive. In cazul incovoierii uniaxiale,
corelatia dintre eforturile axiale si de Incovoiere ce produc plasticizarea integrala a
sectiunii poate fi reprezentata printr-o curba de plasticizare, ca in fig. 5.12. Pentru o
anumita valoare N se obtine un punct Q pe curba, care defineste valoarea
momentului plastic corectat M,,,.

A
NIN, A

Plastificarea totald a sectiunii

Variatia momentului incovoietor in
sectiune

Fig. 5.12. Calculul momentelor incovoietoare de corectare.
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Cand varful vectorului m, Ni’M% ajunge pe suprafata de plastificare,
p p

inseamna cd plastificarea sectiunii este totala si deci sectiunea isi pierde capacitatea
portanta de a prelua eforturi suplimentare (in cazul in care nu se considera efectul
reconsolidarii materialului). Cand 1incarcarea creste, anumite eforturi dintr-o
asemenea sectiune, cum este forta axiala, cresc, astfel ca respectarea conditiei de
plastificare impune ca celelalte eforturi, cum sunt momentele Incovoietoare, sa se
modifice, unele dintre ele micsorandu-se. Inseamnd ca varful vectorului m, se
deplaseaza pe suprafata de plastificare, oglindind o redistributie continua intre
eforturile din sectiunea respectiva. In continuare vor fi prezentate doui metode de
solutionare a problemei mai sus mentionate.

(a) Aplicarea momentelor incovoietoare corectoare

O posibilitate de solutionare constd in a efectua o operatie de corectare prin
care sa se revind pe curba de plastificare (trecerea de la punctul Q la punctul R),
restablind corelatia corectd intre eforturi (Fig. 5.12). Aceastd operatie constd In
considerarea unor 1incarcari aditionale aplicate asupra barelor, provenite din
corectia momentelor plastice, AM,,. (Fig. 5.13), unde cu AM,,. s-a notat momentul
incovoietor incremental de corectie obtinut pe baza curbei de plasticizare,
corespunzator efortului axial total N din bard. Este necesar in continuare ca
incarcarea data de momentele AM,,. sa fie Inlocuitd prin componentele aplicate in
noduri, urmérind procedeul general examinat la punctul anterior.

N
. . . N
;) L N
= LU T
(a) (b) (©)
L
. i
1 i
i, o
A
TN N N
M; = +0M M; =20M M; =AM |,
M; _s; M, s; —
M, > 5% M‘:T]E’i Mi—iAMpL,
. €j . . M;+M,
poon-lfet] ", =
i e J
Lr=h==7 EEHMJ

Fig. 5.13. Calculul fortelor de incastrare perfecta in cazul incarcarii barei cu
momente Incovoietoare de capat.
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In figura 5.13 se prezintd expresiile fortelor de incastrare perfecta in cazul
incarcdrilor barelor cu momentele incovoietoare de corectare AM,,, tinand cont de
comportarea elasto-plastica a barei. Coeficientii de corectie din relatiile de mai sus
sunt dati de urmatoarele expresii, pentru evaluarea carora se utilizeaza aceleasi
metode de integrare numerica discutate anterior:

¢ [1-¢
= —= = |——= 5.79
e v lea™ o7
1
_ o=y
¢, —C, ¢; —36[de (580)

In cazul inocvoierii bi-axiale procedeul poate fi aplicat in mod similar cu aplicarea
momentelor plastice de corectare, tinandu-se seama de variatia momentelor plastice
din lungul barei ca urmare a variatiei momentelor incovoietaore in lungul barei
(Fig. 5.14).

A

093N 2 Suprafata de
plastificare

Fig. 5.14. Determinarea momentelor plastice corectoare in cazul incovoierii oblice.

Forte echivalente nodale

Ty T Sectiuni plastificate T,

L
M,
i J
f — ————>
f/Mﬂ M, MM, M,

T, a ‘ L-a ‘/Tz,

z

N

Fig. 5.15. Forte echivalente plastice nodale.
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Spre exemplificare, considerand bara din figura 5.15 si presupunand ca in sectiunea
"a" si in sectiunea de la capatul "j" al barei s-a atins capacitatea plastica, eforturile
echlvalente corectoare cu care se va incarca bara, in urmatorul ciclu de calcul, sunt
date de urmatoarele expresii:

d,=0 i
_ _ d. = (AMPM +AMpy,j)|1 » M x
N Jjz E[ 6y EI Ty
0,y
sz d. = (AMpz, pz J )U’ & + AMpz,j 5 &
T, = EI = EI 7 (5.81)
R =K . Dl =K. |: 0,z 0,z .
M, /il i 8 =0
AM j[Lz AM,,  O7
M Vi ij - ( Py m o |1|“8y pysJ |1|“9y
sz El, y El, 5
- (av ., +am, )2 AM,, O
H'z = L—A:Sz - Ay Il‘92
/ E]o,z EIo,z

unde submatricea Kj; este datd de relatia (5.52) iar d; reprezintd vectorul
deplasdrilor de la capatul "j” al barei-fixata la capatul "i" si liberd la capatul "j"-
incarcatd cu momentele incovoietoare plastice de corectie obtinute pe baza
suprafetei de plastificare corespunzator efortului axial N si raportului momentelor
incovoietoare M,/M.. Coeficientii de corectie utilizati 1n relatiile de mai sus sunt:

- d = d
C6y(2) 6[ fv(z) (f) E C7y(2) a/J-L fV(Z) (f) E

alL 1 L 1

0 = | 798 G —74$;
C8y(2) OI y(z)({) 5 Coy I y(z)(f) ¢

alL

(5.82)

(b) Modificarea directi a matricei de rigiditate

O alta posibilitate constd in corectarea directd a matricei de rigiditate prin
impunerea conditiei de plastificare in relatiile constitutive dezvoltate la nivel de
element. Considerand elementul de bard plan (Fig. 5.16) cu sectiunea complet
plastificata la capatul "i" relatia intre cresterea deplasarilor si a eforturilor, in
sistemul coordonatelor de baza ale elementului, poate fi scrisa astfel:

Fis.3) H(le) =U(s,) (5.83)
unde F reprezinta matricea de flexibilitate In coordonatele de baza ale barei, f
reprezintd vectorul fortelor nodale de la capetele elementelor corespunzatoare
gradelor de libertate asumate, iar u reprezinta vectorul deplasarilor corespunzatoare
gradelor de libertate:
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£, 0 0 AN Au

F=10 fy [ful|;f=|AM, [ u=|Af (5.84)
0 fu fx AM_,- Ag_,-
Y AM;, AB; AM;, 18,
T o "
WQW "’% AN, Au
L |
h "

Fig. 5.16. Element de bara plan in sistemul coordonatelor de baza.

N A

<

Fig. 5.17. Criteriul de plastificare.

In cazul plastificarii sectiunii de capit "i" a barei variatia momentului
incovoietor din sectiunea "i" va fi determinata numai de valoarea efortului axial din
bara si de curba de plastificare asumata in calcul (Fig. 5.17). Astfel ca, vectorul
fortelor nodale de capat poate fi scris astfel:

AN 1 0 AN
AM; |=le O E{AM/] (5.85)
AM 0 1
sau scris in forma matriceala condensata:
f(3x1) = T(3x2) ﬁ(le) (5.86)

unde valoarea e introduce corelatia necesara intre componente pentru satisfacerea
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conditiei de plastifcare (Fig. 5.17). Astfel ca relatia (5.83) se rescrie:

F(3.3) M10) Boa) TU0) (5.87)
Multiplicand in continuare ambii membrii ai relatiei de mai sus cu T” se obtine:
(TT(2x3) Fs.3) I:Ir(sxz))[f(le) =T (2x3) Gt 5,) (5.88)

astfel ca vectorul fortelor nodale independente f se determina astfel:
A -1
flom) = (TT(2x3) Fs.3) I:lr(sxz)) " (2:3) Cirsy) (5.39)

si tinand cont de relatia (5.86) se obtine urmatoarea relatie intre variatia eforturilor
nodale de la capetele barei si cea a deplasarilor corespunzitoare gradelor de
libertate retinute:

-1
f(3x1) = T(3x2) E(TT(2x3) I:F(3x3) |:|[‘(3x2)) DFT(Zﬁ) Dl(le) (5.90)
sau scris in forma condensata:

f(3x1) =K (5.91)

ep (3x3)u(3x1)

unde:
Kep(3x3) =T, [(TT(zxs) Fs.3) |:|[‘(3x2))_l 07 (243) (5.92)

si care reprezintd matricea de rigiditate elasto-plastica a elementului de bara care
include efectul plastificarii complete a sectiunii de capat. Cu urmatoarea notatie
pentru matricea de rigiditate a elementului de bara in coordonatele de baza:

ky, 0 0
K=F"'=| 0 ky ky (5.93)
O k23 k33

matricea de rigidate -elasto-plasticd corespunzitoare plastificarii integrale a

capatului "i" al barei se exprima astfel:
kyiky, ek k,, ek, ko
ky, + ezk11 ky, + ezk11 ky, + ezk11
2 2
K = ek k,, e ki ky, e kyiky, (5.94)
¢ k., +e’k k., +e’k k., +ek '

2 1 2 1 2 11
2 2 2

ek, ko e kyiky, ko ks —ky; +ekysky,
_kzz + ezkll ki, + ezk” kyy + ezk“

Coeficientii de rigidate k; din relatia (5.94) includ efectul plastificarii graduale
a sectiunilor din lungul barei precum si efectul local al neliniaritatii geometrice
conform procedeelor descrise pe parcursul acestui capitol. Matricea de rigiditate n
coordonate de element se determini in continuare prin transformari liniare. in cazul
plastificarii capatului "j" sau a plastificarii ambelor capete ale barei matricea de
"corelatie" T se modificd in consecinta:
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1
» plastificarea capatului "j": T =0 (5.95)
e

0
1
0
1
e plastificarea ambelor capete: T = e] (5.96)

e

Extinderea acestui procedeu la cazul structurilor spatiale este imediata.

5.5. EFECTUL LOCAL AL NELINIARITATII GEOMETRICE

Ecuatia diferentiala de echilibru, pentru elementul de bard din figura 5.18,
supus actiunii efortului axial de compresiune N si momentelor incovoietoare

incrementale de capat, M, M ;, tinand cont de efectele de ordinul al II-lea
locale, rezulta de urmatoarea forma:

EI:(E)[E)/} +ND.}:(M;'+M_;J[E_M[' (5.97)

unde s-a notat cu:
. EI, (E) modulul de rigiditate la incovoiere tangent in sectiunea & = x/ L.

* y deplasarea incrementald in sectiunea & a barei.

N / ;/_\;”\ Jq '\{V .
. \r \/T / X
M M
EI, , El,(¢)
fi=] EI
El. 0
1 1
[rlepe < <
0 0 >
=X L, (1
* (‘t Lj )
]
Fig. 5.18. Elementul de bara solicitat de forte axiale puternice in domeniul elasto-
plastic.
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In domeniul elastic de comportare a barei, carcterizat prin modulul de rigiditate
la incovoiere EI~=FI, constant in lungul ei, solutia exactd a acestei ecuatii
diferentiale omogene de ordinul al Il-lea cu coeficienti constanti poate fi usor de
obtinut.

Ca urmare a dezvoltarilor zonelor plastice in sectiunile din lungul barei, efect a
cresterii nivelului solicitarilor exterioare, ecuatia diferentiald (5.97) devine una cu
coeficienti variabili (modulul de rigiditate la incovoiere E, variaza in lungul barei)
si 0 solutie exactd a acestei ecuatii este greu de obtinut, In unele situatii chiar
imposibil. Se impune astfel adoptarea unor metode aproximative de considerare a
efectelor de ordinul al II-lea locale, asupra termenilor matricei de rigiditate a barei.
La structurile spatiale cu noduri rigide, efectul local al neliniarittii geometrice,
datorat fortelor axiale puternice din barele structurii, poate fi luat in considerare in
mod similar ca si pentru structurile plane, prin intermediul functiilor de stabilitate,
cu deosebirea principala ca 1n acest caz trebuie tinut seama de deformarea barei in
doud plane diferite, si anume in planul xy cand intervine modulul de rigiditate la
incovoiere EI, respectiv in planul xz cand intervine modulul de rigiditate EI,.
Inseamni ci la o bard puternic comprimati, dintr-o structurd spatiala, trebuie
stabilite doud valori ale factorului de compresiune, si anume:

1 E 1
al of ) d¢ = El,, Of £, (€)aé s I,
0 0

, 1
v, =L |——, EI, =El,, -
El " EL,

y
ty

(5.98)
. [N _ (EL(E) - _ i
v, =Lz El, =El, D(;[TOZ dé = El,, DOI 1.(&)a¢ < EI,,

z
1z

corespunzator planului in care intervine deformarea. Fiecaruia dintre acestia ii
corespunde cate o serie de coeficienti de corectie, care trebuie introdusi in matricea
de rigiditate la elementele respective. In acest fel coeficientii de rigiditate k; sunt
corectati tinandu-se seama §i de efectul fortelor axiale din bare, prin intermediul
unor factori de corectie notati cu g;:
k'»=(12Ely L3)f22g22

k'25=(6EIl/L*)f>3223, etc. (5.99)

Pentru exemplificarea modului cum intervin acesti factori de corectie

corespunzatori celor doi factori de compresiune V , V_ se prezintd in continuare

z

submatricea de rigiditate k;; a barei:

E.
TAOfWgW 0 0 0 0 0
12E1,, . 6El,, .
0 IE L Jss Egss 0 0 0 _7L2 L Jsi2 I:8812
12E1 6E[y0
0 0 wa By O Tlel Gy, 0
s 0 0 0 Gl 0 0
L
6Ll 4E[y0
0 0 Tz'le By O Tfmlfgml 0
6E] 4EI,
0 _T_Oflzs NP 0 0 0 L . S22 BB
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in care factorii de corectie g; sunt dati de urmatoarele expresii:

g7 =85

-(Es +ls) -(Es +lsj
833 392730 p 899 354730 (5.100)

g =845 & =52

_ (2 1 _ (2 1
8119 = 8on1 = 554 +§SS s 128 = 8812 ~ 552 +§Ss

unde cu s, o, 53, 51, $5 s-au notat functiile de stabilitate determinate in cadrul
capitolului 2 si care introduc 1n calcul efectul neliniaritatii geometrice locale asupra
rigiditatii elementului de bard. Pentru o forta axiald de compresiune aceste functii
sunt date de urmatoarele expresii:

1
s, = (5.101)
_ V. (sinvé -v, cosv'z)
%2 _7(2—2cosV'Z -V, sinvyz)
v, (vz —sinv;) (3102
& _?(2—2cosv; -v, sinv;)
B V:v (sin V:v - V:v oS Vy)
4 _7(2—2cosv'y —V'y sinv'y)
= v, (Vy —sinvjv) G109
5

2 (2 —2cosV, -V, smvy)
In acelagsi mod in care s-au determinat fortele nodale echivalente in cazul
neliniaritatii fizice, se poate tine seama si de efectele de ordinul al II-lea, corectand
astfel vectorii de incastrare perfectd corespunzatori unui comportari liniar elastice.
Astfel, spre exemplu, pentru bara dublu incastratd incircatd cu o fortd uniform
distribuita ¢, in planul (xy) momentul de incastrare perfecta la capetele barei are
expresia:
_ql 6
712 4s, +2s,
Astfel fortele nodale echivalente, la capétul j al barei, tinand seama de comportarea
elasto-plastica a barei, si de efectele locale de ordinul al Il-lea, in cazul unei forte
uniform distribuite in lungul barei, au urmatoarele expresii:

P =ﬁ|:3c4(cl te, "'Cs) 2c1(2cl "'53)]

(5.104)

(5.105)

VT Z - 7
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2 2
Zj=_qL |:9(201+03)c4 _ 24¢; ]D 6 (5.106)
12 Z VA 4s, + 25,
In cazul barei incircate cu momente la capete (momente provenite din conditia de
respectare a conditiei de plasticitate), fortele nodale echivalente pot fi de asemenea
determinate tindnd seama de comportarea elasto-plastica a barei si de efectele de
ordinul al II-lea locale. Astfel referindu-ne la figura 5.11, fortele de incastrare
perfecta de la capetele i si j ale barei sunt determinate in acest caz de urmatoarele
relatii:

Ml.=iAMpc
M. s
M, =g (5.107)
2 ¢ s,
. . +
T»=_T;»=_% 1+ S; D4|:(S2 S3)
J L 20, ) 60,

Pentru alte incarcari se obtin expresii similare.

Influenta neliniaritatii geometrice locale, se poate considera si in calculul
eforturilor n alte sectiuni §&=x/L ale barei. Folosind matricea de transfer definitd in
(Barsan, G.M., 1979) se poate exprima variatia eforturilor in lungul barei astfel:

s(€)=T1(s)N (5.108)
s@)={v um.(¢) 7.}
T
N ={N M, M T, ij}
unde S(§) reprezinta vectorul eforturilor sectionale in sectiunea & in planul (xy), N
reprezintd vectorul fortelor nodale iar T(§) reprezinta matricea de transfer de

ordinul al II-lea. Pentru cazul comun al incércarii cu o fortd uniform distribuita pe
intreaga lungime a barei expresia matricei de transfer este urmatoarea:

(5.109)

1 0 0 O 0
TE)=l0 m »n p =-p (5.110)
o dm dn dp _dp
dé dé dé  dé
unde:
m=cos(V', &)-cosv', M
sinv',
n=sir{(V'z'<‘) (5.111)
sinv',
_ L(cos V', —1) Dsin(v'z E) B L(l —cos(v'z E))
- V' sinV', v'?

Alte situatii de incércare se considera in mod similar.
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5.6. INTEGRAREA EFECTELOR NELINIARE ALE CONEXIUNILOR
FLEXIBILE (SEMIRIGIDE) IN CALCULUL ELASTO-PLASTIC DE
ORDINUL AL II-LEA

Ca un caz mai general, cu privire la tipurile de legaturi de la capetele unui
element de bara de tip cadru spatial, se considerd cazul legaturilor flexibile pe
directiile momentelor incovoietoare din planurile de rigiditate xy si xz. Pe directiile
celorlalte eforturi, legaturile se considera perfect rigide. Barele se considera prinse
in noduri, presupuse punctuale, prin conexiuni flexibile avand rigiditatile de rotire
R;, R; care pot varia intre zero (capat articulat) si infinit (capat perfect incastrat),
adica O<R, R<eo. Vor fi prezentate doud modalitati de includere a efectului
conexiunilor flexibile in calculul elasto-plastic de ordinul al II-lea.

Conexiunea grinda stalp fata

Conexiunea grinda stélp fata .f "-. de planul de rigiditate

de planul de rigiditate Lo maxim al stalpului
minim al stalpului 1 ‘q "
':_L .L_..-\. s e | ___I, < . .a?
..";.-#..- gy,
| A [ | b -t |
| _-__. -\:_l. .I
%y l J [ il
7~
Stalp

Fig. 5.19. Conexiunile flexibile grinda-stalp.
a) Metoda 1

In figura 5.20.a se prezinti modelul fizic al prinderii unei bare in noduri
(Barsan&Chiorean, 1999). Cu 6, s-a notat rotirea nodului, cu 6, rotirea capatului de
bara iar 6,=0,-0, este rotirea relativd dintre bard si nod. in figura 5.20.0 se
reprezintd aceeasi bard tronsonatd introducandu-se momentele Incovoietoare
corespunzatoare sectiunilor facute.

(b)

Fig.5.20. Elementul de bara cu noduri semirigide.
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Intre rotiri si momentele incovoietoare existi relatiile:
(a) incovoiere in planul de rigiditate xy:
Mz :Rizeriz :Rizeniz’Rizebiz
My;=-R;:.0,:+(k's 6T Riz) Opiztk's 1200
My =k's 128+ (K'12,12TR;) 6,-R.6,,;.
Aljz:'Rjzebjz+Rjzenjz
(a) incovoiere in planul de rigiditate xz:
My=R;0,;,=R,0,,-R;Op;,
My, =-R\8,+(k's st Ryy) OpiyTk's 110,
My, =k's 118py+ (k11,117 R;) 6py-R;,0,,
Mjy=-R;,8,+ R0,
si unde coeficientii de rigiditate k’;; notati cu indicele superior ' sunt coeficientii de
rigiditate determinati in paragrafele anterioare, tindndu-se seama de efectul
plastificarii sectiunilor din lungul barei si de efectul local (P-0) al neliniaritatii
geometrice, pentru bara considerata fara conexiuni. Asa spre exemplu:

. (4EI, (28, . (4El,
kss =|— /558555 ks = — [fsu&sis ki = — rin&uns

(5.112)

(5.113)

L L L
(5.114)
. (4EL . (2EL , AEI,
ke =(T)f66g66; ke 1 =(T)f612g612; kip1 =(T)ﬁ212g1212;

Daca fortele exterioare se aplicdi numai in noduri atunci My:=My,:=0 si

eliminand rotirile 6, si 6, In relatiile ( 5.112-5.113) se obtine:

R? , k
R, —ﬂ—”(R K ;“ R,R, 0 0
y o _

M, i R? 0,

L 11,11 i ' niy

M, B RyR;, Ry 'ﬁ(Rry "'ks«,s) 0 0 0,,

M, V V R? k 0,

0 0 R, -—E (R._ +k, ) ~ZER R,
M. iz B jz 12,12 '6, iz jz 0 .
Jjz ' ), Lz
k{Z 12 R2 '
0 0 TRI‘ZRjZ R, _[T/Z(Riz +kg o
(5.115)
in care s-a notat:
kis +R, k.
B, =det| > (5.116)
ks,u kn,u + Rjy
ké ¢ TR ké 12
B, =det| ™. " C (5.117)
k6,12 k1z,1z + Rjz

Cu relatiile (5.115-5.117) se obtine matricea de rigiditate a elementului de bard cu
conexiuni semi-rigide in coordonatele de baza. Adaugand liniile si coloanele
corespunzatoare efortului axial si al momentului de torsiune in relatia (5.115)
aceastd matrice este de forma:
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4 -
[ P T T O 0 0 O 0 § 5 T
Miy 0 kiiy iy 0 0 0 eniy
ij _ 0 kyy i 0 0 0 Denj (5.118)
M, 0 0 0 k, iz 0 6,. '
sz 0 0 kuz Jjz 0 an
GI
M lo o o o o - | 6,
unde s-au facut notatiile:
R?
- iy '
kiiy = Riy _IB_(Rjy +k11,11)
R?
_ _ '
v =Ry ,B_(Riy + ks,S)
y
ko=fie g 5.119
iy = iy "ty (5. )
B,
R? .
ki, =R, ——* (Rjz +k12,12)
R?
— Jz '
kjjz - Rjz - (Riz +k6,6)
i
kijz = 2’12 Riszz

Rigiditatea initiald a conexiunii se poate exprima in functie de modulul de rigiditate
EI/L al barei si de un factor de "fixare" p astfel Incat R se mai poate exprima sub
forma:

— 4E1y ,3pi(j)y

Rijyy = L 4(1_pi(j),V)

(5.120)

R, .
i(j)z —
L 4(1 pi(j)Z)
Din relatia (5.120) rezulta expresia factorului de "fixare" p in functie de rigiditatea
initiald R:
1

N S 5.121
P = ¥ 3EI/RL (5-121)

De observat ca in timp ce 0<R<co coeficientul de "fixare" p ia valori intre 0 si 1
(0<p<l). Matricea de rigiditate, in sistemul local al elementului, se alcatuieste
printr-o transformare liniard intre coordonatele de bazd si cele locale ale
elementului utilizdnd matricea de transformare T data de relatia (5.49):
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k, k
zk12xlz=[1kl : 2] (5.122)

Ky kg
unde
[a 0 0 0 0 0] (-« 0 0 0 0 0]
0O»p 0 0 0 c 0 - 0 0 0 ¢
0 0 d 0 —-e 0 0 0 =-d 0 =-e O
Ky = ; k, = (5.123)
00 0 f 0 O 0 0 0O -f 0 0
0 0 —e 0 g O 0 0 e 0 i 0
[0 ¢ 0 0 0 & | 0 =¢c 0 0 0 ]
[a 0 0 0 0 0]
0b 0 0 0 =-c¢
0 0d 0 e 0
ks = (5.124)
00 0 f 0 O
0 0 e 0 m O
[0 ¢ 0 0 0 n |
si in care coeficientii, a, b, c,... sunt exprimati astfel:
k. +2k. +k. k. +k.
a=S1E_A; b= iiz Zz Jjz D= iz - ijz
L L L
k. +2k. +k, k. +k. GI
d= ny uy J]y; - iy l]y; - t; =k“ 5125
L ¢ L / L& ( )
h=kiiz;i=k4‘/y;j=k4‘/z;m=kjjy;n=k/fz

Determinarea fortelor nodale (fortele si momentele incovoietoare de incastrare de
la capetele barei) din incarcarile exterioare, tinindu-se seama de flexibilitatea
conexiunilor de prindere ale barelor in noduri poate fi facutd avand in vedere Fig.
5.20.b si considerand ca si plan de incovoiere planul (xy). Relatii similare cu cele
deduse in continuare pot fi determinate si pentru planul de incovoiere (xz). Sa

notam cu , M M e , momentele de incastrare perfecta de la capetele i respectiv j

eq’
ale barei considerata fara conexiuni semi-rigide, si care pentru bara incarcatd cu o
fortd uniform distribuitd pot fi calculate utilizand relatia (5.106) si fie

M, respectiv ; M, momentele echivalente la noduri ce tin seama de prezenta

conexiunilor semirigide. Notand cu 8, si Hrj rotirile relative intre capetele barei si

nod relatia intre momentele incovoietoare echivalente si aceste rotatii este:
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(5.126)

unde cu R; si R; s-au notat rigiditdtile conexiunilor flexibile de prindere ale barei in
noduri. In continuare aplicand principiul suprapunerii de efecte obtinem:

iMeq =iMeq - k'(),()erl +k6,126rj

o , (5.127)
M =M, - (k6,129ri + k'12,120;j)

unde k¢ si kg, sunt coeficientii de rigiditate pentru bara fird conexiuni definiti de

fela;iile (5.114).
Inlocuind relatiile 5.126 in (5.127) rezulta:

1
. , , — 0
|:iMeqi|= ngq _ k'6,6 k§,12 R, | |:iM€ﬂii| (5.128)
jMeq jMeq k6,12 k12,12 0O — JMeq
R

J
Rezolvand in continuare sistemul (5.128) rezultd expresia pentru momentele
incovoietoare echivalente corespunzatoare barei cu conexiuni flexibile:

1 k£2,12 _ k%,lz
M M,
[" ] =t b (5.129)
My ] detp ke 1+kG_,6 M
R.

i i

unde coeficientii de rigiditate k1'z,12 , k;,é , k;,lz sunt dati de relatiile (5.114) iar

1+ké_,6 ké,lz
R. R.
B= . ! k{ (5.130)
6,12 1 12,12
R R

Vectorul fortelor echivalente corespunzatoare fortelor taietoare se obtin aplicand
conditia de echilibru static la nivel de element.

b) Metoda 2

O altd posibilitate de includere a efectului conexiunilor flexibile asupra
matricei de rigiditate respectiv vectorului fortelor echivalente la noduri este
prezentata in continuare. Se considera o barad dreapta dintr-o structura plana, legata
in noduri prin legaturi elastice punctuale care permit numai rotiri, avand rigiditatile
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de rotire R;, R; (Fig. 5.21). Procedeul poate fi extins usor si la structurile spatiale.
Rotirea la cele doud capete ale barei poate fi scrisa ca fiind compusa din rotirea
capatului de bara la care se adauga rotirea relativa dintre capatul de bara si nod:

Fig. 5.21. Bara cu conexiuni semi-rigide.

A6,
Ae=[Agj]=Aeg+A9, (5.131)
Agei Agri
NG, =[A6’e,]’ NG, =[A6’,,] (5.132)

Neglijand 1n continuare componentele deplasarilor corespunzitoare deplasarilor
axiale, vectorul deplasérilor nodale corespunzator gradelor de libertate de rotatie si
translatie transversala se scrie:

<

2

A=| " |=A, +A, (5.133)
J

6.

J
unde vectorul A, colecteaza deplasarile de la capetele de bare iar A, colecteaza
deplasarile relative intre nod si capétul de bara si care mai poate fi exprimat astfel:
0

<

A =GA® = (5.134)

unde cu G s-a notat matricea "gradient" si a carei expresie este:
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(5.135)

S = O
- o O O

Aastfel ca, vectorul deplasarilor generalizate de la capetele barei se determina din
relatia (5.133):

A, =A-A, (5.136)
iar relatia ce leagd cresterile fortelor din noduri AF cu cresterile deplasarilor
generalizate de la capetele barei se scrie:

AF=KA,=K(A-A,) (5.137)
unde K reprezintd matricea de rigiditate a barei considerata fard conexiuni, i care
include efectul plastificarii distribuite respectiv al neliniaritatii geometrice locale.
In cazul in care bara este incircati de un sistem de forte ce actioneaza in lungul e,
fortele nodale echivalente sunt luate in considerare in relatia de mai sus, atfel ca
relatia constitutiva la nivel de element se scrie in acest caz astfel:

AF=K(A-A,)+AP, (5.138)
unde AP, reprezintd vectorul fortelor nodale echivalente de la capetele barei
considerate cu conexiuni rigide si care a fost determinat in paragrafele anterioare.
Vectorul fortelor de la cele doua capete ale barei poate fi descompus astfel:

AF = AF™) + AF©) (5.139)
unde AF™) colecteazi numai momentele incovoietoare iar AF™) colecteaza doar
fortele tdietoare corespunzatoare capetelor i §i j ale barei:

0 T

1

M,
AR = N - aFW = T} (5.140)

M

o o

J

Astfel, relatia (5.139) se scrie acum:
AF) + AF0) = K(A-A )+AP, (5.141)
Multiplicind ambii membrii ai relatiei de mai sus cu G’ si tindnd seama ca
G'AFY =0 obtinem:
G'AF") =GTK(A-A, )+ G AP, (5.142)
Legaturile flexibile transmit forte proportionale cu deplasarile relative dintre nod si
capatul barei, astfel Incat componenta momentelor incovoietoare se exprima astfel:
AR =K A, (5.143)
unde cu K, s-a notat matricea de rigiditate a conexiunilor elastice de la capetele
barei si care se exprima astfel:
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= o

S O O

K, =diag(0,R,,0,R,)= (5.144)

o o o o
o o

o o o o
=

Coroborand relatiile (5.142) si (5.143) rezulta:

G'K,A, =G'K(A-A,)+G’AP, (5.145)
Inlocuind in relatia de mai sus relatia (5.134) ce defineste vectorul deplasarilor
relative, rezultd expresia acestui vector:

NO, =[GT(K+Kr)G]_l(GTKA+GTAPO) (5.146)

Revenind la relatia constitutiva la nivel de element cu relatia (5.146) rezulta:

AF=K(A-A,)+AP, = K{A - G[GT (K + K,)G]'l (c'kA+G7aP, )}+ AP,
(5.147)

si care dupa rearanjare rezulta:

aF =Kk -KG[G7 (K + K, )G G"Kr + ap, - AP, KG[G (K +K, )G] "G
(5.148)

Relatia de mai sus stabileste relatia intre cresterea eforturilor si cea a deplasarilor la

nivel de element, cu luarea in considerare a efectului conexiunilor semi-rigide:
AF =K , A+ AP (5.149)

sem sem
unde K., reprezintd matricea de rigiditate a elementului de bara incluzand atat
efectul plastificarii distribuite n lungul barei cat si efectul neliniaritatii geometrice
locale (P-0) si al conexiunilor semi-rigide, iar APy, reprezintd vectorul fortelor
nodale echivalente la noduri cu luarea in considerare a acelorasi efecte:

K, = {K - KG[GT (K + Kr)G]_lGTK} (5.150a)
AP, =AP, —APOKG[GT(K+Kr)G]_1GT (5.151b)

sem

5.6.1. Modelarea comportarii neliniare a conexiunilor semi-rigide

Daca conexiunile au o comportare liniar-elasticd, atunci rigiditatile R; si R; ale
conexiunilor sunt constante. In cazul in care insa, comportarea este neliniara, atunci
aceste rigiditati sunt variabile, depinzdnd de nivelul de solicitare al conexiunii.
Pentru a modela comportarea neliniard a conexiunilor se considerd pentru relatia
moment-rotire, dupa (Kishi&Chen, 1986) o familie de curbe determinata
experimental §i aproximata in functie de momentul capabil limitd al conexiunii M,
de rotirea relativa 6; si rigiditatea initiala R, a acesteia prin ecuatia:

M _ 6./6,
M, [1+(6./6,)""
care mai poate fi scrisd sub forma:

(5.151)
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m= (1—5W’ pentu >0 si m>0 (5.152)
+ n

in care m=M/M,, M este momentul incovoietor in conexiune, n este un parametru
care determina forma curbei (Fig. 5.22), 6=6,/8,, 8,=M,/R,, este rotirea de referinta.
Relatia (5.152) se mai poate exprima sub forma echivalenta:

0=+, pentu 6>0 si m>0 (5.153)
(1+m)
M
i
My
10 =
n=5 n=2
08 -
=0.8
0.6
o "
0.4 - i0
02 -
! ! ! >
0.0 1.0 2.0 0 B
B
Fig. 5.22. Curbele moment-rotire ale conexiunii semirigide. Modelul celor trei

parametri.

Cum Intre momentele incovoietoare ce solicitd conexiunile, M si rotirile
relative O, exista relatiile:

M, =R, B si M, =R, EQI_,/ (5.154)
rigiditatea tangentd R; corespunzatoare unei valori arbitrare a rotirii |0, | se poate
evalua facand derivata lui M in raport cu 6; in (5.151):

R = M _ M, Ry = R1(6.n)  (5.155)

do, 4, (1+0n )l+1/n - o (1+9n )l+l/n

in care cu n(@, n) s-a notat factorul de reducere al rigiditatii conexiunii egal cu:

n(e,n):( 1 (1-m")

1+0" )l+1/n = 1+mn—1 [ﬂl _m)

Rigiditatea initiald a conexiunii se exprimd in functie de modulul de rigiditate

1+1/n

(5.156)
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ElyL al barei si de un factor de "fixare" p; astfel incat R;y se mai poate exprima sub
forma:
_4ElL,  3p

P 4i-p)

Din relatia (5.157) rezultd expresia factorului de "fixare" p; in functie de
rigiditatea initiala R;:

(5.157)

1
1+3El,/R;,L

De observat ca in timp ce 0<R;;<co coeficientul de "fixare" p; ia valori intre O si
1 (0<p<1).

In felul acesta, rigiditatea tangentd depinzdnd de valoarea momentului
incovoietor M; ce solicitd conexiunea din nodul 7 este:

_4EL,  3p
=)™

Se pot considera astfel coeficienti diferiti de "fixare" p in cele doua capete i si j
ale barei, ca si moduri diferite de comportare neliniara a celor doud conexiuni, prin
alegerea corespunzitoare a parametrilor de comportare #, ale momentelor limita de
cedare M, ca si ale rigiditatilor initiale R, in functie de tipul de prindere al barelor
in nod.

De observat c¢d in modelul de comportare neliniard a conexiunilor, nu s-a
considerat fenomenul de consolidare care apare pentru valori relativ mari ale
deformatiilor. Descarcarea elastica in conexiunile semirigide, In timpul procesului
de calcul, poate fi luatd in considerare prin studiul semnului produsului dintre
momentul Tncovoietor incremental AM si a momentului incovoietor total M din
conexiune si calcularea rigiditatii R; a conexiunii in consecinta (Fig. 5.22):

AM M >0, R=R, (ec. 5.159), curba de incarcare
AM M <0, R=Rj (ec. 5.157), curba de descarcare

. (5.158)

(5.159)

5.7. CONSIDERAREA EFECTULUI GLOBAL AL NELINIARITATII
GEOMETRICE

Efectele globale ale neliniarititii geometrice se referd la considerarea
configuratiei geometrice deformate a structurii pentru fiecare etapd a procesului de
incarcare. Se impune o modalitate de rezolvare indirectd, solutia corectd fiind
obtinutd prin efectuarea unei succesiuni de cicluri de calcul, in fiecare ciclu
reconstituind matricea de rigiditate globala K precum si vectorul fortelor nodale in
coordonate globale. Astfel in procesul de calcul de fiecare datd intervine o alta
configuratie geometrica a structurii, caracterizatd prin deplasarile de noduri care au
fost calculate in etapa precedentd a calculului. Aceasta influenteaza atat formarea
matricelor de rigiditate si a vectorilor fortelor nodale ale elementelor in sistemul
propriu de axe, cat si trecerea acestora in sistemul global de referinta al structurii in
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vederea asamblarii. Acest lucru se poate realiza efectudnd un calcul static al
structurii in treapta de incarcare k considerata si determinand vectorul deplasarilor
nodale, cu care se pot calcula coordonatele nodurilor i si j ale barelor ca si
lungimile actualizate ale acestora pentru treapta £ de incarcare. Se pot determina
astfel cosinusii directori a unghiurilor facute de axele sistemului de referinta local
(xyz) cu cele ale sistemului de referintd global (XYZ), si actualiza pentru fiecare
treaptd de Incarcare k£ matricea de rotatie R,, tindndu-se astfel seama de efectul
global al neliniaritatii geometrice in fiecare pas al procesului de calcul. In metoda
de calcul pe care o propunem, efectul neliniaritatii geometrice globale este luat in
considerare adoptdind o formulare in cadrul careia deplasdrile si rotirile
incrementale sunt considerate mici pe parcursul unui ciclu de incarcare.

X

xj kv kz)

(G
Vi
Zi
k=1 vj k=lyj k=l—j
(k i kvl k i) ( Xl{’ Ybl’ Zlf)
X,,' Y, ., Z,
/'xk_I
Vi-1
Y (Crr)
Zg-1
(k—lel;,k—lybi,k—lle;) -1- .

X I [
(0) a

Fig. 5.23. Efectul global al neliniaritatii geometrice.

Ca urmare, matricea de rigiditate tangentd sau incrementald a elementelor
structurii poate fi obtinuta direct in sistemul de coordonate local prin transformari
de coordonate liniare. Mai departe trecerea de la coordonatele locale la cele globale
ale matricei de rigiditate se face utilizind matricea de rotatie R, a barei prin
procedeul standard:

K,=R," [k, R, (5.160)
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in care matricea de rotatie R, a barei este de forma:
LC 0o 0 o0

1

R,=| 0 L 00 (5.161)
*“lo o LY o '

0 0 0 LY

si in care matricele L} si Ll ; reprezintd matricele cosinusilor directori ale axelor

reperului local in raport cu axele sistemului global de referinta si care se calculeaza
in functie de noua configuratie geometricd (k) a elementului la cele doua capete ale
barei:
AP A A
k — | ki) k yilj k yilj
Liy = /]y(xj) "y(yj) "y(z'/) (5.162)

ALY

k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(j) k yi(Jj)
unde (A KUY ERO) (RO R k) ) kg ki) ki )
reprezintd coordonatele versorilor k A, k k;(j ) K ki(j ) a axelor x, y, z la cele doud

capete, i §ij a elementului la incrementul de incarcare k. Pentru configuratia initiala
nedeformata, expresia acestor matrici a fost data in cadrul capitolului 2 al acestei

carti. Difrentele in matricele LI; si ij in configuratia deformata sunt date de

unghiul de rotire al axelor principale de inertie ale sectiunilor de la capetele
elementului:

a, =a, +06"
. (5.163)
a,=a,+A06;

unde @, este unghiul in configuratia initiald nedeformata.

Adoptand o formulare incremental-iterativd, in continuare este propusd o
metodd de reactualizare a matricei de rotatie R, prin corectarea succesivd a
vectorilor de orientare A, Ay, A,. Sd consideram cele doua configuratii Ci si C;
unde vectorii de orientare corespunzatori configuratiei Cjy (k'l)\x, k'l)\y, k'l)\z) se
considerda cunoscuti. Astfel, la fiecare ciclu de incarcare versorii de orientare ai
barei in configuratia C; (k)\x, k)\y, k)\z) sunt reactualizati astfel:

1. Versorul “A_ al fiecirui element de bard b este determinat pe baza noilor

X
. k k k : A
coordonate ale nodurilor "X,,"Y,,"Z, obtinute in pasul curent de
incarcare k:

k;\’=

X

(5.164)

le{_lez)' kij_kYbi kZl{_kle;
“r, “r, “r,
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unde“L b reprezinta lungimea barei reactualizata iar
X0, fy/D ¥ 719 sunt coordonatele nodale ale capetelor barei in
sistemul global de referinta:
b — kyvi_kyiV olbivi_kyiV o (kri_krif
Lb—\/(le—Xb) +(Yb’— Yb) +(Z,{—Zb) (5.165)
Reactualizarea partiala a vectorului asociat axei principale de inertie a

sectiunii g ky se realizeaza astfel, dupa calcularea rotirii axiale a barei:
“he=T, + (k‘lxxxk‘lxy)mej (5.166)

unde AB' =1/ Z(AHQ +AG" ), A6 si AB; sunt rotirile axiale

incrementale la cele doud capete i i j ale barei fata de axa locala:

k k=1 ki 4 k=1 ki 4 k=1 ki
AGE=FTA Y ) IEN + A e

X

Aek _k-l/\ mek,j+k-1/‘ m@k’j+k'l/\ mek’j (5167)
¥~ xx xg xy Vg Yz g

si Aﬁf;(" ),Aﬁfg”“ ),Aﬁfg’[(" ) sunt rotirile incrementale nodale obtinute in

pasul curent de Incarcare fata de sistemul de axe global al structurii.
In acesta etapa versorul Wy , Du satisface proprietatea de ortogonalitate cu

. k . . . .o .
versoul axei x, - A . Cei doi vectori determind un plan (xy) din care nu face

parte g A . Astfel versoul atasat axei y este reactualizat pe baza urmatoarei
relatii:
ko —[kn ok k
a = (e, K, (5.168)
Datorita erorilor numerice ce se pot acumula in timpul acestor etape de

calcul vectorul de mai sus nu are norma unitara astfel ca urmatoarea relatie
este utilizata in acest scop:

sk
ol

In ultima etapa versoul asociat axei principale z a sectiunii este reactualizat
pe baza relatiei:

s (5.169)

k —k k
ho=Fa xR (5.170)

Astfel efectul neliniaritatii geometrice globale se poate introduce in calcul,
direct, prin reactualizarea succesiva, la fiecare ciclu de incarcare, a lungimilor si
vectorilor de orientare A, Ay, A, ale elementelor componente ale structurii,
asamblarea acestora 1n matricea de rigiditate globala efectuandu-se la fel ca in
statica liniard, pe baza definirii topologice a structurii. Avand matricele de
rigiditate ale barelor in coordonate globale, matricea de rigiditate a structurii se
obtine prin sumarea matricelor barelor:
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K=YK, (5.171)
b

In mod analog se obtine vectorul fortelor nodale in coordonate globale, trecerea

de la coordonate locale la cele globale se face cu ajutorul matricei de rotatie Ry:

'=R" M (5.172)
iar vectorul fortelor nodale pentru intreaga structurd se obtine sumand vectorii M'
pentru toate barele la care se adaugd vectorii fortelor concentrate in nodurile
structurii. In continuare urmarind un procedeu de tip predictor-corector similar cu
cel descris in cadrul capitolul 2, verificarea echilibrului se face considerand o
valoare prestabilita pentru toleranta (€£) de inchidere a fortelor reziduale pe
structurd, constituite ca diferentd dintre fortele exterioare aplicate si cele interne
rezultate.

Pentru accelerarea vitezei de convergenta si ajustarea directiei de cautare in
spatiul deplasarilor, pe parcursul ciclurilor de calcul, matricea de rigiditate
trangentd a elementului de bara, K,, care include efectul plastificarii distribuite,
efectul neliniaritatii geometrice locale (P-0), precum si cel al conexiunilor semi-
rigide cu comportare liniard sau neliniard, poate fi completatd cu matricea de
rigiditate geometrica dedusa in (Yang, s.al., 2003) in ipoteza micilor deplasari si
rotiri In interiorul unui ciclu de calcul:

K', =K, +K, (5.173)
unde matricea de rigiditate geometrica K, are urmatoarea forma:
g h; -g h;
h! i, -h] 0
K, = (5.174)

& -g —h; g _hj
T T .
h; 0 ~-—h; i

J

unde 0 este matricea nuld de dimensiuni 3x3 iar submatricele g,h,i asociate celor
doua capete i sij ale elementului sunt:

k-1 k-1
O Jy F/Z
k-1 k 1L L
-F. -F.
Jy JX
=|- 0 5.175
g 7 7 ( )
k-1 k-1
_ jz O _ Jx
L L
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. 0 0 0
-1 -
Mi k lM
hu - Ly - ix 0
L 2L
o . ey
. L 2L
. 0 . 0 0
-1 -1
M. M .
h, = 2o- s 0 (5.176)
L 2L
k-1 M, . k-1 M,
| L 2L
0 0 . 1O
i - —k-lMA 0 Mix
a iz 2
K=y
k-lM[y 5 ix 0
0 0 0
k=1 k_le’f
i, =|-"M, 0 5 - (5.177)
k-1
M
k-1 Jx
| T .
unde *'F, F'F MM *T'F L ete., reprezintd eforturile la capetele
PA AN 2 AN ”

elementului determinate in configuratia, k-1, ultima configuratie de echilibru
calculata.
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5.8. PARTICULARITATI DE MODELARE iN CAZUL
STRUCTURILOR iN CADRE DIN BETON ARMAT

Contradictia privind analiza structurilor din beton armat este bine cunoscuta si
unanim acceptata in proiecatare: determinarea starilor de eforturi in elementele
structurale este realizatd In domeniul comportarii elastice a materialului in timp ce
dimensionarea sectiunilor barelor tine cont de variatele stari limita ultime ale
sectiunilor transversale presupunand o complexd comportare elasto-plastica a
materialului.

Otel Beton

- /vx

Fig. 5.24. Modelarea neliniaritatii fizice la nivel de "fibra" in cazul elementelor de
beton armat.
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Totodata, continua schimbare a procesului deformaérii configuratiei geometrice
initiale a structurii, duce de asemenea la schimbari ale starii de efort si deformatie
fatd de cea dedusa printr-un calcul liniar elastic.

Cele doua probleme mai sus mentionate nu pot fi solutionate din punct de
vedere teoretic, daca nu se efectueaza o analizd neliniara in care trebuie sa se tind
seama atat de neliniaritatile fizice cat si cele geometrice ale structurii. Luarea in
consideratie a comportarii post-elastice a structurilor din beton armat la actiuni
statice presupune precizarea prealabila a unor legi de comportare a materialelor
constitutive fie la nivel de sectiune (curbe M-N-®) fie la nivel de fibrd (curbe
constitutive 0-&) (Fig. 5.24). Pentru sectiuni de beton armat, relatiile caracteristice
la nivel de sectiune M-N-® sunt mai complexe decit pentru sectiuni omogene, fiind
inflentate de: curbele caracteristice ale betonului si armaturilor; forma sectiunii de
beton; cantitatea si pozitionarea armaturilor in sectiune; iesirea din lucru a
betonului din zona intinsa dupa fisurare.

Existenta in sectiune a doua materiale cu caracteristici fizico-mecanice diferite,
precum si stadiile diferite de solicitare care pot aparea in cele doud materiale
componente, impun trecerea de la analiza bazata pe conceptul de articulatie plastica
la cel bazat pe considerarea dezvoltérilor de zone plastice in sectiune si in lungul
barelor si modelarea neliniaritatii fizice la nivel de fibra sau la nivel de sectiune pe
baza unor relatii neliniare de comportare.

Rezultatele experimentale au ardtat ca procesul de redistribuire a eforturilor in
structurile din beton armat, Tn comparatie cu cele metalice, este mult mai complex
si depinde nu numai de de deformatiile plastice ale otelului ci si de cele ale
betonului, de existenta fisurilor, durata incarcarii §i curgerea lentd neliniard a
betonului. Efectul redistribuirii mai depinde de natura structurii ncarcate si de
calitatea si cantitatea armaturii intinse in sectiuni, ceea ce da posibilitatea teoretica
de a regla eforturile prin schimbarea cantitatii de armatura 1n sectiuni.

Ipotezele de baza, suplimentare fata de cele prezentate in cadrul paragrafului
5.2, avute 1n consideratie sunt:

- deformatia barei respecta ipoteza sectiunilor plane. Eroarea introdusa
de tendinta de deplanare a sectiunilor dintre doua fisuri datorate
lunecarii armaturii in beton este neglijata.

- compatibilitatea deformatiilor specifice ale betonului i armaturii.

- barele structurii sunt drepte cu sectiune transversald constanta,
permitindu-se variatia sectiunii transversale a armaturii de-a lungul
barei.

- curbele caracteristice la nivel de sectiune (curbe moment-curbura de tip
Ramberg-Osgood, etc.), precum si relatiile constitutive o0-€ ale
materialelor componente se considera cunoscute.

Astfel, conceptia, formularea si procedeele sistematizate de aplicare ale

metodei generale descrise in cadrul paragrafelor anterioare, inclusiv aplicarea
procedeului incremental-iterativ de determinare a starii de efort si deformatie in
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structura ce va fi descris 1n cadrul paragrafului 5.9 raman aceleasi ca si in calculul
structurilor metalice si nu este necesar sd mai fie reamintite aici.

Trebuie subliniate numai anumite particularitdti care apar prin extinderea
aplicarii metodei in conditiile unui calcul elasto-plastic in care comportarea
sectiunilor transversale ale barelor diferd in mod esential de cel al sectiunilor
omogene (metalice).

Calculul structurilor din beton armat (cu sectiuni transversale neomogene)
necesitd cunoasterea caracteristicilor de rigiditate ale sectiunilor transversale
corespunzatoare unui anumit nivel si sens de solicitare precum §i variatia acestora
in lungul barelor. Aseméanator barelor omogene cu sectiune variabila, si in acest
caz, cunoasterea riguroasa a configuratiilor de rigiditate in lungul barei se refera la
doua aspecte si anume: (1) variatia modulului de rigiditate la incovoiere EI si axial
EA, ca urmare a modificarilor eforturilor (ca marime si/sau sens) asa cum s-a aratat
in cadrul paragrafelor anterioare si (2) variatia caracteristicilor de rigiditate E/ si
EA de la o sectiune la alta Tn lungul barelor ca urmare a variatiei sectiunii
transversale a armaturii in lungul barei.

Determinarea modulului de rigiditate la incovoiere E/ si a modulului de
rigiditate axial £A4 corespunzator unei anumite stari de eforturi exterioare poate fi
realizata "exact" la nivel de fibra prin aplicarea procedeului numeric descris in
cadrul capitolului 4 sau aproximativ, prin utilizarea unor relatii analitice
aproximative moment Incovoietor-efort axial-curbura.

Spre deosebire de structurile metalice, la structurile din beton armat exista
posibilitatea de a influenta asupra formarii zonelor plastice. Astfel, prin
modificarea sectiunii armaturii, se poate corecta marimea momentului capabil
(plastic) M, al sectiunii respective, fird ca prin aceasta sa se influenteze sensibil
asupra modulului initial de rigiditate la incovoiere EI si axial EA, care depind
practic de dimensiunile sectiunii de beton. Dispare astfel conditionarea directa
dintre modulele de rigiditate ale barelor ce compun structura si momentele capabile
(plastice), acestea din urma putand fi modificate in anumite limite, conferind
structurii o ductilitate i rezistenta sporita.

Atfel, variatia sectiunii de armatura din lungul barei de beton armat, se poate
considera doar in calculul momentelor capabile din sectiunile respective, rezultand
o lege de variatie de forma unei functii de tip scard pentru momentele capabile.
Spre exemplificare in cazul modelarii neliniaritatii fizice la nivel de sectiune prin
relatii de tip Ramberg-Osgood, modulii de rigiditate sunt exprimati pe baza
urmatoarelor relatii:

E[t(£)=E[O E 1 ) o = El O 1 ( ) =1
M(E M(&
1+a D’l MS»‘»’)(E) 1+a I]1 E%M{%s’) @(5v’)(f)|

(5.178)
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unde cu indicele superior s §i i se diferentiaza momentul capabil superior respectiv
inferior al sectiunii corespunzator sensului de actiune al momentului incovoietor
M. Pentru o mai buna sistematizare a calculelor s-a introdus o functie g pe baza
careia se determind variatia momentului capabil in lungul barei in raport cu un
moment capabil de referinta M.

Avand in vedere variatia continud a sectiunii transversale de armadtura, atat de
la partea superioara cét si de la partea inferioara a sectiunii de beton, de-a lungul
barei, o discretizare a barei prin definirea de noduri intermediare suplimentare,
corespunzatoare schimbdrii de sectiune este dezavantajoasa atat din punct de
vedere al consumului de memorie suplimentara necesar cat si din punct de vedere a
utilizarii programului (o modificare a sectiunilor de armiturd in lungul barei ar
atrage dupa sine modificarea intregii topologii a structurii). Pentru evitarea acestor
dificultdti, in conditiile unui calcul automat, s-a optat pentru o metoda care are la
baza un limbaj structurat de interogare.

Astfel corespunzator celor doud metode de evaluare a modulilor de rigiditate
ale sectiunilor, numeric (analiza la nivel de fibra) si analitic (pe baza relatiilor M-N-
@), folosind un limbaj structurat este descrisa pozitionarea si sectiunile armaturilor
in sectiunile transversale de beton din lungul barei, respectiv functiile g ce definesc
variatia momentelor capabile corespunzitoare armadrii superioare si inferioare ale
sectiunilor de beton din lungul barei. Fiecare tip de bara, astfel definitd, se adauga
unei baze de date a carei campuri contin informatii privitoare la dispunerea barelor
de armatura in sectiune si in lungul barei precum si informatii cu privire la valorile
functiilor g. Limbajul structurat de interogare este folosit in continuare pentru
interogarea, actualizarea si gestionarea bazei de date.

O interogare de selectie solicita bazei de date informatiile necesare determinarii
caracteristicilor de rigiditate EI si EA pentru o sectiune aflatd la distanta & si
solicitatd de eforturi de o anumiti intensitate si un anumit sens. In acest mod
utilizatorul nu este obligat de a defini noduri intermediare suplimentare in
sectiunile cu armare diferita, evitindu-se discretizarea exagerata a barelor structurii,
asigurandu-se o mai eficienta gestionare a memoriei, a timpului de analiza, precum
si usurinta in pre si post procesarea datelor.

Configuratia sectiunilor de armaturd si a pozitiei acestora in sectiunile
transversale din lungul barelor, in vederea asigurarii unei mai bune ductilitati, fiind
independenta de configuratia geometricd si topologica a structurii de beton armat
analizatd, aceeasi structurd putdnd fi in mod repetat analizatd prin simpla
reactualizare a bazei de date cu tipurile de bare.

Mai mult, utilizarea unui singur element pentru modelarea barelor structurii
incurajeaza aplicarea directa in proiectare a unui asemenea program de calcul.

5.9. ALGORITMUL SI PROGRAMUL DE CALCUL
Pentru determinarea starii de solicitare si deformatie a structurii, sub actiunea

unui sistem oarecare de forte statice, tindndu-se seama de efectele neliniaritatii
materiale, geometrice i a prinerilor flexibile ale barelor in noduri se aplicd un
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calcul incremental-iterativ, intreaga rezolvare fiind condusa in metoda pasilor
controlati de lungimea de arc ("arc length methods"). Majoritatea procedeelor
propuse in literatura de specialitate pentru rezolvarea sistemului ecuatiilor de
conditie neliniar, presupun fortele aplicate exclusiv in noduri, fortele aplicate in
lungul barelor fiind remodelate si transformate in forte concentrate in nodurile
aditionale generate in lungul elementelor de bari. In metoda pe care o propunem
acest dezavantaj, datorat in principal majorarii numarului de noduri si implicit a
dimensiunilor problemei, poate fi evitat prin transferarea fortelor din cuprinsul
barelor in forte nodale echivalente, variabile in timpul procesului de calcul, ca
urmare a efectelor neliniaritétilor fizice, geometrice si de comportare neliniara a
conexiunilor flexibile. In acest sens, metoda propusa generalizeaza si imbunititeste
metoda Crisfield tindnd cont de particularitdtile de modelare structurala descrise n
cadrul paragrafelor anterioare - considerarea fortelor echivalente la noduri variabile
de la o treaptd de incarcare la alta. Controlul solutiei constd in indeplinirea
concomitentd a ambelor conditii ce caracterizeazd situatia de echilibru:
compatibilitatea deformatei §i echilibrul static al nodurilor. Astfel cunoscand
configuratia de echilibru la pasul m al ciclului de calcul, configuratia urmatoare de
echilibru m+1 este determinata, printr-un proces iterativ de echilibrare, astfel Incat

vectorul deplasarilor nodale incrementale Ad® i factorul de incircare
incremental AA , rezultati in urma rezolvarii sitemului de ecuatii:

"K, D" ="AQ + A, [1AF
f(A)li ,0d® ) =0
sd determine forte nodale (totale) interioare pe structura in echilibru cu fortele
nodale (totale) exterioare aplicate:

(" F+72Q + on, AR} PO < (5.180)

(5.179)

unde:
 "K, reprezintd matricea de rigiditate tangentd globala a structurii

determinata pe baza starilor de eforturi si a configuratiei geometrice de
echilibru corespunzatoare pasului m al procesului de calcul. Matricea
de rigiditate este pastrata constanta in timpul iteratiilor de echilibrare.

* "F reprezinta vectorul fortelor nodale (date si echivalente in noduri)
exterioare totale corespunzator limitei pasului m de incarcare.

* "AQ reprezintd vectorul fortelor nodale provenite din conditia de

respectare a conditiei de plastificare 1n sectiunile barelor solicitate la
eforturi axiale mari $i momente incovoietoare, corespunzator limitei
pasului m de Incarcare.

e AdY reprezinti vectorul deplasarilor nodale incrementale
corespunzatoare factorului incremental de incarcare AA,.

* "AF reprezinta vectorul fortelor exterioare nodale incrementale de
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referintd, egal cu o fractiune & a vectorului fortelor nodale exterioare
totale (concentrate in noduri si echivalente in noduri) de la inceputul
calculului, corectat insa in functie de efectele neliniaritatii fizice,
geometrice $i a conexiunilor semirigide, conform relatiilor prezentate
in paragrafele anterioare.

o "UPUDreprezinta vectorul fortelor nodale interioare totale
corespunzatoare iteratiei i din cadrul pasului m+1 de calcul.

e  f A/\[,Ad(i) =0 reprezintd ecuatia suplimentard de constrangere (v.
cap 3).

Rezolvarea problemei, formulate mai sus, presupune efectuarea a doud etape
distincte si anume: prima, constdnd in reactualizarea matricei de rigiditate

incrementala (tangenta), " K, si a vectorului fortelor nodale incrementale, " AF

corespunzatoare limitei pasului m de Incarcare si a doua, constand in aplicarea unui
procedeu eficient de rezolvare a sistemului (5.179) astfel incat sd fie indeplinita
conditia (5.180). Fluxul operatiilor principale ale algoritmului de analizd este
prezentat in figura 5.25.

5.9.1. Reactualizarea matricei de rigiditate si a vectorului fortelor nodale
de referinta.

Algoritmul de rezolvare a problemei formulate anterior, presupune
determinarea in prealabil a matricei de rigiditate incrementala (tangentd) a structurii
si a vectorului fortelor nodale echivalente (de referintd pe parcursul unui pas)
tinand cont de efectele neliniaritétii fizice, geometrice si de comportare neliniara a
conexiunilor flexibile. Organizarea calculelor pentru determinarea matricei de
rigiditate §i a vectorului fortelor nodale (corespunzatoare unui anumit pas al
procesului de calcul), pentru fiecare element de bard in coordonate locale si
globale, este datd in schema logica de principiu din figura 5.26, principalele
operatii indicate efectudndu-se in conformitate cu cele discutate in cadrul
paragrafelor anterioare.

Matricea de rigiditate globald a structurii corespunzitoare pasului m al
procesului de calcul este asamblatd prin insumarea matricelor de rigiditate ale
barelor structurii trecute in prealabil in coordonatele globale ale structurii. In mod
similar, vectorul fortelor exterioare nodale pentru intreaga structurd se obtine
sumand vectorii fortelor concentrate in noduri (date In coordonate globale) cu
vectorii fortelor echivalente la noduri, determinati in prealabil in coordonate locale,
pentru fiecare bard, trecerea de la coordonatele locale la cele globale facandu-se cu
ajutorul matricei de rotatie R.
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Pentru fiecare increment de calcul

Date de intrare
Sistemul structural: noduri, elemente,
incarcari, legaturi exterioare, etc.
Materiale: proprietatile sectionale ale
barelor structurii, relatiile constitutive ale
materialelor sau ale sectiunilor, criteriile de
plastificare.

-

v

Reactualizeaza si asambleaza matricea
de rigidate tangenta a structurii in
sistemul global de referinta.

Asambleaza vectorul fortelor incrementale de referinta
(forte nodale date si cele echivalate la noduri provenite
din forte ce actioneaza in lungul barelor sau din
repsectarea conditiei de plastificare)
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Verifica echilibrul dintre fortele
exterioare date si cele interne calculate
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Salveaza deplasrile totale la pasul curent

Depasire numar de
< incremente specificate
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Fig. 5.25. Schema logica de principiu a metodei de calcul propuse.



5.9.2. Procedura de rezolvare

In aceasta etapa se presupun cunoscute matricea de rigiditate tangentd si
vectorul fortelor nodale de referintd, corespunzatoare limitei pasului m de Incarcare
(configuratiei de echilibru m), urmand ca 1n continuare s se determine urmatoarea
configuratie de echilibru, m+1, corespunzatoare unui nou nivel al solicitarilor
exterioare.

Pentru o incarcare exterioara datd aplicatd static " F+"AQ +AACAF,
structura va trece intr-o pozitie de echilibru necunoscutd la aceastd fazd
caracterizatd prin deplasdrile totale d,,, ale nodurilor ei si prin factorul

incremental de iIncarcare AA,,,,. Determinarea acestor deplasari si a factorului
incremental de incarcare corespunzator este scopul analizei ce urmeaza. Cunoscand
configuratia m de echilibru caracterizata prin nivelul” F al fortelor exterioare si
deplasarile totale d,, ale nodurilor structurii (Fig. 5.27.b), procedeul iterativ consta

in estimarea factorului incremental de incarcare AA; si a deplasarilor incrementale

corespunzitoare Ad'”, in vederea determinarii urmatoarei configuratii de echilibru
static, chiar si dincolo de punctul corespunzator incarcarii limitd a structurii
(echilibru instabil). Configuratia de referintd pentru toate iteratiile din cadrul
pasului m+1 de incidrcare este cea corespunzatoare sfirsitului pasului m de
incércare, procedeul de conducere al iteratiilor incadrandu-se in categoria "b" a
procedeelor de considerare a configuratiilor de tranzitie spre configuratia finald de
echlibru (v. cap. 3).
La iteratia i, din cadrul incrementului m+1 de incarcare, estimarea incarcarii
exterioare aplicatd asupra structurii, () F() este dati de urmitoarea relatie:
() pl) =" p4AQ + AN, TIAF (5.181)
Presupunand cunoscute deplasarile totale corespunzatoare iteratiei i, (dm + Ad(i)),

se calculeaza fortele nodale interioare corespunzitoare (n+1) p0) , care in general nu
sunt in echilibru cu cele exterioare aplicate. Vectorul fortele nodale neechilibrate
() R ) =l ) g () (1) p () poate fi descompus in doud componente (Fig. 5.27.a),
una paraleld cu directia vectorului fortelor incrementale de referinta g, JAF unde

(m+1)R(i)T IZ’IAF
= 5.182
& T AR OIAR G152
si 0 componenta h; ortogonala vectorului de referintd "AF :
h, =RV -g MIAF (5.183)

Daca fortele neechilibrate () R6) gay componenta ortogonala h; satisfac crtiteriul
de convergenta, solutia estimata este acceptatd, in caz contrar sunt necesare iteratii
suplimentare. Pentru asigurarea convergentei disiparea completd a componentei
ortogonale h; trebuie realizatd In urmatoarele iteratii, in timp ce disiparea integrala
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a componentei g,[TAF nu este in mod obligatoriu necesard, intrucat intensitatea

fortelor exterioare este tratatd ca si o necunoscutd in timpul procesului de calcul,
fiind recalculatd la fiecare noud iteratie. In cadrul iteratiilor de echilibrare
incércarea incrementald suplimentard aplicatd este constituitd din Incarcarea

ortogonala h; si incarcarea x,[JAF paralela cu directia incarcarii de referinta, unde
x; este un factor scalar de multiplicare determinat In urma rezolvarii ecuatiei de

constrangere (Crisfield, 1981):

Cale. eforturilor totale pe
capat de bara la sfirsitul
pasului m de calcul

l

i

Calc. eforturilor in
sectiunile (nodurile de
integrare numerica) din

lungul barei

)i

Analiza la nivel
de fibra ?

b=1,NB «
Calc. coordonatelor Calc. momentelor din Calc. fortelor nodale
nodurilor conexiuni echivalente
(m) ym) 3 m) ym) () pg(m) incrementale de
Kip Xy X Yy Mpi My referinta
f () Apm
N Cal £ d A‘b] >Aflrf
S alc. coef. de
- compresiune 7
1--- /
~~~~~~~~~ im ! /
) = gm | Mo [
b= gy Calc. factorilor de Lo
b corectie din conexiunile A
scmin%idc ;o
() (m /
N "Ny i

Calc. caract. de rig.
sectionle
£l (nr)&)_"?l,fm)({)
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Calc. caract. de rig.
S uonalf
I a (€). E4 m)(E)

Ecuatii analitice

(Se repeta pentru fiecare nod de integrare)

: :
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/ Calc. lungimi si

Calg. coeficjentilor de corectic
Secleferpr gegeor
b1 h2"p3" Cpa" eI

l,m hiyri
) o(m
Ly ay

m
&hij

I

——

Calc. rigiditatilor
tangentiale ale
co?cs(iurzllur
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Ry " Ry
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o) [uf] )

o) <[] )

}

Cale. factorilor de corectie
£
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Fig. 5.26. Reactualizarea matricei de rigiditate si a vectorului fortelor echivalente la
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Jncarcare ortogonala cu | >
AF d Deplasared

m

Fig. 5.27. Conducerea iteratiilor in metoda propusa.

AdY)" nd®) + 4, P FT OF = A2 (5.184)
0 i .

si care asigurd in acest fel depasirea dificultatilor legate de determinarea punctelor

corespunzatoare incarcarilor limita si a celor de snap-throgh si snap-back ale curbei

incarcare deplasare.

Cunoscand matricea de rigiditate globala a structurii Ky , reactualizatd in
functie de starea de deformatie si de eforturi corespunzitoare incrementului m de
incércare §i pastratd constantd in timpul iteratiilor de echilibrare, deplasarile
incrementale nodale ale structurii vor fi determinate (estimate) pe baza urmatoarei
relatii de recurenta:

Ad*) = pd® + K3 o, (1A +77, h, )= Ad®) + x, OF +17, TBh, (5.185)

1

unde OF =K;'[IAF; h, =K' [h,; n; este un factor scalar considerat egal cu 1

pentru inceput.
Relatia de recurentd dintre doud valori sucesive ale vectorului fortelor
exterioare aplicate asupra structurii este datd de urmatoarea relatie:

) pl)=mp 4 AFD + x TIAF + 1, (5.186)
care coroboratd cu relatiile (5.182)-(5.183) conduce la urmitoarea relatie de
recurentd intre doua valori succesive ale factorului incremental de incarcare:

Dy =D, — g, +x, (5.187)
in care factorul x; este guvernat de urmatoarea ecuatie de constrangere:
A2 = Ad) mat) + 4, A, (5.188)

Parametrul scalar 4, converteste toate marimile la aceleasi dimensiuni si este dat de
urmatoarea expresie:
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_— dl‘z;l mﬂl
=

unde A reprezintd factorul de incarcare total, la limita configuratiei m de

4, (5.189)

echilibru.
In continuare, substituind relatiile (5.187) si (5.185) in ecuatia (5.184) rezulta
urmatoarea ecuatie de gradul al II-lea in necunoscuta x;:
alk! +2 0k, +c=0 (5.190)
unde:
a=A,+F" F
b=4, 0aN, - g,)+ & dad +1, h,) (5.191)

c=d4, 0o - g, ) -7 +(aa®) 4, o, ) Had® +1, o)
Termenii din relatia (5.191) pot fi calculati pe baza informatiilor de la sfarsitul
iteratiei i, iar necunoscuta x; este astfel determinata prin rezolvarea ecuatiei (5.190),
valorile deplaséarilor de triere si ale factorului incremental de incarcare,
corespunzatoare iteratiei i+1, fiind astfel determinate pe baza relatiei (5.185)
respectiv (5.187). In general ecuatia (5.190) are solutii in multimea numerelor
reale, solutia x; va fi cea corespunzatoare valorii minime a produsului

Ad(m)T A calculat pentru cele doua valori posibile x; |, rezultate (Crisfield
1981). In cazul in care ecuatia (5.190), pentru N ; =1 nu poate fi rezolvata in

multimea numerelor reale, este utilizatd o metoda propusa de Lam si Morley (Lam
& Morley, 1990), bazatd pe tehnica de cadutare a falsei pozitii, pentru calcularea

unui nou factor n; care si corespundd unui discriminant nenegativ, b> —ac =0,
pentru ecuatia (5.190):

[AO E(Mi —gi)+d7T E(Ad(i) +17; |:fﬁhi)]z _(Ao +oF' Dﬁ?)x
[t e -0 +laat o, Y coat o, oo

Regrupand si ordonind termenii dupa puterile lui I, in relatia (5.192), conditia de

(5.192)

discriminat nenegativ este rescrisa in modul urmator:

V=al;+2B'H, +c'<0 (5.193)
unde:
a'= (4, + oF" F)don” h,)- (oF" on, )
b= (4, + k" oF)dpa’ oh,)- [4, a2, - g,)+ OF7 md(")]E(éFT h, )
c'= (4, + oF " ooF) (Ad(")T md®)- a2 |- o, dad, - g,)+ F" ma]+ oF” ma® +

+ 4,00, - g, ) dor” oF)
(5.194)

Termenii ce intrd in expresiile coeficientilor a’, b' si ¢’ din cadrul relatiilor de mai
sus, sunt calculati de asemenea pe baza informatiilor obtinute la sfarsitul iteratiei i,
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o parte dintre acestia fiind deja calculati si utilizati la formularea ecuatiei (5.190).
Domeniul valorilor parametrilor pentru care V ia valori nepozitive este delimitat de
radacinile ecuatiei V=0. In cazul in care aceastd ecuatie admite radécini reale, fie

acestea 1,,N,,N, >N,, o valoarea posibild pentru parametrul N, este obtinuta in
modul urmator (Fig. 5.28):
n; =N, =4¢, daca 7, <1,0

n,=n,+¢, daca —b—'<1,0</72
a

n;=n -4¢, daca —b—'>1,0>/7l (5.195)
a

n;=n +¢, daca 1,0 <7,
unde s-a notat:
£=0,050n, -n,| (5.196)
iar pentru convenienta si simplitate alegandu-se valori apropiate de valoarea 1,0. In
continuare cu noua valoare a parametrului I, se revine la ecuatia (5.190) obtinand

de data aceasta radacini reale.

b'
1’0<,71 ,71 <1’O<__,
a
v A v A
\‘ ni: } >N | 1!’0 !ni n;
HJU 10 /1 b nz\
al
n2<150 1
-—<10<n,
v A v A a
. D
1,0}\ : T n, /l'/l\ n_
L 7

Fig. 5.28. Alegerea parametrului I, .

In cazul in care ecuatia V=0 nu poate fi rezolvati in multimea numerelor reale,
se recurge la o solutie pentru eliminarea componentei h; a Incarcarii exterioare
neechilibrate. Astfel vectorul deplasarilor incrementale, este calculat pe baza
urmatoarei relatii:

Ad” =Ad" +3h, (5.197)

vectorul fortelor nodale interne incrementale ale structurii AP™ fiind la randul lui

231



reevaluat pe baza deplasarilor totale astfel determinate d,, + Ad™ . In continuare se

calculeaza factorul de incarcare incremental:

ANC = w (5.198)
AF’ [A\F
iar lungimea de arc este calculata pe baza urmatoarei relatii:
a =y(ap) @ + 4, dare) (5.199)

Pentru a reveni la lungimea de arc Al specificatd la inceputul pasului m este
utilizat urmatorul factor de scala:
Al
Aer
noile estimdri ale deplasarilor incrementale si ale factorului incremental de
incarcare fiind determinate in continuare pe baza relatiilor:
Ad([ﬂ) = /derc
DA = DA™
Existd doua situatii particulare pentru care estimarea deplasarilor incrementale
si ale factorului incremental de incarcare este realizatd urmand un alt procedeu

decat cel prezentat. Aceste situatii sunt prezentate in continuare si corespund primei
iteratii de la punctul de convergenta respectiv la formularea solutiei in origine.

E (5.200)

(5.201)

a) Prima iteratie de la punctul de convergenta
In cadrul incrementului m+1 de incircare, prima estimare a vectorului
deplasarilor incrementale si ale factorului incremental de incarcare este datd de
urmatoarele relatii:
Ad(l) = ﬂl mAdultim

M, = A (5.201)
1 1

unde:

= Al
H \/('”Ad”mm )T E(mAdultim )+ 4, E('"A/\””’"” )2

. It . Iti L o . . .
iar "Ad""™ respectiv "AN""" repreziti vectorul deplsarilor incrementale respectiv
factorul incremental de incéarcare corespunzatori echilibrului realizat la finele
iteratiilor din cadrul ciclului m de incarcare.

(5.202)

b) Formularea solutiei in origine

Pentru definirea lungimii de arc, la startul analizei, factorul initial incremental

()

de incarcare “/AA trebuie si fie specificat. Mai mult, in origine atat (5.189) cat si
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(5.201) sunt nedefinite. Considerand un punct de convergentd apropiat de origine
astfel incat A si d,, sunt mici, iar efectele neliniaritatilor fizice si geometrice sunt
neglijabile, avem:
d, =, K" [AF =), F (5.203)
A, = K" [BF (5.204)
Vectorul deplasarilor incrementale, corespunzatoare primului pas al analizei este
determinat pe baza urméatoarei relatii:
Ad, = AA, [OF (5.206)
Astfel relatia (5.188) devine:
AI* =Ad] IMd, + 4, DA = 2D BFT [BF (5.207)
Lungimea de arc Aldin relatia de mai sus este utilizatd pentru iteratiile in
apropierea originii, fiind reactualizata (maritd sau micsoratd) in continuare pe
parcursul celorlalte trepte de incarcare, in functie de viteza de convergenta.

Ajustarea lungimii de arc pe parcursul incrementelor de incércare este realizata pe
baza relatiei propuse de Ramm (Ramm, 1981):

14 :
= D VE (5.208)

unde /¢ reprezinti numirul iteratiilor propuse (dorite) pentru realizarea

convergentei, /"™ si AI"“" fiind numarul actual de iteratii necesar respectiv
lungimea de arc utilizata la finele pasului anaterior de calcul.

In continuare iteratiile continua conform procedeului expus anterior, pana la
satisfacerea unui criteriu de convergentd si disiparea integrala a fortelor
neechilibrate sau cel putin a componentei ortogonale. Criteriul de convergenta este
exprimat prin raportul dintre norma asociatd produsului scalar al fortelor
neechilibrate e; §i cea corespunzatoare fortelor nodale de referintd, conform

urmatoarei relatii:
JAle! e,
<¢ (5.209)
A, O/AF" [F

unde cu € s-a notat toleranta de inchidere.
Factorul de incarcare total la limita etapei (m+1) de calcul este

A, =\, +OA\,, procedeul aplicindu-se in mod repetat, trecand de la o etapa la

alta, pana se ajunge la stadiul de cedare global al structurii (determinarea incarcarii
limitd corespunzatoare echilibrului stabil) sau la stadiul corespunzator unei
deformabilititi exagerate a structurii (studiul echilibrului post critic). In figura 5.29
se prezintd schema bloc a algoritmului prezentat.

5.9.3. Particularititi de implementare

Pe baza algoritmilor prezentati in cadrul paragrafului anterior s-a realizat un
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program de calcul performant (NEFCAD) pentru analiza elasto-plasticd de ordinul
al Il-lea a structurilor in cadre plane si spatiale din otel si din beton armat.
Programul a fost dezvoltat de autor, intr-o prima faza, in limbajul de programare
Turbo-Pascal 7.0 respectiv C++, pentru sistemul de operare DOS 6.2, in maniera de
programare orinentatd pe obiecte. Programul a fost rescris ulterior in mediul de
programare Visual Basic 5.0, pentru sistemul de operare Windows posedand multe
facilitati noi si imbunatatiri fatd de versiunea precedentd. Astfel noua aplicatie
utilizdnd proprietdtile de modularitate si segmentare, facilitatile deosebite oferite de
mediul de programare cu privire la gestionarea memoriei, crearea si gestionarea
bazelor de date, stilul de programare orientat spre obiecte si condus de evenimente,
contribuie la o corecta structurare si modularizare a programului pentru
implementarea algoritmilor prezentati, asigurand totodata o fiabilitate si
predictibilitate crescutd a programului in timpul executiei lui. Aplicatia creata
utilizeaza o interfatd grafica utilizator (GUI), fiind o aplicatie cu interfatd multi-
document, oferind utlizatorului facilitati deosebite pentru pre si post procesarea
datelor referitoare la descrierea structurii §i prezentarea rezultatelor furnizate de
program in urma analizei, intr-o forma atractiva.

Programul realizat poate fi utilizat atit in varianta "stiintifica" (modelarea
neliniaritatii fizice la nivel de fibrd) aplicabil in cercetare pentru studii de
comportare si calibrare, precum si in varianta cu aplicabilitate directa (modelarea
neliniaritatii fizice la nivel de sectiune) in practica de proiectare a structurilor.

Datele de intrare necesare calculului se refera, in principal, la urmatoarele
caracteristici:

- Topologice : nr. bare, nr. noduri, conectivitatea barelor in noduri, tipul
de legaturi cu terenul.

- Geometrice: coordonatele globale ale nodurilor.

- Sectionale: dimensiuni geometrice, arii, momente de inertie ale
sectiunilor barelor.

- Materiale: moduli de elasticitate, rezistente de calcul, parametrii de
modelare a comportirii neliniare a materialului structurii. In versiunea
actuala programul utilizeazd urmadtoarele curbe caracteristice pentru
modelarea neliniaritatii fizice:

- la nivel de fibra: curbe caracteristice 0-€ pentru metal §i beton propuse de

codurile de proiectare In vigoare (EC3, EC2, etc)

- la nivel de sectiune: curbele caracteristice M-N-® (N-M-€) prezentate in

cadrul capitolului 4. Programul dispune de asemenea de un interpretor pe

baza caruia se pot defini curbe M-®, formate dintr-o succesiune de variatii
liniare, definite de utilizator.

- Comportare a conexiunilor semirigide: rigiditatile initiale, momentele
limita capabile, parametri de comportare neliniard in relatiile moment-
rotire.

- Forte exterioare: puncte (lungimea) de aplicatie, valoare, directii de
actiune. Incircari proportionale sau neproportionale: in cazul unor
incarcdri neproportionale 1incarcdrile definite constante (inc.
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gravitationale) 1n timpul aplicarii incércarilor monotone (crescatoare
sau descrescatoare) fac parte din secvente de incarcare diferite, lansate
succesiv in executie.

Start:
m=1, i=1

Calculeaza K (aplic.
»|  schema logica din fig.
5.26) si OF
NU
Calculeaza 3h;
Calculeaza 2
Aosi & Calculeaza
X1
NU
l Calculeaza M1
Caleuleaza N
aal
Calculeaza OA; si 2all) DA
Pt. fiecare radacina
v ¥ cale.AdY) i
emoreaza Calculeaza (1) gt
It _ AdV [Ad
AN =y migl) o, +0d0) e
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o interioare
g w
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E Calc. fortele nﬁchi]ibrale Ni
3 mHRY Calculeaza
: e ]
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2 Solutii reale
o Convcrﬁcnn ?
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o AN sind!
Convergenta ?
sy

NU

Reactualizeaza

< d si A

Cale. Ay

Calculeaza
Amat =Apy + BN

Fig. 5.29. Schema logica a algoritmului de calcul.

-Calcul: elastic/elasto-plastic, de ordinul I/ ordinul II, noduri rigide/flexibile;
modalitatea de conducere a rezolvarii: simplu incremental (Euler), incremental-
iterativ (Newton-Raphson), incremental iterativ (metoda propusd); metoda de
integrare numerica utilizatd (Simpson-simplu, Simpson-recursiv, Gauss-
Legendre, Gauss-Lobatto).
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Datele de iesire se refera la:

- Incarcarea limita: Factorul limitd de Incdrcare corespunzator
colapsului structurii (matrice de rigiditate singulara).

- Eforturi: Afisarea in mod text si grafic a valorilor eforturilor pe capat
de bara si in sectiunile (specificate) din lungul barelor, corespunzatoare
incércarii limita sau intermediare acesteia. De asemenea sunt
reprezentate grafic variatia eforturilor (N, M, T) de la capetele barelor,

- incepand de la prima treapta de incarcare si pana la oprirea analizei.

- Deplasari: Afisarea valorilor deplasarilor nodurilor structurii
corespunzatoare incarcarii limitd sau intermediare acesteia.
Reprezentarea grafica a deformatei structurii, incepind cu prima treapta
de incarcare si pana la oprirea analizei. Reprezentarea graficad a
curbelor incarcare-deplasare, pentru fiecare nod/grad de libertate al
structurii.

- Plastificarea sectiunilor: Reprezentarea grafica a pozitiilor si ordinea
de formare a sectiunilor complet plastificate; Distributia procentuala a
sectiunilor plastificate din lungul barelor (vizualizarea zonelor plastice
din lungul barelor si pe indltimea sectiunii).

Programul foloseste o procedura de alocare dinamica a memoriei necesare
ruldrii, in functie de complexitatea structurii analizate. Dimensiunile structurii care
poate fi analizatd sunt limitate numai de memoria disponibild (RAM + swapfile).
Matricea de rigiditate a structurii este stocatd in forma de banda, numarul de
elemente ale matricii fiind de N x LSB, unde N reprezintd numarul total al gradelor
de libertate ale structurii, iar LSB reprezintd latimea de semibanda. Rezolvarea
sistemului de ecuatii liniar, la fiecare pas al analizei, efectudndu-se prin metoda
elimindrii Gauss, cu matrice banda a coeficientilor sistemului.

Detalii cu privire la structurarea, rularea, pre si post-procesarea datelor, in
pachetul de programe NEFCAD sunt prezentate in Anexa 1.

5.10. EXEMPLE NUMERICE DE TESTARE A PROGRAMULUI DE
CALCUL

Principalele caracteristici prin care se evidentiaza modelul de calcul propus si
programul de calcul realizat se refera la: (1) posibilitatea modelarii comportarii
elasto-plastice a barelor structurii in ipoteza plastificarii distribuite respectiv a
formarii zonelor plastice si surprinderea acestor efecte asupra comportarii de
ansamblu, evitdind In acelasi timp discretizarea exageratd a barelor structurii,
specificd metodelor de calcul cunoscute pana in prezent, prin considerarea fiecarei
bare ca un singur element, reducand sensibil memoria-calculator solicitatd precum
si timpul si volumul calculelor, si (2) posibilitatea de modelare completd a
comportarii structurale, corespunzitoare unui echilibru stabil, respectiv instabil al
structurilor, prin surprinderea portiunii de curba perfect orizontala si
descrescatoare, de comportare. Totodata, obligativitatea de modelare a fortelor din
cuprinsul barelor ca forte concentrate, in nodurile aditional generate din lungul
barei specifica majoritatii metodelor de calcul neliniar cunoscute, este eliminata de
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modelul de calcul propus, prin transferarea fortelor din cuprinsul barei in forte
nodale echivalente la capetele ei, variabile de la un ciclu de calcul la altul, in
functie de rigiditatea barei.
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Fig. 5.30. (b) Definirea caracteristicilor sectionale
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Fig. 5.30. (c) Reprezentarea graficé a deformatei
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'

(d) Distributia zonelor plastice.

Fig. 5.30. NEFCAD -capturi ecran.

Evidentierea elocventd a sensibilitatii metodei de calcul propuse, in
surprinderea acestor caracteristici, s-a facut in cazul unor "structuri de test" cu grad
mic de nedeterminare statica, sensibile la efectele dezvoltarilor zonelor plastice in
lungul barelor.

Exemplul nr. 1

Se considera cazul unei grinzi simplu rezematd la capete, realizata dintr-un
profil W8x31 (E=200kN/mm’, 0,=250N/mm®) incircati cu o forta uniform
distribuita pe toata lungimea ei. Caracteristicile geometrice si materiale ale grinzii
sunt prezentate in figura 5.31.

S-au efectuat urméatoarele analize cu programul NEFCAD: o analiza elasto-
plastica, simuland formarea articulatiilor plastice, alegand pentru parametrii curbei
Ramberg-Osgood, valorile a=1, n=600; o analizd elasto-plasticd, modeland
comportarea elasto-plastici a sectiunilor barei pe baza relatiilor (5.33-5.34),
consideraind doua wvalori pentru marimea tensiunii reziduale maxime de
compresiune (v. fig. 4.8.b) si anume 0,~=0,3330,, respectiv 0,.=0,800,; o analiza
elasto-plasticd, cu formarea zonelor plastice in sectiune si in lungul barei,
modelarea neliniaritatii fizice a materialului realizindu-se la nivel de fibra,
utilizind in acest scop relatiile constitutive 0-€ prevazute de codul EC3, iar
distributia si valoarea tensiunilor reziduale in sectiune s-a luat de asemenea
conform prevederilor EC3 (v. fig. 4.8.a) In toate cazurile analizate s-a utilizat un
singur element la discretizarea barei.

In figura 5.31 sunt prezentate curbele incarcare-rotire, pentru capatul din
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dreapta al barei, in ipoteza formarii de articulatii plastice respectiv in ipoteza
plastificarii distribuite, iar in figura 5.32 este prezentatd distributia procentuald a
sectiunilor plastificate din lungul barei, considerand separat fibrele intinse respectiv
comprimate intrate in curgere.

Dupa cum era de asteptat, toate analizele efectuate semnaleazd acelasi factor

C A x q _ _ 8 EMpl
limita de incarcare, — =1,0, unde ¢ o= >
qp L
maxim de plastificare (98,7%) se afla la mijlocul grinzii, in sectiunea de formare a
articulatiei plastice. Efectul tensiunilor reziduale, se manifestd in acest caz, dupa
cum era de asteptat, printr-o scadere graduala a rigiditatii barei (de la valoarea
initiald corespunzitoare comportérii perfect elastice la cea corespunzatoare formarii
mecanismului de cedare), si care este mai aproape de comportarea reald a
structurilor metalice, spre deosebire de cazul formarii articulatiilor plastice, unde
aceasta tranzitie este brusca.

De remarcat eficienta algoritmului incremental-iterativ descris anterior, pe baza
caruia a fost condusd analiza in cazul de fatid, in surprinderea comportarii
postcritice, si in urma caruia a fost posibila evidentierea portiunii de curba
incarcare-rotire, perfect orizontald, de comportare. Totodata acest exemplu scoate
pregnant in evidentd, sensibilitatea metodei la aparitia zonelor plastice din
cuprinsul barei, respectiv la formarea articulatiei plastice din mijlocul ei, fard a fi
necesard o discretizare suplimentara a barei, corectia termenilor matricei de
rigiditate si a vectorului fortelor nodale de referinta, realizandu-se prin intermediul
coficientilor de corectie, prezentati in cadrul paragrafului 5.4.2. Un rol esential in
acuratetea metodei de calcul propusa, il joacd metoda numericd de integrare
folosita la evaluarea coeficientilor de corectie. In analizele efectuate mai sus, s-a
utilizat metoda numericd Simpson-repetat (aplicarea formulei Simpson pe un
numar tot mai mare de subintervale, pana la atingerea tolerantei de calcul impuse,
TOL=1E-5, intre doud evaluiri succesive ale integralelor). In aceastdi metodad
numerica "exactd" se ajunge in mod frecvent la generarea unui numar mare de
puncte de integrare, (in cazul de fatd pentru satisfacerea preciziei impuse a fost
necesar in unele situatii generarea unui numar de 50 de subintervale, 51 de puncte
de integrare), conducdnd astfel la marirea drastica a timpului de calcul si a
volumului calculelor, mai cu seama in cazul analizei efectuate in ipoteza formarii
zonelor plastice (analiza la nivel de fibrd). Prin urmare s-a studiat posibilitatea
utilizarii unor metode numerice in care punctele de integrare si localizarea lor este
dictatd de maximizarea preciziei de calcul pentru un numar dat de puncte -metoda
Gauss-, spre deosebire de metoda Simpson in care pozitionarea punctelor de
integrare se face liber, de reguld alegand subintervale de lungime egala. In cazul
utilizarii unor metode numerice de integrare, in care pozitionarea punctelor se face
pe criterii de maximizare a preciziei de calcul, trebuie tinut seama de specificul
integranzilor din relatiile 5.46-5.47, care au variatii mari in zonele plastic potentiale
(In general, capetele si mijlocul barei), in comparatie cu restul sectiunilor din
lungul barei. Un studiu cu privire la eficienta metodelor de integrare numerica

, ar sectiunea cu procent total
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Gauss-Lobatto, respectiv Gauss-Legendre este prezentat in continuare.
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Fig. 5.31. Curbele incarcare-rotire.
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Fig. 5.32. Distributia procentuald a sectiunilor plastificate in lungul barei.

In figura 5.34 sunt prezentate comparativ curbele incarcare-rotire, pentru
capatul din dreapta al grinzii, in cazul utilizarii metodei "exacte" Simpson-repetat,
pentru efectuarea integralelor in lungul barei, respectiv utilizand metoda numerica
Gauss-Lobatto, considerand un numar par respectiv impar de puncte de integrare.
Se observa o bunad concordanta intre curba "exactd" obtinutd cu metoda Simpson-
repetat, cu cea obtinutd prin utilizarea metodei Gauss-Lobatto, cu 9 puncte de
integrare numericd. De asemenea, este de observat cd, in cazul de fata, datorita
faptului ci zona plastic potentiala se afla la mijlocul grinzii (mijlocul intervalului [-
1,1]), este nevoie de un numar par de puncte de integrare mult mai mare decét cel
impar pentru o precizie asemanatoare, datorita faptului ca in cazul unui numar par
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de puncte de integrare, nu este prevazut punct de integrare la jumatatea intervalului
de integrat (mijlocul grinzii), in contrast cu cazul unui numar impar.

Eficienta metodei numerice de integrare Gauss-Lobatto fata de metoda Gauss-
Legendre va fi testata in urmatorul exemplu de calcul.

Se considerd cazul unei grinzi continue cu trei deschideri, cu o deschidere
centrald de lungime L=3,524m si doud deschideri laterale all, actionatd de o forta
uniform distribuitd in lungul deschiderii centrale (fig. 5.33). Se observa ca pentru
0 - 0 grinda continua se transforma intr-o grinda dublu incastrata in reazemele 2 si
3, in care caz zonele plastic potentiale sunt concentrate la capetele si la mijlocul
grinzii centrale.
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Fig. 5.33. Grinda continua cu trei deschideri.
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Fig. 5.34. Testarea metodei de cuadratura Gauss-Lobatto.

Un numar impar de puncte de integrare Gauss-Lobatto, acopera in totalitate aceste
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sectiuni, in timp ce un numar similar de puncte Gaus-Legendre omit capetele
intervalului de integrare (capetele grinzii centrale), conducand, in acest caz, la erori
semnificative la determinarea raspunsului neliniar. Curbele comparative Incarcare-
rotire, pentru capatul 3 al grinzii centrale, obtinute utilizind aceste doud metode
numerice de integrare, precum si in cazul utilizarii metodei Simpson-repetat sunt
reprezentate grafic in figura. 5.35.
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Fig. 5.35. Compararea metodelor de cuadratura Gauss-Lobatto si Gauss-Legendre
(curbele incarcare-rotire pentru capatul 3 al grinzii centrale).

Comportarea elasto-plastica a sectiunilor din Iungul barei a fost modelata pe
baza relatiilor analitice 5.33-5.34 considerand 0,~0,3330,. in figura 5.36 sunt
prezentate curbele comparative incarcare-rotire pentru capatul 3 al grinzii centrale,
in ipoteza formarii articulatiilor plastice (a=1, n=600), precum si in ipoteza
comportarii elasto-plastice a sectiunilor conform relatiilor 5.33-5.34, considerand
doua valori pentru tensiunile maxime de compresiune 0,=0,3330,., rspectiv
0,~0,800,, iar in figura 5.37 este prezentatd distributia procentuald a sectiunilor
plastificate, considerand separat fibrele intinse respectiv comprimate intrate in
curgere, din lungul barei, obtinutd la valoarea factorului limitd de incarcare
(9/9,72,0) , in ipoteza considerarii formarii zonelor plastice in sectiune si in lungul
barei, relatiile constitutive neliniare 0-€ si distributia tensiunilor reziduale pe
inaltimea sectiunii fiind considerate in mod similar cu cel de la exemplul anterior.
In aceste cazuri s-a utilizat metoda Simpson-repetat pentru calcularea coeficientilor
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de corectie.
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Fig. 5.36. Curbele incércare rotire pentru capatul 3 al grinzii centrale.
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Fig. 5.37. Distributia procentuala a sectiunilor plastificate in lungul grinzii centrale.

Exemplul nr. 2

In acest exemplu se testeaza sensibilitatea algoritmului descris la punctul 5.9.2
in surprinderea comportdrii postcritice a unei structuri pleostite Incarcate
transversal dublu incastrate (Fig. 5.38). Caracteristicile geometrice, mecanice si de
incarcare sunt prezentate in figura 5.38. In analiza neliniar geometrici efectuata
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(neliniaritatea fizicd a materialului s-a neglijat), barele s-au modelat cu un singur
element, avand sectiunea transversald de dimensiuni 1cm x lem.

S-au efectuat doud analize, prima condusd pe baza metodei incremental-
iterative cu corectii Newton-Raphson (pasi controlati de Incarcéri), si cea dea doua
pe baza algoritmului propus in prezenta lucrare, si descris la punctul 5.9.2 (pasi
controlati de lungimea de arc).

Asa cum era de asteptat trasarea curbei incarcare-deplasare verticald, in metoda
incremental-iterativdi cu corectii Newton Raphson, se opreste in apropierea
primului punct corespunzitor incarcarii critice, in timp ce 1n cazul conducerii
analizei in metoda pagilor controlati de lungimea de arc, se poate surprinde
intreagul domeniu de comportare a structurii, trasindu-se atit portiunea
descendenta a curbei, cat si surprinderea configuratiei stabile obtinuta dupa
fenomenul de "snap-through" (Fig. 5.38).
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Fig. 5.38. Curbele incércare-deplasare verticala.

244



	In cazul modelarii inelasticitatii la nivel de fibra, sectiunile transversale ale elementului de bara sunt acoperite de o retea de puncte ortogonala, monitorizându-se în fiecare astfel de punct starea de tensiune si deformatie în timpul procesului de cal
	Pe baza relatiilor constitutive neliniare (-( si prin monitorizarea starii de deformatie la nivelul fiecarui punct al retelei se pot determina caracteristicile de deformabilitate si de rigiditate ale sectiunilor tinând seama de: nivelul solicitarilor ext
	Rezolvând numeric acest sistem de ecuatii, aplicând metoda Newton-Raphson, predictia parametrilor u, (y si (z ce definesc starea de deformabilitate a sectiunii, în scopul realizarii echilibrului, este data de urmatoarea relatie de recurenta:
	Detalii cu privire la sistematizarea relatiilor de mai sus în functie de un numar restrâns de date, precum si cu privire la algoritmul de analiza elasto-plastica a sectiunilor metalice si din beton armat sau mixte, solicitate la compresiune cu încovoiere
	Înlocuind relatiile 5.126 în (5.127) rezulta:

