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Comportarea dinamica a sistemelor fizice conduce la modele
matematice formate din ecuatii diferentiale ordinare sau sisteme de
ecuatii diferentiale care nu pot fi rezolvate pe cale analitica (functii
complicate ca forma sau functii cunoscute doar pe baza unor valori in
puncte date tabelar si obtinute pe cale experimentala). Din acest motiv se
recurge la rezolvarea numerica a acestora.

Metodele numerice de aproximare a solutiilor conduc la tabele de valori
ale functiei necunoscute. Valorile tabelate se calculeaza utilizand o valoare
deja calculata cu un pas inainte (metode unipas) sau cateva valori calculate
deja (metode multipas).
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Aplicaidi
**Circuit R-L serie in regim tranzitoriu. Se considera un circuit format dintr-un
rezistor de rezistentd R si 0 bobina de inductivitate L, alimentate in serie la o

tensiune electromotoare e(t) = E-cos(w-t)
L

__N‘Wf\—i'_‘
Se studiaza variatia curentului in circuit la inchiderea &0 6; R
intreruptorului K. P

Circuitul R-L Serie
Se scriu teoremele lui Kirchhoff si rezulta o ecuatie diferentiala de ordinul I:
di(t)
dt |

e(t)=e,(t)+e (t)=R-1(t) + wlL -

U

ol - d:j(tt)m i(t) = E - cos(wt) [

DIN CLUJ-NAPOCA




Aplicardh

¢ Ecuatia liniilor de camp create de 0 sarcind in miscare in planul xoy sub
actiunea unui camp de forte, este 0 ecuatie diferentiala totala exacta;

< Miscarea unui electron supus unui camp electric E si a unui cAmp magnetic H
satisface ecuatia diferentiala vectoriala:

dv e

— = —U E+ Uy - v-AH

dt m
¢ Rezolvarea unei ecuatii diferentiale asociate unui circuit electric de ordin | sau
[l excitat cu un impuls — regim tranzitoriu;

% Condensator de capacitate C care se incarca de la 0 sursa de tensiune continua
E, printr-un rezistor de rezistenta R.

< Descarcare unui condensator de capacitate C, incarcat initial la tensiunea E, pe ||
un rezistor de rezistenta R.
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Voltage (V)

Aplicardh

¢ Analiza comportarii descarcatoarelor de supratensiuni, datorate comutarii
lintilor electrice cu sarcina capacitiva, presupune modelarea liniei ca si circuit,
tinand cont de prezenta sursei de energie, de amplasarea descarcatoarelor

(surge-arresters) si de natura sarcinii electrice (capacitiva):
Cable: Arrester - Suppressor Cable: Suppressor - Load

£) W } - £ N —
Modelul de cricuit electric Y Suige o - el
Q:T Generator H Arrester Suppressor fi =—
]
P Solutionarea numerica a ecuatiel

—_— 2 T =

' ' | diferentiale corespunzatoare circuitului, cu

—— Qc—10VAs T .
| {-TTSecioovasy variabild necunoscutd — tensiunea la bornele
F-7r-——r---r---7---1 descarcatorului, indica variatiile care apar
v 77 717 pentru diferite sarcini capacitive:

s — - — ——F — —— + — — — + — — —
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Modelul matematic cel mai des intalnit al fenomenelor care stau la baza
majoritatii aplicatiilor electrotehnice este ecuatia diferentiala. Rezolvarea
exacta a eccuatiilor diferentiale ordinare este posibila pentru o clasa foarte
restransa de aplicatii!!!

O ecuatic diferentiald este 0 ecuatie care contine pe langa variabilele
Independente si functiile necunoscute si derivatele acestor functii (sau
diferentialele lor) pana la ordinul n inclusiv (numarul n reprezinta ordinul
ecuatiei diferentiale).

O ecuatie diferentiala se numeste ordinara daca contine 0 singura
variabila independenta si are forma generala:

f(x, V.V Y y(”)):O
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Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale contin mai multe variabile
Independente si derivatele partiale ale functiilor necunoscute.

0z 071 6’z 0°1 0°z
Y| X, ¥, 20— — |=0
OX o0y OX° oOXoy oy

Rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordin n implicd Impunerea

» Daca toate cele n conditii (valori) sunt date pentru acecasi Vvaloare
a variabilei independente, integrarea se face cu conditii initiale impuse la
inceput in problema (problema Cauchy).

» Atunci cand intevin diverse valori ale variabilei independente, rezolvarea se
face cu conditii la limita
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Fie f . | x R—R 0 functie continua data, care descrie ecuatia diferentiala
de oridinul | care urmeaza a fi rezolvata, unde | este un interval real,
lar y, este valoarea inifiala a functiei care statisface acestd ecuatie
diferentiala — provenita din conditia initiala a problemeil.

Se propune determinaea functiei y : /—R care satisface problema cu
valori (conditii) initiale (problema Cauchy), adica evaluarea functiei y(X) in
nodurile a =X, < X; <X, < ... <X, ; <X, = b apartinand intervalului de
definitie I.

y'=1(x,y) "
y(Xo):yo |

, €1
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Demonstratia 7 — pe tablia

2 n

Yo =Yyt he Y )+ 0 0, )t £, ) R ()

hn+1
R, (%)= 1) FOEY(E) x <E<x,

Aproximatia este cu atat mal buna cu cat numarul de termeni luati
in considerare in dezvoltarea Taylor este mal mare. Metoda este directa intrucat
pentru calculul lui y,,, sunt necesare informatii numai despre punctul anterior

(Xi, Yi).

Daca se considera doar primii trei termeni din descompunerea in serie Taylor
n = 2 (Rn(x)=0) atunci se obtine urmatoarca formula aproximativa de calcul:

Yia =Y, +h°|:f(Xi’yi)-l_g.[fx(xi’yi)-l_ f(xi’yi)' fy(xi’yi)”
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Fie circuitul R-L serie din cadrul aplicatiei prezentate pentru care avem cunoscute
parametrii electrici: E = 12V, R = 4Q si L = 3,2uH. Sa se determine curentul prin bobina de
inductivitate L dupa inchiderea intrerupatorului K (t ia valori pe intervalul [0;40ms])

Pasul 1. Se definesc parametri electric ai circuitului R-L serie:
E:=12 R:=4 L:= 32-10_6 f:=50 ®:=2-n-f ® = 314.159

Pasul 2. Se scrie ecuatia diferential ce descrie functionarea circuitului R-L serie:
d . .
u.J-L-E‘l{t] + R-1(t) = E-cos(w-t)
t

Pasul 3. Se extrage derivata curentului din ecuatia diferentiala corespunzatoare circuitului:
d .
—1
dt

Pasul 4. Se defineste functia asociata membrului drept a ecuatiei diferentiale:

() = ——-(E-cos(w-t) — R-i(1))
w-L

F(t,i) := i-(E.cos(co-t) - Rii)
o




Metoda dezvoltarii in serie Taylor

e o

Pasul 5. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se determina pasul
de parcurgere al intervalului de definitie:

3 et

=0 =010 N=500  hi=—— h=8x10 °

{;

Pasul 6. Se determina sirul de puncte intermediare tk in care se evaluecaza valoarea
curentului:

k:=0..N tk2=ti+h°k

Pasul 7. Se definesc derivatele partiale ale functiei atasate, F, ecuatiei diferentiale:

N9 PR
F(t, 1) .—th(t,I) Fi(t,0) diF(t,l)

Pasul 8. Din conditia initiala Cauchy a problemei (intrerupatorul K deschis), reiese ca
valoarea curentului in momentul t = Os este egala cu OA:

|,:=0
- | =
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Metoda dezvoltarii in serie Tayl

e o

Pasul 9. Se implementeaza formula recursiva de calcul a valorilor functiei, pe baza
descompunerii in serie Taylor pana la elementul de gradul al 11-lea:

h
L=l h-[F(tk,lk) + E-(Ft(tk,lk) + F(tk,lk)-Fi(tk,lk))}
Pasul 10. Se vizualizeaza valoarea curentului la momentele de timp tk:
" =(0 0.094 0.185 --- 1.811 1.848 1.884)

3 T T T
N
2r f "'g ]
'{/-.\ J; Y
kS /
1 Z y -
| 0 -
_1F -
5‘.
Y ! .;

— 2 — '."\\‘-F ) \\v f'{ ]

_3 | | | i“i
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.1 Metoda lufi Euler (forma clasica)

Este cea mai simpld metoda de integrare numerica a ecuatiilor diferentiale
ordinare. Se obtine din metoda Taylor pentru n=1, adica se retin numai primii doi
termeni din dezvoltare rezultand forma explicita a metodei lui Euler:

2

V..=Y. +h-f(x,y.) i=01.. gs%y”(f), X <& <Xy

Interpretare geometrica: se alege un pas de integrare h astfel incat intervalul de
definitie [X,, b] sa fie impartit in pasi egali:

_b_Xo
N

h

Astfel avem aceeasi problema de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu conditii

{y'= f(x,y)
y(Xo) =Y

L
si curba solutiei: Y = Y(X) UNIVERSITATEA

initiale:
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¥ ok Prin metoda lui Euler solutia in nodul
(%, T ) Xy S aprox.imeazé cu ordpnata punctului

RELRE R de intersectic a tangentei la curba in
(5, ¥ punctul (x;, y;) cu dreapta X=X;,;.

! : Ecuatia tangentei:
— | I [
YO Y=Y +(X=%)-y'(x)
R X E Y (%)= (%, %)

rezulta formula de recurenta a algoritmului Euler: Yia=Y T h-f (Xi , yi)

Astfel metoda lui Euler se numeste si metoda
liniillor poligonale pentru ca curba y=y(x) se

inlocuieste prin linia poligonald My, M,,... conform y=tiz)
figurii alaturate. "

Iz

Dreapta care trece prin M, cu coeficientul My M | |
unghiular f(x,Yy,) - conform ipotezei prin care | | | |
ecuatia diferentiala care formeaza problema | | | |
Cauchy da in orice punct (x,y) panta curbei!!! R '

20 i1 Ha Hz H




1.2 Metoda lul Euler (forme fmbuns

Eiifite)

Observatie: In aplicatiile electrotehnice utilizarea metodei lui Euler duce la unele
dificultati din punct de vedere a preciziei metodei.

De aceea se folosesc variante ale metodei lui Euler cu precizie mai mare care
folosesc relatii de recurenta de forma:

Yian =Yi +h'q)(xi1yi1h)

% Metoda lui Euler imbunatitita (formula Euler-Huen)

CD(Xi’yi’h):%[f(Xi’yi)_i_ f(Xi +h’yi +h°y'i)]

unde in dezvoltarea in serie Taylor se retin primii trei termeni: Y’ = f (x.,V,)

g UNIVERSITATEA
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% Metoda lui Euler modificata (formula Euler-Cauchy)
h h | ,
q)(xi—l’ Yio1 h)=1 Xi +§’ Yia +§' Yia Yi= f (Xi , yi)

In aceastd metoda y’ nu se mai aproximeaza pe intervalul [xi, xi-1] cu valoarea de
la inceputul intervalului ci cu o aproximatie a valorii de la mijlocul acestui interval.

s Metoda lui Euler modificata ,,predictor — corector”

Rezulta din reuniunea versiunii metodei lui Euler clasica (relatia predictor) si a
versiunii modificate (relatia corector).

Cu metoda lui Euler clasica se calculeaza o prima aproximatie (valoarea prezisa
a solutiei in punctul urmator) adica se initializeaza valoarea lui y; cu o relatie:

Yi+1(0) =Yt h- f(xi’yi)

ﬂ UNIVERSITATEA |8
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Dupa aceea laun pas k (k= 7,2,3,...) al procesului iterativ de calcul noua valoare
a lui yi rezulta prin aplicarea unei relatii de recurenta de forma:

.(k) +h- f (Xi , yi(k))+ f (Xi+11 yi+1(k—1))
| 2

Vid =y

Calculul se considera terminat cand y; a fost determinat cu o precizie impusa
aprioric, cu alte cuvinte iteratiile se repetda pana cand diferenta dintre doua
aproximatii succesive y;® si y.«1) este mai mica decat o0 eroare stabilita dinainte,
primind atunci ultima valoare calculata.

k k— o e -
yi( ) _ yi( ! < & —eroarea maxima admisibild impusa

Observatie: La aceeasi valoare a pasului de integrare h
aceste metode modificate, imbunatatite a metodei lui Euler
asigurd O precizie mai bunid si 0 solutionare mail rapida

ﬂ a ecuatiilor diferentiale. “Ii
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Exemplu Pratic

Fie ecuatia diferentiala de ordinul I:  y'(x) +3y(X) - COS(X . %) =95—X CU conditia

initiala Cauchy y(7)=6, unde x ia valori pe intervalul [7,15]. Sa se determine
valorile functiei y(x) folosindu-se metoda lui Euler imbunatatita (Euler-Heun),
respectiv varianta modificata (versiunea Cauchy).

Pasul 1. Se scrie ecuatia diferentiala ce urmeaza a fi rezolvata:

y'(x) +3y(x) - ces(x — g) =5_x
Pasul 2. Se extrage derivate functiei necunoscute:
T
y(x)=5-x-3y(x) + cns(x - ;)

Pasul 3. Se defineste functia asociata ecuatiei diferentiale:

T
f(x.v) =5 —-x—-3v+cos|x — —
UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Pasul 4. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Huen:
1
(DEH(Xayah) = E(f(xay) + f(X-l- hay + hf(Xay)))
Pasul 5. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Huen:

h h
Oec(X, Y, h) :=f(X+ > Y + E-f(x,y))

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

b:=15 N :=100 h:=—— h =0.08

QD
I
~

Pasul 7. Se determina sirul de puncte intermediare xi in care se evalueaza
valoarea functiei necunoscute:

1:=0..N Xi::a+ h-i

g UNIVERSITATEA
TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA




Pasul 8. Se impune conditia initiala Cauchy y(7)=5:
=95 =95
YEH, YEC,

Pasul 9. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
imbunatatite (Euler-Heun) :

YEH.

= + h-® X., ,h
i1 YEH, EH( i»Y EH; )

Pasul 10. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
modificata (versiunea Cauchy) :

= + h-® X., ,h
yEc:i+1 yEc:i EC( . yEc:i )

Pasul 11. Se vizualizeaza valorile functiei necunoscute determinate in punctele xi:

vrl = 0 1 2 3 4 5 6
' 0 s| 3.864| 2061 2.239| 1.661

vpcT = 0 1 2 3 4

' 0 5| 3.864| 2961 2.239| 1.661




Pasul 12. Se reprezinta grafic alura functiei determinate cu cele doua metode:
6

o

~——_

& 8 10 12 14 16

X

Pasul 13. Se evalueaza abaterea procentuala dintre cele doua metode:

i
il

‘YEHi - YEci‘
Err = 0.015 %

‘YEH-
1

L
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I Metode de {dp Runge = Kultt

TR

Metodele lui Euler implica necesitatea evaluarii derivatelor de ordin superior ale
functiei y(x) respectiv ale functiei f(x,y) care duc la dificultati in aproximarea
numerica a derivatelor de ordin superior.

In schimb metodele de tip Runge — Kutta evitd in totalitate utilizarea
derivatelor de ordin superior ele folosind numai derivatele de ordin | ale functiei
y(X), adica valorile functiei f(x,y).

Se calculeaza valorile functiei f(X,y) intr-un numar de puncte intermediare ale
intervalului [x;,Xi.] pentru determinarea lui y; cu o eroare minima.

Cu alte cuvinte metodele Runge — Kutta de integrare numerica a unei ecuatii

diferentiale, inlocuiesc calculul derivatelor functiei f(x,y) prin evaluari ale sale in
diverse puncte.
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: y'=f(X,Y)
Fie ecuatia diferentiala ordinara cu conditii initiale de forma: {
y(X) = Yo
. b—a
a=X, <X <X, <...<X , <X =D X =a+h-i,i=1LN h:T

0 diviziune echidistanta a intervalului [a, b]!!!

Din ratiuni de simplificare a calculelor consideram combinatii liniare de valori
ale functiei in anumite puncte ale intervalului [x;, X;,,], solutia calculandu-se cu o
relatie unipas de forma:

V.=V +8,-k, +a -k +..+a -k

unde, din conditia ca dezvoltarea in serie Taylor a membrului drept (in functie de h)

sd coincida cu membrul drept al formulei lui Taylor de ordinul n+1, avem si =

formula dedusa si toti coeficientii dupa particularizari:

TEHNICA
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Particularizand parametrul n se determina diverse formule:
< Runge — Kutta de orinul | (n=0): Y, —dat

y.,=Y +h- f(xi , yi) -- fomula lui Euler clasica
< Runge — Kutta de orinul 11 (n=1): Y, —dat
1
Yia =i +E(ko T kl)

ko:h'f(XUYi) klzh'f(xi"i'h’yi"'ko)

Yo=Yy LY+ Oy +he£(x,y,)

fomula modificata a lui Euler (Euler-Huen)

g UNIVERSITATEA
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< Runge — Kutta de orinul 111 (n=2): Y, —dat
1
Yin =Y +€(ko +4k, + kz)

k,=h-f(x,y,) klzh-f(xi+g,yi+k—2°j k,=h-f(x +h,y, + 2k —k,)

< Runge — Kutta de orinul 1V (n=3): Y, —dat

Yin =Yi +%(ko + 2k1 + 2k2 + ks)

h K h K
k =h-f(x,v. —h-flx 42— v +_0 k. =h-f| x +—,y +-%
0 (Iyl) k1 h f(x.+2,)’.+2j 2 (I 2 y| 2)

k3:h'f(xi+h’yi+k2) .

Aceste formule sunt foarte utilizate in aplicatiile din i“i
domeniul electrotehnic - complicate si pretentioase din punct de

UNIVERSITATEA
vedere a preciziei!!!

TEHNICA
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Aplicaih

¢ Studiul performantelor dinamice ale motoarelor liniare de inductie, atunci
cand se realizeaza compensarea serie este 0 problema studiata in domeniul
proiectarii masinilor electrice, acolo unde este necesar sa sa obtind cupluri de
pornire si acceleratii ridicate. Aplicatii: utilaje industriale, tractiune electrica.

. Ry Ly Ly Ry Ly Ly
VWYY Y Y s MY YL

+ Vi - 4
vaw. 1EIIIIr.w.l gR}'

' : Ll
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Modelul matematic al acestui circuit este constituit dintr-un sistem de ecuatii
diferentiale, de unde rezulta variatia curentului in conditii dinamice. Pe baza
expresiei numerice a curentului, se deduce variatia cuplului, in raport cu reglajul
vitezei masinii liniare:

Thrust ()
o
Lo

0 20 40 60 a0 100 120
Velocity (KEm'h)
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Calculul regimului tranzitoriu al unui motor electric asincron; sistem de ecuatii
diferentiale;

Studiul efectului de stimulare magnetica a tesuturilor nervoase;

Determinarea caracteristicilor magnetice neliniare ale unor dispozitive
electromagnetice, prin testarea experimentala cu semnale alternative
sinusoidale, sau in trepte;

Caracterizarea comportarii in regim dinamic a motoarelor cu reluctanta
variabila (SRM), in vederea imbunatatirii parametrilor constructivi pentru
reducerea variatiilor rapide de cuplu;

Reprezentarea ca si circuit si simularea functionala a unei celule nervoase;

Proiectarea cuplajelor motor — masind de lucru, care utilizeaza fluide
magneto-rheologice, cu proprietati de orientare sub actiunea unui camp
magnetic;




Aplicafii

* Analiza stabilitatii la mari perturbatii a unui generator electric racordat la
un Sistem ElectroEnergetic (SEE)

GS T LEA SEE
_ L
O+ &

>
C

Cunoscand parametrii elementelor de sistem si datele referitoare la un anumit
regim de functionare, se cere sa se elaboreze un program de calcul pentru analiza
stabilitatii la mari perturbatii a generatorului sincron (GS) prin rezolvarea numerica
a ecuatiilor diferentiale care descriu functionarea in regim tranzitoriu a SEE. ?

“ UNIVERSITATEA
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Analiza stabilitatii la mari perturbatii se face prin integrarea ecuatiei diferentiale
de miscare a ansamblului rotoarelor generatorului si turbinei:

d’s 1 |
dt*

(P, P ~H-0)

rezultdnd curba de variatie in timp a unghiului intern o al generatorului (curba de
oscilatie) si cea a vitezel unghiulare o (reprezentand, de fapt, abaterea vitezei
unghiulare fata de turatia sincrond o, = 314 rad/s la 50 Hz)

Analiza formel acestor curbe ofera informatii in privinta stabilitatii sau a
instabilitatii generatorului la perturbatia considerata.

= M - constanta mecanica a ansamblului turbina-generator;

= P, - puterea mecanica a GS;

= P, - puterea electricd a GS;
ﬂ = H - constanta de amortizare (ingloband efectele tuturor i“i

surselor de amortizare a oscilatiilor). onivERsITaTER B
TEHNICA
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LXET

Rezolvarea Sistemelor de Ecualdl Diferenifiale de erdinul I

-

Se considera un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu conditiile initiale de
mai jos, aceasta problema fiind cunoscuta dupa cum stim ca problema Cauchy sau

1 dy| -
Y :&: f(X, Yir Yoo yr) yi(XO): Yior | =12,...,r
Se cere determinarea functiilor y;(X) care verifica sistemul si conditiile initiale,
adica determinarea valorilor y,; 4, ;5 ..., ¥j, Care sa aproximeaza cit mal bine
valorile exacte yi(x,), Yi(X,),..., Yi(X,) ale functiilor y;(x).

Observatie: Punctele x,, X,,..., X, sunt echidistante pasul h fiind: h = X;,; — ;.

Metodele de rezolvare raman aceleasi ca si la ecuatiile
diferentiale nol prezentand aici doar o adaptare a acestor

metode pentru sistemele de ecuatii diferentiale. i“i
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s Metoda lui Euler (formula clasica):

Se aplica 1n n pasi, valorile corespunzatoare ale functiilor yi(x), 1=1,2,...,r la un
pas j, J=1,2,...,n se determina cu relatiile:

ij — ij—1 +h- fi(xj—liyl,j—l’y2,j—1""’yr,j—1): yi,j—1+h' fi,j—l

| — numarul ecuatiei; ] — numarul intervalului (pasului punctului de la finele intervalului).

s Metoda lui Euler (formula modificata):

h
Yii=VYij1t E[fi,,-_l + (><j /N (| FIPIRAE  (| A TA hfr,,-_l)]
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¢ Metoda lui Runge — Kutta de ordinul 1V:

1
yi,j — yi,j—l +E(k1,i + 2k2,i + 2k3,i + k4,i)

k1,i =h- f(Xj—11 Yijar Yo joaree yr,j—l)

1 1 1
k2,i =h-f X +Eh’y1,j—1 +§kl,1’y2,j—1""’yr,j—1 +Ek1,r

1 1 1
k3,i =h-f X +§h’y1,j—1 +§k2,1’y2,j—1""’yr,j—1 "‘Ekz,r

k4,i =h- f(Xj ’ yl,j—l T k3,1’ y2,j—1 T ks,zv--’ yr,j—l + k3,k)
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EX(@I]T]T][DI]GJ] Pn@@th‘]@

[ d Y() _z
d—yO(x) sin(x) — yo(0) == -

N

d 3
i y1(x) = 7 yO(x) - 2C05(X) y1(0) = 7

Sa se determine valorile functiilor , yO(x), y1(x) pe intervalul [0,10x].

Pasul 1. Se definesc functiile caracteristice asociate ecuatiile diferentiale ce formeaza
sistemul studiat.

: 1
f1(X,y0,y1) :=sin(x) — y?

3
fo(%,y0,y1) := Z-yO — 2c0s(X)

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte intermediare de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

DIN CLUJ-NAPOCA

b-a
a:=0 b:=10n N:=100 h:=——  h=0314 ][]
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Pasul 3. Se determina sirul X; de intermediare in care se doreste calcularea valorilor
functiilor necunoscute y;(x) :

1:=0..N Xi = a + h-li

Pasul 4. Se introduc conditiile initiale Cauchy care descriu solutiile sistemului de ecuatii
diferentiale:

31

ylo =—

7T
¥0q := 1

5

Pasul 5. Se calculeaza valoarea functiilor necunoscute in punctele intermediare X;
folosindu-se metoda lui Euler (forma clasicd):

Rez := YO,O < Y0p

for jel.N
Yo.i < Yot h-fl(xj_l,Y
Yo Yot Yo o Y )

O,j—l’Yl,j—l)




Rez = 0

Pasul 6. Se extrag valorile functiilor necunoscute y0(x), y1(x):

207

0 1 2 3 4 5 6
0.628 0.443 0.393 0.469 0.647 0.89 1.152
2.356 1.876 1.383 0.967 0.708 0.667
( T)<O> ( T)<1>
y0 :=\Rez yl :=\Rez

Pasul 7. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:




Rezolvarea Ecuafiilor Difereniiale de ordin Superior

r 2 r-1
Fle ecuatia diferentiala de ordin r: Cdlx?/ = f (X, Y, gi , 3)(2/ — Ccllxrilj
ry(xo ) =Y

cu conditiile initiale: ) y'(xo ) =Yo

Se doreste determinarea valorilor y,, y,, ..., y, care sa aproximeze cat mal bine
valorile exacte y(x;), Y(X,),..., y(x,) ale lui y(x), punctele X, X;, ..., Xy fiind
echidistante.

g UNIVERSITATEA
TEHNICA
DIN CLUJ-NAPOCA




Se transforma ecuatia diferentiala de ordin r intr-un sistem de r ecuatii
diferentiale ordinare care se rezolvda cu metodele cunoscute din paragraful

precedent:

\

r

cu conditiile initiale:

o d
Yi= d_>:(1 =Y,
. d
Y, % =Y
dy,
Y, = dyx = (X Y1 Yo Vi)
ry1,o =Yy = y(xo)
< Yoo = y'o — y'(xo)
.......................... i“i
yr,O _ ér—l) T y(r_l)(xo) UNIVERSITATEA
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Exemplu Practc

T e et P T e

Se considera un circuit R,L,C serie alimentat de la o tensiune oarecare u(t). Sa
se determine variatia sarcinii electrice si a intensitatii curentului electric din circuit
in intervalul de timp de 60 ms ce trece de la gnceperea functionarii.

]
. |

@, it F

L

—6 :
L:=02 H (C:=3010 = F R:i=12 Q U(t) :=24+/2:sin(2-7-50-)

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuitul R,L,C serie de mai sus:

d . 1
L-El(t)+R-l(t)+6-jl(t)dt=u(t)

Se aplica legea conservarii sarcinii electrice:

: d : . d. d’
I(t) = aq(t) = q(t) = I I(t)dt s E'(t) = Fq(t) UHWS!!EM
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Se rescrie ecuatia integro-diferentiala obtinuta din teorema a doua a lui
Kirchhoff sub forma de ecuatie diferentiala de ordinul 11

L9 a0 +R- L+ L g =u(y
dt’ dt C

Se transforma ecuatia diferentiala de ordinul Il intr-un sistem de ecuatii
diferentiale de ordinul 1 prin aplicarea urmatoarelor notatii qO(t)=q(t) si

q1(t)=q0°()
d
ql(t) = pm qo(t)

d 1
\L-qu(t) + R - gl(t) +E-q0(t) =u(t)

<

v
<00 = 1) 40(0) =0

lg  u®-R-aO- 900
< q) = 1(0) = 0
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Pasul 1. Se defineste vectorul de functii D(t,Q) asociat membrului drept al
sistemului de ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 si 2 se foloseste tasta ,,[”:

Q

D(t,Q) :=| u(t) - R-Q - é-QO

L

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte
Intermediare. Indicii 1 si f se introduc cu tasta ,,.”:

3

tj:=0  t:=60-10 ~ N :=1000

i
- o e e 0
Pasul 3. Se defineste vectorul valorilor initiale: QO :—( j

Pasul 4. Se apeleaza functia predefinita Rkadapt:

Sol := Rkadapt(QO, tj, t¢, N, D) [
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Pasul 5. Se separa vectorul punctelor intermediare t si al valorilor functiilor
necunoscute q(t) si i(i) in aceste puncte din matricea Sol rezultata. Separarea
vectorilor x, y0, y1 si y2 se face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-
ul Matrix (combinatia de taste ”Ctrl+6):

(0 (D

t :=Sol q := Sol i:=SoI<2>

Pasul 6. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

4)(10 1T III.!\IIII fh',l

AWAW
. /“W\,% Bivarev

— 4><10
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