STATICA-1 DEPLASARI PUNCTUALE

DEPLASARI PUNCTUALE

Tn multe situatii proiectarea structurilor necesits luarea in considerare si limitarea deplasarilor prin
reducerea deformatiilor structurale, pe langa evaluarea capacitatii portante. Calculul deplasarilor
punctuale se bazeaza pe aplicarea principiului lucrului mecanic virtual la structuri, Tn domeniul
comportarii elastice. Pentru echilibru, lucrul mecanic total al fortelor exterioare si interioare
trebuie sa fie nul. Deplasarile virtuale considerate in cazul lucrului mecanic virtual, trebuie sa fie
compatibile cu legaturile, reprezentand o deformata posibila a structurii.

Conditia generala de echilibru intr-o pozitie deformata

Tn cazul unei structuri alctuite din bare, daca forta real P; parcurge o deplasare virtuala Aj, atunci
se poate scrie (termenii virtuali fiind marcati cu bara deasupra):
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Aceasta relatie exprima echilibrul in cazul fortelor reale.
Considerand insa o incdrcare virtuala P; care parcurge o deplasare reala A, in mod similar cu
expresia anterioara va rezulta:
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Aceasta relatie exprima conditia de compatibilitate a deformatiilor reale.
Cele doua relatii reprezinta conditiile generale de echilibru static al unei structuri. Astfel, se poate
deduce ca in cazul unei grinzi drepte cele doua situatii ilustrate mai jos sunt identice:
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Altfel spus, se poate considera o incarcare reald P; producand o deplasare virtuala A; (alaturi de
eforturi reale cu deformatii virtuale corespunzatoare), sau o incarcare virtuala P; corespunzatoare
unei deplasari reale A; (alaturi de eforturi virtuale cu deformatii reale corespunzatoare). Astfel,
lucrul mecanic rezultat in cazul urmatoarelor doua situatii ilustrate va fi acelasi:
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Reciprocitatea lucrului mecanic (teorema lui Betti)

Vectorul incarcarilor si al deplasarilor avand forma de matrice coloana, utilizand forma lor
transpusa se poate scrie:
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Dezvoltand aceste relatii rand pe rand, considerand expresiile componentelor lor (cunoscute deja
de la disciplina de Rezistenta Materialelor):
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n cazul fortelor reale parcurgand deplasari virtuale se va obtine:
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Tn mod similar se poate dezvolta si relatia pentru cazul fortelor virtuale corespunzitoare unor
deplasari reale, rezultand:
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Ceea ce inseamna ca lucrul mecanic virtual generat de catre forte reale parcurgand deplasari
virtuale va fi identic cu cel generat de catre forte virtuale care parcurg deplasari reale:
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Ceea ce se poate exprima si sub formele:
Deci, lucrul mecanic generat de catre un sistem de forte reale P; parcurgand deplasadrile produse
de catre un sistem de forte virtuale P; este egal cu lucrul mecanic produs de catre un sistem de
forte reale P; parcurgand deplasarile produse de catre sistemul virtual P;.
Orice structura poate fi incarcata cu forte sau prin deplasari. Deplasarile punctuale elastice
(neremanente) vor aparea datoritad incarcarilor cu forte, iar in cazul incarcarilor prin deplasari se

vor naste reactiuni (forte in legaturi) datorita trecerii structurii intr-o pozitie deformata
(compatibila cu legaturile existente).

Reciprocitatea deplasarilor unitare:
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n relatia de mai sus, primul indice marcheaza pozitia punctului in care se produce deplasarea, iar
cel de al doilea pozitia punctului de aplicare a fortei unitate. Aceasta relatie se aplica la rezolvarea
structurilor prin metoda fortelor.
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Reciprocitatea reactiunilor unitare:

Reactiunea in punctul i din incdrcarea cu deplasare unitate in punctul j este egala cu reactiunea in
punctul j ce rezultad din incdrcarea cu deplasare unitate in punctul i. Aceasta relatie se utilizeaza la
rezolvarea structurilor prin metoda deplasarilor.

Reciprocitatea dintre o deplasare unitara si o reactiune unitara:
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Deplasarea punctului i dupd directia fortei P; = 1 datoritd unei incdrcdri A; = 1, este egala si de
semn contrar cu reactiunea ce se naste in legdtura j datorita actiunii fortei P; = 1. Aceasta relatie
se aplica la trasarea liniilor de influenta la structuri static nedeterminate.

Expresia generala a deplasarilor punctuale in domeniul elastic:
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Considerand cadrul plan ilustrat, incarcat cu forta P, prin deformatiile produse punctul i va suferi o
deplasare a carei componenta orizontala s-a marcat cu A;. Astfel, se poate considera o incarcare
unitate virtuald pe orizontala (pe directia A;) parcurgand o deplasare reala A;. Pornind de la
expresia echilibrului static Tn domeniul elastic (insemnand lucru mecanic virtual nul) al structurii:
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Pentru punctul i se poate scrie (luand in considerare si un eventual efect al torsiunii m‘):
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Tn aceast3 relatie cifra 1 din fat3 este valoarea incircarii virtuale si din punct de vedere matematic
se poate ignora (are semnificatie doar pentru unitatile de masura). Daca se iau in considerare si
posibile cedari de reazeme (din inexactitati de montaj sau de construire etc.):
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(A este deplasarea rezemarii i cu reactiunea unitate r;), iar in cazul variatiilor de temperatur care

se pot manifesta in interiorul unor bare (intre fetele sectiunii) si in lungul axului unor bare
(temperaturi diferite la capete):
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Tn aceste relatii din urm3, a este coeficientul de dilatare termic liniara, At este diferenta de
temperatura intre fetele exterioare ale sectiunii si h este distanta dintre aceste fete ale sectiunii,
iar t reprezinta variatia temperaturii in axul barei (diferenta de temperatura intre capetele barei).
n cazul structurilor static determinate cedarile de reazeme si variatiile de temperatura nu vor
produce eforturi, vor duce doar la modificarea geometriei structurale!

n cazul unei incércari cu forta generalizata care produce eforturile M;, N;, Ti si M;" in sectiunea
curenta si deformatii elastice, expresiile deplasérilor relative vor fi:
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De aici rezulta relatia “Maxwell-Mohr” (expresia generala a deplasarilor punctuale):
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Relatia “Maxwell-Mohr” este aplicabilad atat structurilor static determinate, cat si celor static
nedeterminate, cat timp deformarea structurii este in domeniul elastic. Partea referitoare la cedari
de reazeme si la variatii de temperatura sunt aplicabile numai la structuri static determinate! La
structurile static nedeterminate aceste incarcari vor produce eforturi (si deformatii elastice)
datorita surplusului de legaturi, astfel, la calculul deplasarilor trebuie considerate efectele lor
impreuna cu cel al eforturilor.
Observatie:
Diagramele de efort (m;, n;, t;, mit) produse de catre o incarcare unitate au intotdeauna variatie
liniara pe structurile static determinate. Momentul de inertie al sectiunii barelor poate varia, dar
se poate raporta la o valoare de referinta aleasa arbitrar (l).
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Metoda rezultata, prin care se poate inmulti suprafata QQ,, a diagramei neliniare cu ordonata
corespunzatoare Mg din diagrama liniara poarta denumirea “regula lui Veresciaghin”.

Tn majoritatea cazurilor termenii din relatia “Maxwell-Mohr” au ponderi diferite, astfel nu se iau
toate in considerare la calculul deplasérilor punctuale:

- Labare si cadre: SN g dx
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Celelalte componente au de regula o influenta sub 10% in calculul deplasarilor (dar in cazul
barelor scurte trebuie considerat si efectul fortei taietoare).
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(neglijand efectul curburii daca p> 10-h, dupa cum s-a ilustrat).

Utilizarea simetriei si antisimetriei

n cazul structurilor simetrice, prin descompunerea incarcérilor in componente simetrice si
antisimetrice, calculul deplasarilor se poate face pe jumatatea variantei simetrice (inmultind apoi
rezultatul cu doi), iar Tn cazul componentei antisimetrice diagramele se vor anula. Pentru ilustrare
s-a considerat exemplul urmator, pentru calculul deplasarii verticale a punctului C:

Cateva caracteristici geometrice simple (centre de greutate si suprafete):
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Exemple cu probleme rezolvate
1. Cadru plan:
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Doar diagrama M va fi considerata, datorita influentei reduse a celorlalte eforturi.
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Dupa cum se poate observa, deplasarea punctului A pe verticala se va produce in jos
(corespunzator cu orientarea incarcarii verticale unitate aplicate).
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Deoarece rezultatul este negativ, deplasarea pe orizontala rezulta in sens contrar orientarii
incdrcarii unitate aplicate (adica spre dreapta).
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Rotirea punctului A va fi in sens orar (corespunzator orientarii momentului unitate aplicat ca
fncarcare virtuald).

1. Structura articulata plana:
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Diagramele fiind dreptunghiulare, nu s-au reprezentat grafic pe structura, s-au marcat doar
valorile eforturilor axiale.
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