Interpolare cu functii SPLINE

1 Functii spline
Fie un interval [a,b] si o diviziune a sa:

A={a=ump,x <..<uwH=>0}. (1)

Definitia 1.1 Se numeste functie spline cubicé corespunzatoare diviziunii A o functie notatd sa 3
care:

1.Este polinom de grad trei pe fiecare interval al diviziunii A;

2.Fste o functie cu derivata de ordin doi continua pe intervalul [a, b].

Expresia analitica a unei functii spline este data de:

n
Sa3 =C oL +c 1+ Z ¢ (x — a:l)i (2)
=0
unde (z — a:l)i este functia putere trunchiata definita de:
( . ‘>3 . 0, T < x;
TR (37—371‘)17372371‘

Pentru o functie f : [a,b] — R numim functie spline de interpolare o functie spline care

coincide cu functia f pe diviziunea data, adica verifica egalitatile:
sag (@) = f (@) ,i= 0,n. (3)

Notéand cu M; derivatele de ordin 2 ale functiei spline pe nodurile diviziunii A din conditiile
(3 ) rezulta expresia analiticd a functiei spline de interpolare pe intervalul (x; 1,;) (notdnd
hy =2, — 2 1)
M; (37 - 371‘71)3 — M, (37 - $i)3

6h;
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Punénd conditiile de continuitate in nodurile diviziunii a derivatei de ordin I a functiei spline rezulta
pentru determinarea valorilor M; sistemul:

(4)

sas(z) =

I hi 4 Pyt hita fimi—fi  fi— fiza

- — Mz Mz — - y 5

6 1+ 3 + 6 +1 T » (5)
i = Tn=1

La acest sistem se mai adauga fie:

1.(a) conditia ca pe capetele diviziunii derivata a doua sa fie nula,

(b) fie ca derivata intéi sa coincida cu derivata functiei f pe a,b .

In cel de al doilea caz rezultd pentru M; sistemul:
aoMo + coMy = dg
biM; 1+ a;M; + ;M1 =d;, i=1,n—1 (6)
b, M, 1+ a, M, =d,
cu notatiile:

h; =i Ji— fie .
S I S 6 <f+1 fi fi—f 1>,z:
hi 4+ hitq hi 4+ hitq hiy1 h;

fl fO ! o 6 / fn fn 1
b, = l,co=1,do= h1< I _f0>’dn_h_n<fn_ I >7
a; = 2,i=0,n,f;=[(2),fi=[ ()

Remarca 1  [/n alooritm eficient ventru rezolvarea sistemului (6) este urmdtorul:
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1. Se calculeaza coeficientii sistemului (6) cu formulele (7);

2. Se determina numerele w;;1,q;, 1 = 0,7 — 1 conform formulelor:

Qg = C()/CLO
w; = ai—ai,lbi;ai:ci/wi,z:l,n—l
Wy = ap — Oénflbn.

3. Se determina numerele 2, i = 0, n din formulele:
20 = do/Q,Zi = (dz — bizi,l) /wl,z = 1,_71

4. Solutia sistemului (6) este data de :
Mn = Zn; Mz = Z; — Oél‘MH,l,i =n — 1,0

5. Pe fiecare interval (z;, z;,1) functia spline de interpolare se calculeaza conform formulei (4), cu
M; determinati mai sus.

Lasam pe seama cititorului sa verifice ca acest algoritm nu este altceva decéat factorizarea
LU a marticei sistemului (6) si rezolvarea lui folosind aceasta factorizare.

Remarca 2 Dacda in formula (4) facem schimbarea de variabild x = tx; + (1 —t) z;,_1 atunci vom
obtine o functie notatd s; definita pe [0,1] a cdrei expresie este:
2

Practic determinarea funcliei spline de interpolare constd in determinarea girului de functii (s;), 1=
date de formula de mai sus, coeficientii m; determindndu-se conform algoritmului de la remarca
precedentd.

Exercitiul 1.1 Se propune determinarea functiei spline cunoscdnd valorile unei functii f pe nodurile
diviziuni A date de (1) si valorile derivatei sale f, f pe capetele intervalului.



