G.O.M. Schema
1 Schema de integrare prin cuadraturi' a unei ecuatii diferentiale ordinare

de ordin 1

Fie ecuatia diferentialéd de ordin intai scrisd sub forma:

u(z,y)de+v(z,y)dy =0 (1)
sau sub forma:
v =f(z,y). (2)
(Trecerea de la (1) la (2) si invers se face tinand cont ci y' = % i notand f (z,y) = *585? )

Pentru a afla solutia generald a ecuatiei (1) se fac urméatoarele calcule:

1. Se calculeaza derivatele partiale g—Z gi %.

2. Se verifica egalitatea: g—Z = %. Daca aceasta egalitate e verificatd se trece la pasul urmator, daca nu la pasul 5.

3. Se spune cd ecuatia (1) este o ecuatie diferentiald exactd (sau c4 membrul drept este o diferentiald totald exactd) si
se determina functia U a cdrei diferentiald este mebrul drept al ecuatiei conform formulei:

z Y
U (z,y) — U (z0,yo0) :/ u(t,y) dt—l—/ v (zo, t) dt, (3)
Zo Yo

unde xg, Yo se aleg astfel incat integralele din formula de mai sus sd fie cat mai simplu de calculat.

4. Se scrie cd solutia generald a ecuatiei (1) este datd implicit de U (x,y) = C. (unde C este o constantd arbitrari), si se
terming rezolvarea problemei.[]

5. Se verificd dacd ecuatia (1) nu e cu variabile separabile, adicd de forma:

) a1 () b1 (y) dz + az (z) b2 (y) dy = 0. (4)
In acest caz se imparte ecuatia (4) cu by (y) az (x) si devine:

az (@) b (y)

care este o ecuatie diferentiald exactd (u(z,y) = Z; Ei;,v (x,y) = Z?Ezg) si se determind functia U (x,y) conform

formulei: U (z,y) — U (x0,y0) = f;; Z;Eg dt+ f;o ngg dt (adicd practic se integreazd primul termen din (5) in raport cu

x si cel de al doilea in raport cu y) apoi se trece la pasul 4. Dacd ecuatia nu e de forma (4), se trece la pasul urmdator:

=

_ou
6. Se cautd factor integrant functie de x : se calculeazd 2= si dacd acest raport este f () (depinde numai de x) se
)

determind p (z) = el f@dr go inmulteste ecuatia (1) cu u , se calculeazd functia U cu noile functii u,v si se trece la
pasul 4. In caz ca nu existd factor integrant functie de x se trece la pasul urmadtor:

u_ou
7. Se cautd factor integrant functie de y : se calculeazd 2*—2% si dacd acest raport este f (y) (depinde numai de y) se
determind p (y) = el Wy se inmulteste ecuatia (1) cu p , se calculeaza functia U cu noile functii u,v gi se trece la
pasul 4. Dacd nu exista nici factor integrant functie de y se trece la pasul urmator:

8. Se verifici dacd in ecuatia (1) functiile u si v sunt omogene de acelasi grad m>. In acest caz ecuatia (2) este de

forma:
v =1(%) (6)

si prin schimbarea de functie z(z) = % (y = zz,y =2z + 2 sau dy = xdz + zdx dacd se foloseste forma (1))
ecuatia (6) devine o ecuatie cu variabile separabile in z,z (y = zz, y = 2’z + z sau dy = xzdz + zdx dacd se foloseste
forma (1)) si se fac calculele ca la pasul 5, inlocuind in final z cu £. In caz cd ecuatia nu este de forma (6) se trece la
pasul urmdtor:

9. Se verificd dacd ecuatia nu este de forma (omogena generalizatd):
/ a1x+ by +
Y _f<a2x+b2y+cQ>’ (™)
ar by
az by
a1z + by +c =
asx + boy +c2 =

si in acest caz , daca # 0 se face schimbarea de functie si de variabild y = z + yo,z = t + x¢ ( o, yo sunt

solutile sistemului { 0 ) obtinand o ecuatie de tip (6) in t, z si continuand calculele ca la 8, inlocuind

al b1
az by
cu variabile separabile in z,x, comtinudnd calculele ca la pasul 5. Daca ecuatia nu este nici de aceastd forma se trece
la pasul urmator:

in final z cuy —yo si t cu x — xg, lar daca ’ ‘ = 0 cu schimbarea de functie a1x + b1y + ¢y = z se obtine o ecuatie

1
2

adicd aflarea solutiei generale folosind calculul primitivelor.
o functie u este omogend de grad m dacd: u (tz,ty) = t™u (z,y) pentru orice t € R astfel incat (z,y) si (tz,ty) sunt din domeniul de
definitie a functiei wu.
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Se verificd dacd ecuatia (2) se poate pune sub forma:
v +p(@)y=qz) (8)

(adicd ecuatia este o ecuatie diferentiald liniard de ordin I , omogend dacd ¢ (x) = 0, neomogend in caz contrar).
Solutia general este dati de: y (z) = Ce™ JP@dr 4 o= [ pla)dz Jq(z) e/ P@)drdy (luand o singurd primitivd pentru
fiecare semn de [)O. Dacd ecuatia nu e de forma (8) atunci:
Se verifica dacd ecuatia (2) nu e de forma:

y +p(@)y=aq@)y” (9)
cu a # 0,1 (Bernoulli) si in acest caz se imparte ecuatia (9) cu y~® si cu schimbarea de functie z = y'=°
(2" = (1 — a) Z=) se obtine o ecuatie liniara in functia z care se rezolva conform pasului 10, féicand apoi in rezultat

. . g 1 . . - .
schimbarea inversd y = z7-=. Dac4 ecuatia nu e nici de forma (9) atunci:

Se verifica daca ecuatia nu e de forma Riccati:

v =p@) v’ +q(@)y+r(2) (10)
si in acest caz se mai verifici dacd nu se observa (sau se dd) o sulutie particulard y;. Cu schimbarea de functie
Y=y + % ecuatia (10) devine o ecuatie liniard in z,x se rezolvd ca la 10 si se tine cont de substitutia facutd. Dacd
ecuatia nu e nici de aceasta formd atunci se trece la pasul urmator:

Se verificd dacd ecuatia nu se poate pune sub forma (Clairaut):

y=ay +o () (11)
Dacd ecuatia e de forma de mai sus atunci solutia generald este datd de:
y=Cx+ ¢ (C)

iar solutia singulara este data parametric de:
{ T = /—¢/ (p) )
y=—p¢ (p)+¢(p)

Daca ecuatia nu e de forma Clairaut (11) atunci:

Se verifica daca nu e de tip Lagrange:
y=26)+v 1) (12)

(cu ¢ (y') £y ) si acest caz se face schimbarea de functie y' = p(x) in (12). Prin derivare se obtine ecuatia:

dp dp
p=9¢) +2¢'(p) 7 +¢' () 7
care e echivalenta cu: , ,
de  x¢'(p) ¢ (p)
dp ~ d(p)—p p—0(p)
ecuatie de forma (8) cu x functie necunoscutd gi p variabild independentd. Solutia generald va fi de forma
z(p) =Cf (p)+ g (p) (vezi 10.) iar solutia generald a (12) va fi datd parametric:
{ z(p) =Cf(p) +9(p) .
y=(Cf(p)+g() o) +¢(p)
Ecuatia mai poate admite solutii singulare de forma y = p1z + ¢ (p1) unde p; este solutie pentru ecuatia:
pr=9(p1).

Daca nu s-a gresit nici un calcul, inseamnéa ca ecuatia nu se poate integra cu metodele de la curs, dar poti sa mai
incerci alte metode.l




