Sisteme de ecuatii diferentiale
A. U. Thor

0.1 Sistemedeecuatii diferentialeordinare

Definitia 1.1 Se numeste sistem de ecuatii diferentiale ordinare sub forma normala sistemul:

yi — fl <‘/’U7 Y1, 7yn)
= (SFN)

. :
Yp = fﬂ (.CE, Yty -y yn>
unde functiile necunoscute sunt 11, ..., y,, iar = este variabila acestor functii.

Remarca 1.1 Orice ecuatie diferentiala de ordin superior sau un sistem in care apar derivate
de ordin superior sunt echivalente cu un sistem sub forma normala, prin introducerea unor noi
functii (derivatele de ordine mai mici ca cel maxim ale functiilor necunoscute), ca in urmatorul
exemplu :



Exemplul 1.1 Ecuatiay” + w?y = 0 este echivalenta cu sistemul (notand y; = v, 12 = 1/ )
Y1 = U2
Yy = —wy

Remarca 1.2 Un sistemsub forma normala este echivalent cu o ecuatie diferentiala de
ordin superior, obtinuta prin derivari succesive ale unel ecuatii , Tnlocuirea derivatel or
functiilor care apar Tn partea dreapta cu expresialor din celelalte ecuatii s eliminarea
celorlalte functii din expresiile obtinute pentru derivatele functiel alese.

Exemplul 1.2
Y1 = Y2

Yy = —w Y

Derivand prima ec. avem:
Y =1h=——wy

adica:

Yy = —WQZh
Exemplul 1.3

Y1 = Y2 — 21



Definitia 1.2 Se numeste problema Cauchy pentru sistemul (S F' N) aflarea functiilor
1, -.., Yy (definite pe un interval care contine punctul z, ) care verifica sistemul o
conditiileinitiale:

Y1 (To) = Y10, -+ Yn (T0) = Yno- (CI)

Definitia 1.3 Se numeste solutia generala a sistemului (SEFN) o multime de n functii
(y1, --., yn) Care este solutie pentru sistem s depinde de . constante arbitrare:

= ¢ (x,Ch, ., Gy)

(SG)
Yn = ¢n ('Ta Clv L On)
Y1 = U2
Exemplul 1.1 solutia generala:
P v, = —wy flag
y1 = Cfcos (wx) + Cysin (wx)
Yo = —Chwsin (wx) + Cow cos (W)
Daca vrem sa rezolvam p.C. y; (0) = 1,42 (0) = 0 din s. gen. punand = = 0 rezulta:
1 = C
0 = Ch

3



deci sol. va fi
y1 (r) = cos (wr)
Yo () = —wsin (wx)

0.1.1 Sistemesmetrice

Dacain (SFN) y; = 24, ..., ¢/, = %= obtinem:

— da

dyl dyn
_ dr I dr I
echivalent cu:
) i a1 y

notand y; cu xq, ..., y, CUx, S  CUx,1 S humitorii cu X1, .., X,,, X, rezulta
dx dTn41
— = ... = (SFM)
X1 Xnt1

care se numeste sistem de ec. dif. sub formasimetrica. (n ecuatii).

Exemplul 1.4
(0.1.1) — —




care este echivalent cu sist. sub forma normala:

y = dy ::2yz
dr 2xz
S dz:a:Q—y2

dx 22

Definitia 1.4 Se numeste integrala prima pentru sistemul (S F'M) o functie F' de vari-
abilde(xq, ..., x,.1) carenu econstanta, dar are o valoare constanta daca (1, ..., T, +1)
e solutie pentru sistem.

Exemplul 1.5 Pt (0.1.1) o integrala prima este

Y
F _J
(2,9, 2) "
F(z,y,2) = C
Y Cy=Cu
T
dy = Cdx
fﬁz___ Cdx
20z  20xz

Teorema 1.1 Daca exista functiile ¢y, ..., ¢,,,; S o functie I astfel incat
dF = ¢1dajl + ...+ ¢n+1d$n—|—1
P1X1+ o+ Op 1 X :%()



atunci F' este o integrala prima pentru sistemul (SFM).

Demonstratie:

dr;y dzpy gdri+ .+ ¢ dTyp dF
X1 Xn_|_1 ¢1X1 ‘1‘ + ¢n+1Xn+1 O
rezulta:
dF = 0
F = C.
Exemplul 1.6
de dy  dz
2xz  2uyz a2 —?
1 1
¢1 — __7¢2:_7¢3:0
L Y
dv ~ dy  dz —%”‘%4‘0 soc d(Iny —Inx)
20z 2uyz a?—y? 2242240 0
F(z,y,2)= InZ
Sau L
F(,y,2) =2
x

Teorema 1.2 Existan integrale prime funcgtional independente.(Daca avemn + 1 in-



tegrale prime F1, .., F},,1 atunci exista o functie ¢ astfel incat
O (Fy, .., Fh1)==0

Teorema 1.3 Daca F’ este integrala prima atunci pentru orice functie &, ® (F') este
Integrala prima.

Exemplul 1.7
dx dy dz
2rz  2uyz  xr—y?
Ointegrala prima este [} (z,y, z) = <.
dx dy dz —xdx + ydy + 2zdz SOC

20z 2uyz T Y2 T 242+ 222 + 2x%z — 2%z
d (—%2 + L 22)

0
adouaint. primavafi Fy (z,y, 2) = 22> — 22 4+ y>. Solutia generala
L~ ¢
- - 1
X
2z2—a:2+y2 = ()

_7:



Yy = CliC
2z = Cy+a* — Cia’?

Exemplul 1.8 Legea caderii liberii Tn camp gravitational:
max” = mg
inmultind ambii membri cu x’ rezulta:
mx’'r’ = mga’

Integrand.
513/2
m— — mgx = C
sau cu notatiile uzuale din fizica:
2
E = m% —mgh =C
E = E.+ E,

(E esteoint. prima).

0.2 Ecuatii cu derivate partialedeordin I liniared cvasiliniare
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Definitia 2.1 Se numeste ecuatie cu derivate partialede ordin | liniara :

o2 x, 9 (EDPL)
8.271

. n
ox,,
unde X; = X, (z1, ..., z,,) , iar u este functia nec.

Definitia 2.2 Se numeste sistem caracteristic atasat (EDPL) sistemull:

dxq dx,
S =17 SC
X, X (SC)

Teorema 2.1 Daca u este int. prima pt. (SC) atunci u este solufie pt. (EDPL) &
reciproc.

Exemplul 2.1
ou ou ou
207 + 2yz— ‘) =— =0
azzame yzay+(az y)é?z
dr _ dy __d

2 2

212 2uz a2 —y
Int. primept. sist.: Fy (z,y,2) =4 Fy (2,y,2) = 22° — 2 + y*u = Fy ju = F> sunt
sol. pt. ec. cu der. partiale. Sol. generalavafiu = ¢ (Fi, F3) , unde ® este o functie
de 2 var. arbitrara. 9



Ou _ 0% OFy 0% OF, __y 0% Hd

0r ~ oF or 0B os - 2oF T\ g 2w
du _ 00 OF 0% OF, 109 (2)8‘1’\22
oy  OF, Oy @Fg dy :CE?Fl Y 0L Y

u _ 00 OF, 0% OF, 0% (4,28—@\3:—
5 OF, 0z 9F 9: " OF OF, Y

ou ou 5 ou 00 (—2yz 2z
2$Z0$+2yzé‘y (2 y)02_8F1< - + $>+
0P

8F2< A’z + dy*z + dza? —4zy) = 0

Corolarul 2.1 Daca F1, ..., F,_1 sunt integrale primeindependente atunci solutia gen-
erala a EDPL este:

=d(F,..., F,1)
unde ® este o functie arbitrara den — 1 variabile.

Remarca 2.1 Solutia generala a sist. sirl‘gtric (sc) este (F1, ..., F,,—1 sunt integrale



prime independente):
Fr = O

Fn—l — Cn—l
unde (', ...C,_1 sunt constante arbitrare, iar solutia solutia generala a EDPL este:
u=3o(Fy, ..., F,q)
unde ® este o functie arbitrara den — 1 variabile.

Definitia 2.3 Se numeste problema Cauchy pt EDPL determinarea solutiel care veri-
fica:

u(z10) = ¢ (T2, .., Tn)
unde ¢ este data.

Remarca 2.2 Determinarea functiei ¢ di ? 1sol. gen. pt pC se face ca la generari de



suprafete:

F = O
Fn—l — On—l
u = ¢(x,..,1,)
r1 = T10
eimininam z1, ..., x,, s obtinem o relatie de forma H (Fi, ..., F,, 1,u) = 0 sauu =

O(F, ... F,_1).

Exemplul 2.2 2xz%+2yzg—z+ (a:Q—yQ)%:O,leu:wazQ
Vg
x
2z2—a:2+y2 = ()
r =1

RV AL



r =1

(EDPcL)

y = O
2 2
Co+1—-C
u = Ci+ 2 5 L —
Y 222—x2+y2+1—(%)2
= =+
T 2
Definitia 2.4 Se numeste ecuatie cu derivate parfiale de ordin | cvasiliniara :
o2y x
185131 naxn — An+l

unde X; = X; (x1, ..., z,, u) , iar u este functia nec.

Definitia 2.5 Se numeste sistem caracteristic atasat (EDPcL) sistemul:

dry  dx, du

X T X, Xan

(SCa)

Teorema 2.2 Daca u esteint. prima pt. (SCq) atunci u este solutie pt. (EDPcL) s

reciproc.
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Teorema 2.3 Solutia generala a (EDPcL) este data implicit sub forma:
¢ (Fy,....F,) =0
unde ¢ este o functie de n var. arbitrara.

Exemplul 2.3

0z 0z
202— + 2 =’ —
or yzﬁy -y

de  dy  dz
20z 2uz  a?—y?
careareint. prime £ (z,y,z) = £, F5 (z,y, 2) = 22° — 2 + y*. Solutia general&:

@ (2,2:2 2?4 y) = 0
X
227 —1® +yt = qﬁ(g)
X

)
fo oy
2 T

Sst. car.:

probl. Cauchy: z =1,z = y.

Y _ ¢
xr
222—$2+y2202
T 1
< =Y

_ 14-



Exemplul 2.4 Sa serezolve sistemul:
dx dy dz

w? 2% z(2’+ )

d_w:ﬂ(@Qxdx—Zydy:O<:>x2—92:Cl'

xy? x2y
- 15-



T d z
de dy dz B d;Jrgy—dj

vy 2y 2@ 497 P+ — (24P
& Inzx+Iny —Inz=1InCh
= (Y

- - Z -
solutiagen. asistemului:

LY

552—92201,%:02
z

Exemplul 2.5 Sa serezolve ecuatia:

o ou ou
Y 8a:+xy(9 +z(x +y)8z 0

u=a (:C2 — ajy)
"z
unde ® este o functie arbitrara.

sol. gen.

Exemplul 2.6 Sa serezolve ecuatia:

e, 0
Y a;—i—ﬂ] yaz (a:2+y2)

¢ (a:2 _y27:€y) =0

2= oo (@ —y)

sol. gen.



pC.ox=1z=19> 2= —wy (332 —y2)
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