Geometria diferentiala a curbelor n spatiu
A. U. Thor

0.1 Generalitati

Definitia 1.1 Se numeste curba Tn spatiu datd parametric multimea punctelor M (z,y, z) din
spafiu a caror coordonate sunt date de
(t)

(0.1.1) I { (t) t € [a, b

(t)
functiile reale x, y, 2 fiind continue pe |a,
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Definitia 1.2 Se numeste curba in spatiu data vectorial multimea punctelor M (x, y, z) din spatiu
—
pentru care vectorul de pozitie OM = 7 este dat de:

T:T(t)Zx(tﬁﬂLy(lt)jJFZ(t)E’ t€la, b



Remarca 1.1 O curba n spatiu poate fi data si ca intersectie de doua suprafete, in anumi
conditii putdndu-se pune si sub forma parametrica, ca in urmatorul exemplu:

Exemplul 1.1 (curba lui VIVIANI) Fie curba obtinuta din intersectia unei sfere cu un
cilindru circular drept care trece prin centrul sferei si are raza jumatate raza sferei.
Sa aflam ecuatiile parametrice, considerand ca sfera are centrul in origine, raza R iar
cilindrul are generatoarele paralele cu Oz si centrul in (R/2,0,0) .

ecuatia sferei este:
Y+ 2 =R

(=3) - (5)

Alegem ca si parametru unghiul £ in parametrizarea cercului dupa care cilindrul in-
tersecteaza planul zOy :

ilar a cilindrului:



<

R R R
r=—cost+—,y =—sint, t € |0, 2n7]

- R : .2 2 2
Inlocuind Tn ecuatia sfereli oQbynem:

R R\* (R ’

(EcostJr 5) + (gsint> + 2% = R?

Facéand calculele rezulta:

2 R2 2 2 t
:7(1—cost) = R sin 5

deci curba VIVIANI are ecuatiile parametrice:

R R R t
x:§cost+§,y:§smt,z: :I:Rsiné, t €

z

0, 27]



Remarca 1.2 n cele ce urmeaza vom nota cu litere mici coordonatele unui punct de
pe curba si cu litere mari coordonatele unui punct de pe planele sau dreptele atasate
curbei n punctul respectiv.

0.2 Tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Definitia tangentei la o curba in spatiu este aceeasi ca la o curba plana:

Definitia 2.1 Se numeste tangenta la curba I" in punctul M pozifia limita a dreptei
determinata de punctele M si M, de pe curba cand punctul M, tinde catre M. (daca
aceasta limita exista).



Teorema 2.1 Daca functiile x, y, z sunt derivabile in ¢ si

27 (1) + 7 () + 27 (1) # 0
atunci ecuatia tangentei la curba este (coordonatele unui punct de pe tangenta fiind
notate cu (X,Y, Z)):

X—a(t) Y—-yit) Z-=2(1)
AR (ETPS)

Demonstratie: Conform definifiei derivatei unui vecti> si a tangentei, daca T'
apartine tangentei (vezi figura precedentd) atunci vectorii M1 si / (¢) sunt coliniari,
deci coordonatele lor sunt proportionale:

X—z(t) Y—-yit) Z-=z()

' (t) y'(t) 2 (1)
adica tocmai ecuatia (ETPS).




Definitia 2.2 Se numeste plan normal la curba I' in punctul M planul care trece prin
M si este perpendicular pe tangenta la I in M.

Teorema 2.2 Ecuatia planului normal la curba I' in punctul M este:
()X —x()+y QY —y@)+2 () (Z—-2(@1)=0.

Demonstratie: Rezulta din definitia planului normal si ecuatia planului determi-
nat de un punct si un vector perpendicular pe el.

0.3 Lungimea unui arc de curba, parametrul natural al unei



curbe

Fie curba I" data parametric:

r=ux(t)
y=y(t) t€lab
z=z(t)

Ne propunem sa definim lungimea acestei curbe, precum si o formula de calcul pentru
lungime.

A=M,

Pentru aceasta inscriem in curba I' linia poligonala MM, ...M,, (vezi figura prece-
denta).

Definitia 3.1 Se numeste lungimea curbei I' limita lungimii liniei poligonale MyM; ... M,
cand n — oo si lungimea celui mai mare segment de pe linia poligonala tinde la zero.

Teorema 3.1 Daca functiile x (t) ,y (t), z (¢) au derivata continua atunci curba I" are



lungime finita, data de:

= / b VI () 2 (t) + 22 ()dt (LCS)

Demonstratie: lungimea liniei poligonale MM, ...M,, este data de (¢; este val-
oarea parametrului ¢ corespunzatoare punctului M, ):
n

- Z \/(x (t:) = (i) + (y (8) =y (tia))” + (2 (t) — 2 (ti-0))” =

— Z i) VT2 (E) Y2 (C,) + 22 (6;)
1=1
unde &, (;, 0; € (t;_1,t;) . Se demonstreaza la analiza matematica ca limita lui /,, cand
n — 00§l max;_i; t; — t;_1| — 0 este tocmai integrala din partea dreapta a egalitafii

(LCS).0

Definitia 3.2 Se numeste parametrul natural s al curbei I" lungimea arcului de curba
AM, A fiind punctul de coordonate (z (a),y (a), z (a)) , iar M punctul de coordonate

(z(t),y(t),2(t).

Din teorema precedenta rezulta imediat:



Propozitia 3.1 Parametrul natural al curbei este dat de:

(0.3.1) s = /t Va2 (1) 4+ 42 (1) + 22 (1)dT.

Remarca 3.1 Daca in loc de parametrul ¢ se considera ca si parametru parametrul
natural s se obtine o parametrizare echivalenta a curbei (vezi remarca ??), numita
parametrizarea naturala:

(0.3.2) T(s)=x(s)i+y(s)j+2z(s)k,se€[0,1(T).

Teorema 3.2 Daca curba I este parametrizata natural atunci:
(0.3.3) 7 (s)] = 1.

Demonstratie:

7l6) = 204y @7+ (F -
= S 07+ (0T + T OF =

o (t)i+y )i+ () k

ds
dt

’<t>%+y’(t>§+z (t) k
\/33/2 _1_ y/2 _1_ 12 (t)




de unde calculand modulul rezulta formula (0.3.3).
Din teorema precedenta si corolarul 3.1 rezulta:

Corolarul 3.1 Vectorul r” (s) este perpedicular pe ' (s).

0.4 Reperul si formulele lui Frenet

Din corolarul 3.1 rezultd, notand cu 7 versorul tangentei si cu 7 versorul lui r” (s), :

.
(0.4.1) d—; _
unde K este functie de s care se va preciza.

Kn

Definitia 4.1 Se numeste normala principala la curba I' Tn punctul M dreapta care
trece prin M si are ca vector director versorul m(versorul normlei principale).

Definitia 4.2 Se numeste curbura curbei I' in punctul M lungimea vectorului fz_: (adica
K din formula (0.4.1))



Definitia 4.3 Se numeste versorul binormalei la curba I'" in punctul A versorul b

definit de:

b=7Tx7n
si se numeste binormala la curba I' Tn punctul M dreapta dreapta care trece prin M
si are ca vector director versorul b.

Definitia 4.4 Se numeste reperul lui Frenet la curba I in punctul M reperul { M, 7,7, b} .



Reperul lui Frenet

Sa calculam acum derivatele versorilor reperului lui Frenet in raport cu parametrul

natural al curbei I'. Derivata lui 7 este(vezi 0.4.1):
dt

d_ = Kn
S
Derivata lui b este un vector perpendicular pe b si:
d_g — @ X _|_ X d_n —
ds  ds nET dds B
= Knxn+7TX o
ds
L
=7 ds

deC| este perpendicular si pe 7. Prin urmare este coliniar cu » (a doua formula a



lui Frenet):

db
(0.4.2) —=-Tn
ds

Definitia 4.5 Se numeste torsiunea curbei I' in punctul M functia 1" de s definita de
(0.4.2).

S3 calculdim acum 2. Deoarece
ds

n=0bXT
avem: _
dn  db =T x dr
_— = — T _— =
ds  ds _ds
= —TInXT+bx Kn=
= Tbh— K7.
Am obtinut astfel cea de a treia formula a lui Frenet:
dn _
(0.4.3) o K74 Th

ds



Remarca 4.1 Cele trei formule a lui Frenet se pot retine usor sub forma unui tabel:

T | m|b
_
L0 | K |0
ds
(044 EI-K| 0 |T
Lo |-T|0

0.5 Triedrul lui Frenet

Definitia 5.1 Se numeste plan osculator la curba I" in punctul M planul determinat
de punctul M si versorii 7, .

N



Remarca 5.1 Se demonstreaza ca planul osculator este pozitia limita a unui plan care
trece prin punctele M, My, M, cand My, M tind (pe I') catre M.

Definitia 5.2 Se numeste plan rectifiant la curba I' in punctul A planul determinat
de punctul M si versorii 7, b.

Definitia 5.3 Se numeste triedrul lui Frenet la curba I" Tn punctul M triedrul format
din planul osculator, planul normal si planul rectifiant in punctul M, precum si din
dreptele de intersectie ale acestor plane: binormala, tangenta, normala principala.

Triedrul lui Frenet



Sa presupunem acum ca curba I este data parametric:

r=x(t)
y=yl(t) t€lab]
z=z(t)

Ne propunem sa aflam ecuatiile elementelor triedrului lui Frenet in functie de ¢.
Ecuatiile tangenta si planului normal sunt deja aflate.

Avem:
dr ' (t
- d_T:TdQ
5 at
@
ar — \% )
ds 4

P ()L — L (1)

(%)’
dt
Din ultima egalitate si prima formula a lui Frenet rezulta ca 7 este coplanar cu r” (t)

sir’(t), deci planul osculator este planul determinat de M, " (t) si 7’ (), prin urmare
ecuatia sa este:

X—xt)Y—yt) Z—2(1)
x' (t) y' (1) Z(t) | =0 (EPLO)

() y't) ()
Din ecuatia precedenta rezulta ecuatiile binormalei, ca dreapta perpendiculara pe planul




osculator:

X—at) __Y-yt) __ Z—z( B
J y'(t) 2'(t) 2(t) o' (t) ‘ 2 (t) y' (1) ‘
y'(t) 2" (t) 2" (t) 2" (t) z"(t) y" (t)
Planul rectifiant are ca si normala normala principala:
n=bxT
Din cele de mai sus rezulta ca » este paralel cu
i J k
/ / / / / /
(7@ < 7@) <70 = 40 201120 29|59 e | -
' (t) y' (1) 2 (1)
— Ai+ Bj+Ck
Prin urmare ecuatia planului rectifiant este:
AX—xz(t)+BY —y@t)+C(Z—2(t) =0 (EPR)
lar ecuafiile normalei principale sunt:
X—x(t):Y—y(t):Z—z(t) (ENP)

A B C
0.6 Calculul curburii si torsiunii



Teorema 6.1 Daca curba I este data vectorial:
rt)=xt)i+yt)j+z )k, t €la,]
atunci:

7 (1) X (t)‘

) < )]

Teorema 6.2 Daca curbura unei curbe este identic nula, atunci curba este un segment
dintr-o dreapta.

Teorema 6.3 Daca torsiunea unei curbe este identic nula, atunci curba este o curba
plana, planul curbei fiind planul osculator Tn un punct arbitrar.



