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Capitolul 2

Geometrie analitica

2.1 \ectori

2.1.1 Definirea notiunii de vector
Se presupune cunoscuta notiunea de segment orientat!. Vom nota un segment orientat cu doua litere mari, cu
sageata deasupra, prima litera indicand originea iar cea de a doua extremitatea segmentului orientat (de exemplu

jﬁ, A fiind originea iar B fiind extremitatea segmentului orientat zﬁ). Pe multimea segmentelor orientate, pe
care 0 vom nota cu &, introducem urmatoarea relatie:

Definitia 2.1.1 Segmentele AB si C'D sunt echipolente (si vom nota acest lucru cu AB ~ C D) daca si numai
daca sunt verificate urmatoarele conditii:

1. au aceeasi lungime (AB = CD);

2. dreptele AB si C'D sunt paralele sau coincid (AB||C D);

3. AB Si CD au acelasi sens ( daca AB si C'D sunt paralele atunci AC N BD = (), iar daca dreptele AB si
C'D coincid atunci [AC] N [BD] este sau multimea vida, sau se reduce la un punct sau este egala cu [AD] sau
este egali cu [BC))?.

Remarca 2.1.1 Conditiile din definitia 2.1.1 sunt echivalente, in cazul in care punctele A, B, C, D nu sunt col-
iniare cu faptul ca ABDC (punctele fiind luate Tn aceasta ordine) este paralelogram, conform figurii de mai jos:

C D

Py
o

A B
Doua segmente orientate echipolente

Principalele proprietati ale relatiei de echipolenta data de definitia 2.1.1 sunt date de:

Teorema 2.1.1 Relatia de echipolenta este:

L . —_— —_— —_—
1. reflexiva: pentru orice AB € & :AB ~ AB;
. R . = —_— .. == E—
2. simetrica: daca AB ~ C'D atunci si CD ~ AB,;
e o . —_— . = e A d E—
3. tranzitiva: daca AB ~ CD si CD ~ EF atunci AB ~ EF.
Demonstratie. Demonstratia acestor proprietati este imediatd, tindnd cont de faptul ca relatia de egalitate intre
numere (care apare Tn conditia 1. din definitia 2.1.1) si relatia de paralelism intre drepte (care apare in conditia 2.)
din aceeasi definitie au proprietatile de reflexivitate, simetrie si tranzitivitate. l

un segement orientat este un segment AB pe care s-a stabilit un sens de parcurgere de la A la B.
sau, cum se exprima o varianta de manual de geometrie de clasa a IX-a, segmentele AD si BC' au acelasi mijloc.



Definitia2.1.2 Pentru un segment orientat AB vom numi clas3 de echipolenta corespunzatoare lui multimea
—
tuturor segmentelor orientate echipolente cu el, multime notata cu {AB}.

Remarca 2.1.2 Cu simboluri matematice defintia de mai sus se scrie:
=) def (=R — —_—
{aB} = {CDGG‘CDNAB}.
Tn legatura cu clasele de echipolenta este adevarati urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.2 Orice clasa de echipolenta este nevida si doua clase de echivalenta sau sunt disjuncte sau coin-
cid.

- - - ~ —_— - —_— —_— - - —_—
Demonstratie. Fie clasa de echipolenta {AB} .Conform cu 1. din teorema 2.1.1 AB ~ AB si deci AB €
{zﬁ} # . Fie acum doua clase de echipolenta {A_B) si {C—D} Daca ele sunt disjuncte teorema este demon-
strata. Daca exista un segment orientat EF ¢ {,ﬁ} N {C—D)} sa demonstram ca ele sunt egale. Fiind vorba
de doua multimi, aratam ca fiecare este inclusa in cealalta. Sa consideram un element A1 B; € {@} . Atunci,
T e - e 4 - v v =2 - .o . vy

conform definitiei 2.1.2 A;B; ~ AB. Dardin EF € {AB} rezulta ca EF' ~ AB. Aplicand proprietatile de
. . . epe - .. . o . v T = f—— . = - O 4 g
simetrie si tranzitivitate ale relatiei de echipolenta rezultaca A, By ~ EF.Din EF € {CD} rezulta EF ~ CD.

e —_— . == - o epe . .. . “ . T g .o
Din A1B1 ~ EF si EF ~ CD rezulta (tranzitivitatea relatiei de echipolenta) ca 4181 ~ CD, adica conform
. e e —_— g A =4 —_= A . R o
aceleeasi definitii 2.1.2, A1B; € {C’D}, deci {AB} - {CD}. Reluénd rationamentul de mai sus de la coada

la cap, va rezulta si incluziunea {AB} D) {CD} ,cctd l
Pe baza teoremei de mai sus suntem in masura sa da urmatoarea definitie:

Definitia 2.1.3 Se numeste vector o clasa de echipolenta de segmente orientate. Pentru un vector dat un segment
orientat din clasa respectiva de echipolenta se numeste reprezentant al sau.

Definitia 2.1.4 Se numeste lungimea unui vector lungimea oricarui reprezentant al sau.

Remarca 2.1.3 Vom nota vectorii cu litere mici din alfabetul latin cu bara deasupra (@, b, 7, ..), si dacd AB € @
- . o . . - =
spunem ca AB este un reprezentant al vectorului @. Daca nu este pericol de confuzie vom spune vectorul AB, in

loc de AB este un reprezentant al vectorului @. Vom nota cu 2Us multimea tuturor vectorilor din spatiu. Pentru
vectorul @ vom nota cu @ sau cu [a| lungimea sa.

Remarca 2.1.4 Notiunea de vector definita mai sus este ceea ce in fizica si mecanica se numeste vector liber,
caracterizat prin marime (lungimea vectorului respectiv), directie (toate dreptele paralele cu un reprezentant al
sau) si sens.Daca conditia 2. din definitia 2.1.1 se Tnlocuieste cu “dreptele AB si C'D coincid” se obtine notiunea
de vector alunecator iar notiunea de segment orientat coincide cu cea de vector legat.

Remarca 2.1.5 Se poate demonstra ca fiind dat un punct O din spatiu si un vector @ exista un singur punct A
—_—
astfel incat OA € a.

Remarca 2.1.6 Tn multimea vectorilor un rol important (ca "etaloane” pentru masurarea lungimilor) 1l joacd
versorii, definiti ca vectori de lungime 1.

2.1.2 Operatii cu vectori
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Suma a doi vectori si inmultirea unui vector cu un scalar
Fiind dati doi vectori, suma lor se defineste ajutorul reprezentantilor astfel:

Definitia 2.1.5 Dac& @ si b sunt doi vectori avand reprezentantii OA respectiv AB atunci suma @ + b are

reprezentantul O_B) conform figurii de mai jos:.
B

o A

Tn legatura cu definitia de mai sus se pune Tntrebarea daca nu cumva suma a doi vectori nu depinde de reprezen-
tantii alesi (adica, conform remarcii 2.1.5 de punctul O). Raspunsul la aceasta intrebare este negativ, dupa cum
rezulta din urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.3 Suma a doi vectori @ si b nu depinde de reprezentanti.

—

Demonstratie®. Fie un alt punct O’. Conform remarcii 2.1.5 existd un singur punct A’ astfel incat O’ A’ € @, si
—_— — A —

un singur punct B’ astfel incat A’B’ € b. Atunci, conform definitiei 2.1.5 O’ B’ € @ + b. Enuntul teoremei spune

~ - ~ - e ~ ~ - - -
ca trebuie sa avem O’ B’ ~ O B. Facand constructia punctelor O’; A’, B’ obtinem figura:
E

o

. A 4 O’ < ,o- . A . < g - . .
Din OA ~ O'A" si OB ~ O'B’ va rezulta ca triunghiul O’ A’ B’ din aceasta figura este congruent cu triunghiul
—_ —
OAB din figura 1., de unde va rezultaca O'B’ ~ OB. R

Remarca 2.1.7 Daca punctele O, 4, B nu sunt coliniare (adici vom spune c& vectorii @ si b nu sunt coliniari)
atunci adunarea vectorilor se poate defini si cu ”regula paralelogramului” conform figurii de mai jos:
B c

0]

doar ideea demonstratiei, demonstratia (geometrica) riguroasa fiind lasata pe seama cititorului.



unde vectorul suma este diagonala paralelogramului avand ca laturi vectorii dai.

Principalele proprietati ale sumei sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.4 (U3, +) (multimea vectorilor nzestrata cu operatia de adunare) formeaza un grup abelian.

Demonstratie:
1.Asociativitatea: rezulta urmarind cu atentie urmatoarea figura si scriind urmatoarele egalitati:

e —_— —_— — — —_—  —— — —_— =
<OA+AB>+BC:OB+BC:OC:OA+AC:OA+(AB+BC)

C

o
>Y

2.Comutativitatea: Daca vectorii nu sunt coliniari rezulta din regula paralelogramului (vezi figura de la remarca
2.1.7), iar in caz de coliniaritate Iasam demonstratia pe seama cititorului.

3.Existenta elementului neutru: definim vectorul nul 0 = {ﬂ}jn acest caz (vezi de exemplu pe figura de
mai sus:

4.Existenta elementului simetric: dacaa = {O_} atunci definim —a %/ {_O)} Conform definitiei 2.1.5

avem egalitatile:

—_— —_— —
A+ A0 = 00
~ =~ \_,./7
a+(-a) =0

ceea ce trebuia demonstrat. l

O alta operatie (care se numeste lege de compozitie externd) este inmultirea unui vector cu un scalar. Pentru
a defini aceasta operatie precizam ca prin scalar vom ntelege un numar real, si pentru a evita orice confuzie vom
nota n cele ce urmeaza scalarii cu litere din alfabetul grecesc: o, 3,7, ... € R.

Definitia 2.1.6 Daca o € R si T € U3 atunci vom numi produsul dintre scalarul « si vectorul T vectorul notat
.. v <~ e i v s

cu o definit astfel: daca OA € v atunci OA; € o verifica conditiile:

1. OA; = |a] OA;

2. daca a > 0 atunci O este in exteriorul segmentului [AA,], iar daca o < 0 atunci O este intre A si A;.

Remarca 2.1.8 Daca avem dati doi vectori 7 si w atunci faptul ca existda @ € R astfel incdt w = av este
echivalent cu afirmatia "o si w sunt doi vectori coliniari (paraleli)” (vezi si remarca 2.1.7).

Remarca2.1.9 o = 0 dacd si numai dacd o = 0sauv = 0

Urmatoarea teorema arata legatura care exista intre inmultirea unui vector cu un scalar si operatiile de adunare
a vectorilor, respectiv de adunare si inmultire a scalarilor:
-4-
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Teorema 2.1.5 Pentru orice vectori 7,71,72 € Us Si pentru orice scalari «, a1, a2 € R sunt adevarate egal-
itatile:

(o1 + a2) T = (017) + (02D) (2.1.1)
o (Ty 4+ T2) = aT) + aTy (2.1.2)
(0102)T = a1 (9T) (2.1.3)
15=7 (2.1.4)

Demonstratie. Demonstratiile egalitatilor (2.1.1), (2.1.3), (2.1.4) se reduc la distributivitatea Tnmultirii fata de
adunare in R, iar demonstratia egalitatii (2.1.2) rezulta din asemanarea triunghiurilor OAB si O A; By din figura
de mai jos:

B,

(OB, = OzO—B> si deci av; 4+ vy = a (71 +72)). A

Remarca 2.1.10 Teoremele 2.1.4 si 2.1.5 se puteau enunta ntr-o singura teorema, folosind notiunea de spatiu
vectorial (vezi manualul [?]) astfel: "Multimea vectorilor din spafiu Tmpreuna cu operatia de adunare si cea de
fnmultire cu un scalar formeaza un spatiu vectorial real”.

Cu ajutorul operatiei de iTnmultire cu un scalar putem defini acum notiunea de versor al unui vector:

Definitia 2.1.7  Se numeste versor al unui vector ¥ vectorul obtinut prin Tnmultirea vectorului ¥ cu inversul
lungimii sale (adica vectorul 2, care este un versor conform remarcii 2.1.6).

O problema care apare frecvent in aplicatiile vectorilor este ,,descompunerea unui vectori dupa directiile a
doi (sau trei) vectori“. Posibilitatea unei astfel de descompuneri este data de urmatoarele doua teoreme. Pentru
aceasta e necesar sa precizam notiunea de vectori coplanari:

Definitia 2.1.8 Trei vectori 71,72, 73 Se numesc vectori coplanari daca reprezentantii lor care au originea in
] ) e . 't = = _ .

acelasi punct* sunt coplanari (adic& pentru orice punct O dacd OA; € 71, OA; € Ty, OA3 € T3 atunci punctele

0, A1, As, As. sunt coplanare).

Teorema 2.1.6 Daca vectorii v, 71,2 sunt coplanari si vectorii 71 si T2 nu sunt coliniari (vezi remarca 2.1.8)
atunci exista Tn mod unic doi scalari A\, A2 astfel incat:

T = AMU1 + AUs. (2.1.5)

Demonstratie. Fie un punct O fixat si reprezentantii (vezi figura de mai jos): OC ¢ v, O_/ll € 71, O—B>1 €.
Prin C ducem paralela C'B la O A; care intersecteaza (deoarece v $i U2 nu sunt coliniari) pe OB; in B si paralela
C A la OB; care intersecteaza pe OA; in A.

conform remarcii 2.1.5 acesti reprezentanti exista.



A
.. © . . AW . = b - e e .

Conform regulii paralelogramului de adunare a doi vectori, OC' = OA + OB. Dar, conform definitiei 2.1.6,

. .. Nt 't e et . . . coy- v v =
exista scalarii A1, Ao astfel incdt OA = M\ OA;, OB = \OAs. Din ultimele trei egalitéti rezulta ca OC' =

— —
MOA; + A0A,, adicd tocmai egalitatea (2.1.5) scrisa cu ajutorul reprezentantilor. Sa demonstram acum
unicitatea formulei (2.1.5). Presupunem ca exista si scalarii A}, A\, (cu A\ # A sau A, # \p) astfel incat
v = |71 + AT, Scdzand aceastd egalitate din (2.1.5) rezultd (Ay — X)) 71 + (A2 — A\5) Tp = 0. Dacd A} # Ay
fmpartind ultima egalitate cu \; — \} rezultda 7; = if:i%@, deci, conform remarcii 2.1.8 vectorii 71 Si T sunt
coliniari, contradictie. B

Teorema 2.1.7 (descompunerea unui vector dupa trei directii date) Daca vectorii 71,72, U3 nu sunt coplanari
atunci pentru orice vector v € s exista unic constantele A1, \o, A3 astfel incat:

T = MU + AoUg + A3T3.

Demonstratie. Este analoaga cu demonstratia teoremei precedente (ca idee), dupa cum se constata urmarind
. . A . .. . e _ . 't
figura de mai jos, in care s-a construit un paralelipiped cu diagonala OB € @, cu laturile paralele cu OA; €
— —
v1,0As € g, OA;3 € 73.

Scrierea egalitatilor corespunzatoare acestei figuri se lasa pe seama cititorului. l

Produse de doi vectori
Fie doi vectori 77, Us.

Definitia 2.1.9 Se numeste produsul scalar al vectorilor 7; si 7o numarul (scalarul) notat cu w1 -, definit prin:
V1 - Vg = V1V9 COS (¥ (2.1.6)

unde « este unghiul (mai mic decét =) dintre cei doi vectori (vezi si figura de mai jos, unde OA € 7,,0B € 73,

OB’ 1 OA).

-6-
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Remarca 2.1.11 Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre lungimea unuia din vectori, lungimea
proiectiei celui de al doilea vector pe primul, si +1 daca unghiul dintre cei doi vectori este mai mic decat 5
respectiv —1 daca unghiul dintre cei doi vectori este obtuz. (pe figura de mai sus produsul scalar dintre 71 si U3
este egal cu OA - OB’). Daca nu este pericol de confuzie produsul scalar al vectorilor 7, si U5 se noteaza si 71 vs.

Remarca 2.1.12 Din definitia produsului scalar rezulta ca lungimea unui vector (vezi, pentru notatie remarca
2.1.3) se poate calcula cu formula: v = /T - T (de aceea in cazul in care se calculeaza produsul scalar al unui
vector cu el Tnsusi se poate renunta la bara de deasupra vectorului, adicav -7 = v - v).

Remarca 2.1.13 Produsul scalar a doi vectori este nul daca si numai daca unul din vectori este vectorul nul sau
vectorii sunt perpendiculari, dupa cum rezulta din formula de definitie 2.1.6. Cu formule matematice aceasta se
poate scrie:
v1 = 0 sau
7172 =0 <= vg = (0 sau (2.1.7)
71 L Ua(cosa = 0)

INTERPRETARE MECANICA: Produsul scalar dintre vectorii 75 Si 7; este egal cu lucrul mecanic produs de o
forta egala cu 7, la deplasarea 7.
Principalele proprietdti ale produsului scalar sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.8 Oricare sunt vectorii 71, T $i T3si oricare ar fi scalarul o € R sunt adevarate egalitatile:

71 - Ty = Tg - U1 (COmutativitate) (2.1.8)
71 - (Ug +T3) = U1 - Ug + U1 - T3 (distributivitate fata de adunarea vectorilor) (2.1.9)
(0451) “Vg =71 - (0452) =« (51 . @2) . (2110)

Demonstratie. Egalitatea 2.1.8, respectiv 2.1.10 rezulta imediat din formula 2.1.6 care defineste produsul
scalar, tinand cont de comutativitatea, respectiv asociativitatea inmultirii numerelor reale. Egalitatea 2.1.9 se
demonstreaza pe baza remarcii 2.1.11 si a faptului ca ,,proiectia sumei este egald cu suma proiectiilor>.

Fie acum vectorii 71 Si U9, cu unghiul dintre ei (mai mic decét ) notat cu «.

Definitia 2.1.10 Se numeste produsul vectorial al vectorilor 7 Si 72 vectorul notat 7; x vy definit astfel:

1. lungimea produsului vectorial se calculeaza conform formulei:
[U1 X U2| = vivgsinq; (2.1.12)
2. Ty X T este perpendicular atat pe T, cat si pe vs;
3. sensul lui 77, x T, este dat de regula burghiului drept: sensul in care Tnainteaza un burghiu cand rotim =, spre
U9 sub un unghi minim (mai mic decat ).

exprimare nu prea riguroasa.



Remarca 2.1.14 Produsul vectorial a doi vectori este un vector, a carui lungime se calculeaza cu formula
2.1.11, directia si sensul sau fiind precizate de celelalte doua conditii din definitia de mai sus. Formula 2.1.11
defineste lungimea vetorului produs vectorial ca fiind egala cu aria paralelogramului construit pe cei doi factori,
dupa cum se observa si n figura de mai jos, n care O_C)’ € U1 X T, (721 € 71, O—B> € Ta, AD | OB, BD || OA,
iar aria paralelogramului OAD B este egald cu OA - OB - sin «:

C

VXV,

Remarca 2.1.15 Produsul vectorial a doi vectori este nul daca si numai daca unul din vectori este vectorul nul
sau vectorii sunt coliniari (paraleli), dupa cum rezulta din formula 2.1.11. Cu formule matematice aceasta se poate
scrie:
vy = 0sau
V1 X Ty =0<=<{ vy =0sau (2.1.12)
U1 || Ta(sina = 0)

INTERPRETARE MECANICA: Produsul vectorial dintre vectorii T si 7; este egal cu momentul fortei 7, avand
bratul fortei 71, momentul avand originea in originea bratului fortei, (vezi figura precedenta, forta fiind AD iar
bratul fortei OA.

Principalele proprietati ale produsului vectorial sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.9 Oricare sunt vectorii o1, v §i T3si oricare ar fi scalarul o € R sunt adevarate egalitatile:

T1 X Ty = —Tg X 7 (anticomutativitate) (2.1.13)
71 X (Tg +U3) = U1 X U2 + U1 x U3 (distributivitate fata de adunarea vectorilor) (2.1.14)
(1) X Ty =71 X (aUs) = a (V1 X Ta). (2.1.15)

Demonstratie. Formulele (2.1.13) si (2.1.15) sunt evidente pe baza definitiei produsului vectorial, iar demon-
stratia formulei (2.1.14) este o demonstratie geometrica destul de laborioasa pe care nu o reproducem aci (pentru
cei intertesafi ea se poate gasi in [?]). B

Produse de trei vectori
Fie acum trei vectori v, U2, U3.

Definitia 2.1.11 Se numeste produsul mixt al vectorilor 7,72, T3 scalarul notat cu (71,72, 73) definit de for-
mula:

(U1,02,73) =01 - (V2 X T3). (2.1.16)
-8-



INTERPRETARE GEOMETRICA: Produsul mixt a trei vectori este egal cu =volumului paralelipipedului con-
struit pe cei trei vectori, dupa cum se constata pe figura ?? de mai jos (in care oV = Ty X T3, Tnalfimea paralelip-
ipedului OA2C A3 A1 EBD fiind egald cu O A!, care este proiectia pe OV a vectorului 71, Si deci produsul scalar
77 - OV este chiar volumul paralelipipedului, abstrac;[i)e facand de semn):

V

A

Interpretare geometrica a produsului mixt.

Remarca 2.1.16 Daca vectorii 71,02, 03 sunt nenuli, atunci produsul lor mixt este egal cu 0 daca sau produsul
vectorial 72 x T3 este nul (adica, conform remarcii 2.1.12 w5 si w3 sunt coliniari) sau vectorul T, este perpendicular
pe Uy x U3, adicd T; este coplanar cu o §i 3. In ambele cazuri constatdm ca (T, T2, T3) = 0 este echivalent cu
faptul ca cei trei vectori sunt coplanari.

Principalele proprietati ale produsului mixt sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.10 Produsul mixt este invariant la o permutare circulara® a factorilor, iar daca se schimba ordinea
a doi factori se schimba semnul produsului.

Demonstratie. Din interpretarea geometrica a produsului mixt rezulta ca produsul mixt a trei vectori poate
lua doar doua valori. Care sunt permutarile vectorilor pentru care produsul mixt ia fiecare din cele doua valori va
rezulta mai simplu din paragraful urmator, pe baza formulei (2.2.7) din teorema 2.2.4. R

Pentru aceiasi trei vectori ca mai sus putem defini inca un produs:

Definitia 2.1.12 Se numeste dublul produs vectorial al vectorilor 71, T2, U3 vectorul oy x (e X Ts) .

Tn legatura cu acest produs mentiondam urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.11 Oricare sunt vectorii 71,72, U3 este adevarata urmatoarea formuld (cunoscuta sub numele de
formula lui Gibs):
V1 X (WQ X Wg) = (5153)52 — (Wlﬁg)ﬁg. (2.1.17)

prin permutare circulara a trei numere a, b, ¢ se ntelege o permutare n care fiecare element este Tnlocuit cu urmatorul, iar ultimul cu primul,

conform schemei: q

b c
\_/f



Demonstratie. Sa observam ca v; x (U2 X U3) este un vector perpendicular pe T, x T3 Si deoarece T $i T3 sunt

la rdndul lor perpendiculari pe 72 x T3 (vezi definitia produsului vectorial) rezulta ca vectorii oy x (T2 X T3) , o
si T3 sunt coplanari, ceea ce implica (vezi teorema 2.1.6) existenta scalarilor X si . astfel incat:

U1 X (Tg X U3) = AUy + uvs. (2.1.18)

Sa inmultim acum scalar aceasta egalitate cu vectorul 7;. Pe baza proprietatilor produsului scalar va rezulta:

0 = A (v1v2) + p (v1v3) . Din aceasta egalitate rezulta —(—L A . Notand valoarea comuna a acestor

o _ e . T102)  (0103)
rapoarte cu ~ si inlocuind pe A si 1 in (2.1.18) rezulta:
V1 X (52 X 53) =K ((5163)52 — (1}11)2) 1}3) .
Lasam pe seama cititorului sa demonstreze egalitatea x = 1.

2.2 Baza, coordonate, exprimarea operatiilor cu vectori folosind
coordonatele

2.2.1 Baza si coordonate

Tn acest paragraf vom generaliza notiunea de vectori coliniari si vectori coplanari, pornind de la remarca 2.1.8
si teorema 2.1.6:

Definitia 2.2.1 Vectorii vy, vo, ..., U, Se numesc liniar dependenti daca exista n scalari A1, As, ..., A,, nu toti nuli
n
(adica > A7 # 0) astfel incat:
k=1

3

AU = 6, (2.2.1)

si liniar independenti Tn caz contrar.

Remarca 2.2.1 Doi vectori coliniari sunt liniari dependenti, caci conform remarcii mai sus amintite daca vy, 7,
sunt coliniari atunci exista un scalar « astfel incat 7; = aws sau 7o = o, deci este verificatd (2.2.1) cu \; =
1,Ay = asau A1 = «a, A2 = 1. Invers, daca doi vectori sunt liniar dependenti atunci ei sunt coliniari, deoarece
din \iT; + \oTo dacd \; # O rezultd 7; = ‘ﬁ Ty, iar dacd \; # 0 rezultd 5, = _T/\;"@l- Analog se arata
(folosind teorema 2.1.6) ca trei vectori coplanari sunt liniari dependenti si reciproc, trei vectori liniar dependenti
sunt coplanari.

Remarca 2.2.2 Suma din mebrul stang al egalitatii (2.2.1) se numeste combinatie liniara a vectorilor 71, v, ..., Uy,
iar liniar independenta lor este echivalenta cu afirmatia: ”daca a combinatie liniara a vectorilor este egala cu vec-
torul nul, atunci toti scalarii din combinatia liniara sunt nuli”.

Remarca 2.2.3 Daca unul din vectorii 1, 02, ..., T, este vectorul nul atunci ei sunt liniar independenti, deoarece
putem lua scalarul corespunzator vectorului nul egal cu 1 iar ceilalti scalari egali cu 0 si egalitatea (2.2.1) este
adevarata.

Folosind notiunea de liniar dependenta teorema 2.1.7 se reenunta astfel:

Teorema 2.2.1 Orice patru vectori din U3 sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Fie vectorii 71,72, 73,74. Daca o1, 72,73 sunt coplanari atunci, conform remarcii 2.2.1 ei
sunt liniari dependenti, de unde rezulta ca (vezi remarca precedentd) vy, U2, T3, U4 sunt liniari dependenti. Daca
71, U2, T3 NU sunt coplanari, atunci conform teoremei 2.1.7, exista scalarii A1, A2, A3 astfel incat:

Ty = AMU1 + A2Us + A3Us, (2.2.2)
de unde rezultd \17; + A\oU2 + A303 — 1 - 14 = 0, deci 1, Uo, U3, U4 Sunt liniari dependenti (\y = —1 # 0). B
Folosind notiunile de liniar dependenta si liniar dependenta suntem in masura sa definim notiunea de baza:

Definitia 2.2.2 O multime de vectori {71, v, ..., U, } C U3 se numeste baza daca verificd urmatoarele conditii:
_10_



1. \ectorii 71, 7o, ..., U, sunt liniar independenti.
2. Oricare ar fi vectorul T € U3 vectorii 7,71, U2, ..., U, SUNt liniar dependenti.

Bineinteles cd se pune probleme daca in U3 exista o baza si daca existe mai multe baze, prin ce se aseamana
ele. Raspunsul la aceste probleme este dat de urmatoarea teorema:

Teorema 2.2.2 Orice multime formata din trei vectori necoplanari formeaza o baza in Us.

Demonstratie. Fie T1,79, T3 trei vectori necoplanari. Repetand rationamentul de la demonstratia teoremei
precedente rezulta ca pentru orice vector vaexista scalarii A1, A2, A3 astfel incat egalitatea (2.2.2) sa fie adevarata,
deci 71,72, T3, U4 SUNt liniari dependenti. &

Remarca 2.2.4 Teorema precedenta precizeaza ca exista baze in U3 si ca orice baza are exact trei elemente.

Tn legaturd cu formula (2.2.2), este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 2.2.3 Daca {71,72,73} este 0 bazd in U3 atunci pentru orice 7, € U3 scalarii care apar in (2.2.2)
sunt unici.

Demonstratie. Presupunem ca exista scalarii A}, \;, \; astfel incat v, = \j7; + Ayv2 + Nv3. Scdzand din
aceasta egalitate egalitatea 2.2.2 rezultd (X} — A1) U1+ (A5 — A2) Do+ (A3 — A3) T3 = 0. Din liniar independenta
vectorilor Ty, vy, U3 rezultd (vezi remarca 2.2.2) ca A} — A\ = 0, A5 — Ao = 0, M5 — A3 = 0, deci N} = A\, N, =
Ao, A = Ag. W

Teorema precedenta ne permite sa dam urmatoarea definitie:

Definitia 2.2.3 Daca B = {71, 72,73} este 0 baza in multimea 23 atunci pentru un vector T4scalarii Ay, A2, A3
din formula (2.2.2) se numesc coordonatele vectorului 74 in baza B.

Daca asupra vectorilor care formeaza baza punem conditi suplimentare, obtinem baze cu diferite denumiri,
conform definitiei de mai jos:

Definitia 2.2.4 O baza B = {71,723, T3} Se numeste:

1. ortogonala daca fiecare dintre vectorii 71, U2, U3 este perpendicular pe ceilalfi;
2. ortonormata daca este ortogonala si vectorii care o formeaza sunt versori;
3. ortonormata direct orientata daca este ortonormata si s = 71 X Ts.

Vectorii care formeaza o baza ortonormati direct orientata i vom nota cu i, 7, k, ca si in figura de mai jos:
K

1
si Tn acest caz vom nota coordonatele unui vector @ cu literele z, y, z (adicd T = xi + yj + 2k ).

Exprimarea operatiilor cu vectori folosind coordonatele

Deoarece legatura dintre operatiile cu vectori si operatiile cu coordonatele lor intr-o baza arbitrara nu este chiar
atat de simpla In cazul produselor, vom utiliza in cele ce urmeaza doar baze ortonormate direct orientate. Tn acest
caz este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 2.2.4 Daca {Z, 7, E} este 0 baza ortonormata direct orientata si vectorii 7;,/ = 1, 3 au coordonatele
(x1,y1, z1) atunci sunt adevarate urmatoarele egalitati:

U1+ T = (21 +22) i+ (y1 +12) 7 + (21 + 22) k; (2.2.3)

avy = (az1) i+ (ay1) j + (az1) k; (2.2.4)
-11-



V1 - U2 = T1X2 + Y1Y2 + 2129; (2.2.5)

Ty X Uy = (y122 — y221) i + (2132 — 2021) § + (21y2 — T2t K; (2.2.6)
1 Y1 21

(01,02,03) = | 2 Y2 22 |- (2.2.7)
r3 Y3 =3

Demonstratie. Demonstratia egalitatilor (2.2.3) si (2.2.4) rezulta din proprietatile operatiilor de adunare a doi
vectori (vezi teorema 2.1.4) si inmultirea unui vector cu un scalar (vezi teorema 2.1.5), precum si din unicitatea
coordonatelor unui vector intr-o baza data. Astfel (2.2.3) rezulta din urmatorul sir de egalitati:

U1+ vy = (iﬂﬂ +y17 + ZIE) + (9625 + y2j + Z2E) =
= .Ilg + .Igg + yJ + y23 + 21E + ZQE =
= (w1 4+ x2) i+ (Y1 +y2) J + (21 + 22) k.
Egalltatea (2.2.5). rezulta din proprietatile (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) ale produsului scalar, precum si din egalitatile
i=j-j=k-k=1,1-j=1-k=j-k=0, (bazafundortonormata)
U1 Ty = (xlz + 1]+ 21k) - (220 + yoJ + 20k) =
=m@y (07) + 2192 (1-7) + 2120 (0 k) +yiwa (5-71) + 132 (G- 7) + e (G- k) +
+z1xg (k7)) + 2152 (k- ) + 2122 (k- k) = 2122 4+ y1y2 + 2122,
Egalitatea (2.2.6). rezulta rezulta din proprietatile (2.1.11), (2.1.14), (2.1.15) ale produsului vectorial, precum si

din egalitfile s x i = j x j =kxk=0,7x ] =k,i-k=—j,j x k =1 (baza fiind ortonormatz):

U1 X T = (210 + y1J + 21k) X (220 + yoj + 22k) =

= T122 (Z X z) + T1Y2 (z X ]) + 2129 (z X k) + Y122 (] X Z) + “Y1Y2 (j X j) + Y122 (] X k:)

+zi1@g (b x0) + 2192 (k x J) + 2122 (k x k) = (y122 — y221) 1 + (2122 — 2221) ] + (@12 — @2y1) k-
Ultima egalitate din teorema rezulta din aplicarea precedentelor doua si din dezvoltarea determinatului din mem-
brul drept dupa prima linie. &

Remarca 2.2.5 Formula 4. se poate retine mai ugor astfel:

i J k
V1 XUa= |21 Y1 21 |, (2.2.8)
L2 Y2 22
caci membrul drept al formulei este (formal) tocmai determinantul de mai sus dezvoltat dupa prima linie.

Remarca 2.2.6 Formula lui Gibs (2.1.17) rezulta si prin calcul, aplicand pentru membrul stang de doua ori
formula pentru produsul vectorial, iar pentru membrul drept formulele 3. si 2. din teorema precedenta.

Din teorema precedenta rezulta urmatoarele consecinte:

Corolarul 2.2.1 Dacid@ = zi + yj + zk atunci z RS

<
<
|

Demonstratie. Aplicand formula (3.) rezulta:
U-i= (vit+yj+zk)-i=(vi+yj+zk)(1-i+0-54+0-k)=z-1=2. N

Corolarul 2.2.2 Dacd v = zi + yj + zk atunci lungimea sa este:
v=/x%+y%+ 22 (2.2.9)

Demonstratie. Din definitia produsului scalar rezultd v = /v - v, si aplicand formula 3. din teorema prece-
denta rezultd egalitatea (2.2.9). H

Corolarul 2.2.3 Dacaw;,! = 1,2 au coordonatele x;, y;, ; si o este unghiul dintre ei atunci:

cosa = P12 + Y1y2 + 2122 . (2.2.10)

Vi + i+ 233+ v3 + 23
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Demonstratie. Din defintia produsului scalar rezultd ca cosa = %,g,i se aplica formula 3. din teorema
precedenta precum si corolarul precedent.
O consecinta a corolarului precedent este:

Corolarul 2.2.4 Oricare ar fi numerele x1, 41, 21, 22, Y2, 22 €ste adevarata urmatoarea inegalitate:
(z122 + 1y + 2122)° < (23 + 9 + 27) (23 +y3 + 23), (2.2.11)
inegalitatate care este un caz particular al inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

Demonstratie. Se considera vectorii 7;,1 = 1,2 care au coordonatele z;, v, z; si notand cu o unghiul dintre
ei rezultd cos? o < 1. Tn aceastd inegalitate se inlocuieste cos a conform formulei (2.2.10), si aducand la acelasi
numitor rezulta (2.2.11).

Remarca 2.2.7 Din (2.2.10) rezulta ca vectorii 71, 75 sunt perpendiculari daca si numai daca:
122 + Yy1y2 + 2129 = 0. (2.2.12)

Corolarul 2.2.5 Oricare ar fi numerele z1, 41, 21, X, y2, 20 €ste adevarata urmatoarea identitate (identitatea
lui Lagrange):

(2122 + y1y2 + 2122)° + (y122 — y221)° + (2172 — 2221)° + (2192 — T29)” =

= (el +yi +21) (23 + 13 + 23)

Demonstratie. Rationand ca si la corolarul 2.2.4 rezultd pentru unghiul o egalitatea cos? o + sin? o = 1,i

Tnlocuind aci cos o conform (2.2.10) si sin «v cu 'E;I—XUZQ‘ pe baza formulelor 3. si 4. din teorema precedenta rezulta
identitatea de mai sus. H
- 13-



2.3 Geometria analitica liniara Tn spatiu
Pentru Tnceput sa definim cateva notiuni de baza in geometria analitica.

Definitia 2.3.1 Se numeste reper in spatiu 0 multime formata dintr-un punct O (numit originea reperului) si o
baza din 2U3. Daca baza este ortonormata reperul se va numi ortonormat.

Remarca 2.3.1 1n cele ce urmeaza vom considera numai repere in care baza este ortonormata si direct orientata.
Un astfel de reper, conform notatiilor din sectiunea 2 se va nota cu {O, 7, k:}

Definitia 2.3.2 Se numeste vector de pozitie al unui punct M din spatiu intr-un reper vectorul care are ca

reprezentant segmentul orientat O M. Se numesc coordonatele unui punct M Tntr-un reper coordonatele vectoru-
lui de pozitie al punctului M in baza din reper.

Remarca 2.3.2 Daca avem dat reperul {O,E, E,E} atunci coordonatele punctului M se noteaza (x,y, z) $i sunt

definite de egalitatea: OM = i + yj + zk. Vom scrie in continuare M (z,y, z) si vom citi “punctul M de
coordonate (x, z,y)”. Dreptele orientate determinate de O i versorii 7, j respectiv k se vor nota cu Oz, Oy
respectiv Oz si se vor numi axele de coordonate, iar uneori vom folosi denumirea “reperul Oxyz” in loc de
reperul {O, 1,7, k} , denumire "justificatd” si de desenul de mai jos:

2.3.1 Planul in spatiu

Tn aceasta sectiune vom studia planul din punct de vedere al geometrie analitice, adica vom raspunde la in-
trebarile: Daca un punct M (z,y, ) este Tntr-un anumit plan, ce relatii exista intre coordonatele sale? Cum se
reflectd asupra coordonatelor punctelor din plan proprietati geometrice ale planului respectiv?. Pentru inceput
vom raspunde la prima Tntrebare:

Diferite determinari ale planului

\om studia ce conditii verifica coordonatele unui punct situat intr-un plan care este definit prin anumite conditii
geometrice:

Plan determinat de un punct si un vector perpendicular pe plan

Fie punctul My si vectorul N (N # 0). Din geometria de liceu se stie ca exista un singur plan, pe care il vom
nota cu IT care trece prin punctul M si este perpendicular pe vectorul N. Fie acum un punct M arbitrar din planul
I1. Este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.1 M € Il daca si numai daca este adevarata urmatoarea egalitate:
MMy-N =0. (2.3.1)

Demonstratie. Conform figurii de mai jos (in care M, € II, N L ILsunt date, iar M este un punct arbitrar
din planul II):
-14-



7

Zl

punctul M apartine planului II dac si numai daca vectorii N si ]\m sunt perpendiculari’, ceea ce, conform
remarcii 2.1.13 este echivalent cu egalitatea (2.3.1). &

Sa transcriem acum egalitatea (2.3.1) folosind coordonatele. Pentru aceasta sa notam coordonatele punctului
My cu (z0, 0, 20) , coordonatele punctului M cu (z,y, z) si coordonatele vectorului N cu (A, B, C) . Atunci, pe

baza teoremei 2.2.4 si a definitiei coordonatelor unui punct (definitia 2.3.2) MoM = (x —x0)i + (y —yo)j +
— —_— —

(z — zo) k sideci MoM - N = (z — x0) A+ (y — yo) B+ (2 — 20) C, care inlocuita in membrul stang al egalitatii

(2.3.1) ne conduce la ecuatia:

A(x—2z9)+B(y—y)+C(z2—2) =0 (2.3.2)

Daca in ecuatia de mai sus notam Axy + By + Czp = —D rezulta ca punctul M (x,y, z) apartine planului IT
daca si numai daca coordonatele sale verifica ecuatia:

Ax+ By+Cz+ D =0. (EGP)

Ecuatia (EGP) se numeste ecuatia generala a planului in spatiu (cu conditia A2 + B2 4+ C? # 0, pentru ca N # 0).

Example 2.3.1 Ne propunem sa aflam ecuatia planului zOy. Acest plan este determinat de punctul O (0,0, 0)
si are ca vector normal versorul %, deci A = 0, B = 0,C = 1. Tnlocuind in formula (2.3.2) obtinem ecuatia
planului zOy :

z=0. (2.3.3)

Plan determinat de un punct si doi vectori necoliniari paraleli cu planul

Fie un punct Mg (o, yo, 20) $i Vectorii oy = a1i +byj + c1k, T2 = agi + baj + cok necoliniari (adica, conform
remarcii 2.1.15 77 x 72 # 0). Ne propunem sa aflam ce ecuatie (sau ecuatii) verifica coordonatele unui punct
M (z,y, z) care apartine unui plan II care contine punctul M si este paralel cu vectorii v; §i 5. Figura de mai
jos ilustreaza ideea demonstratiei teoremei 2.3.2:

Z|

Analogul teoremei 2.3.1 este:

conform geometriei din liceu, o dreapta este peroendiculara pe un plan daca si numai daca este perpendiculara pe orice dreapta din plan.
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Teorema 2.3.2 Punctul M apartine planului IT daca si numai daca este verificata ecuatia:
(MMo,'l_)l,Q_)2> =0 (2.3.4)

Demonstratie. Punctul M apartine planului IT daca si numai daca vectorii M My, ©1, U2 sunt coplanari, ceea
ce este echivalent cu egalitatea (2.3.4), conform remarcii 2.1.16.
Folosind coordonatele egalitatea (2.3.4) se scrie, conform operatiilor cu vectori (vezi formula (2.2.7)):
L—To Y—Y 22— %0
aj b1 C1 =0.1 (235)
az b2 2
Plan determiant de trei puncte necoliniare
Fie punctele M; (z;, i, 2;) , @ = 1, 3 necoliniare (adica vectorii My My si M7 M3 sunt necoliniari, sau folosind
operatii cu vectori, conform remarcii 2.1.12, M; M, x My M3z # 0). Ecuatia planului determinat de cele trei
puncte este data de:

Teorema 2.3.3 Planul II care trece prin punctele M; (x;, v, 2;) , i = 1,3 necoliniare are ecuatia:
r y z 1
1 y1 oz 1
=0. 2.3.6
x2 Y2 22 1 ( )
x3 ys z3 1

Demonstratie.Varianta 1. (geometricd) Reducem problema la cazul precedent, considerand ca planul IT este
determinat de punctul M; si vectorii M7 M si My Ms. Conform formulei (2.3.5) ecuatia planului este:
T—IT1 Y-y <2—z2
ra—w1 Y2—y1 22—2 | =0,
L3 —T1 Y3 — Y1 23— %21

ecuafie care se poate scrie:
r—x1 y—y1 z—=z1 0
T Y1 21 1] 0
r2—21 Yy2—y1 22—z 0
z3—x1 Yys—y1 23—z 0
adunand in determinantul de mai sus linia a doua la celelalte linii obtinem ecuatia (2.3.6).
Varianta a 2-a. (algebricd) Ecuatia planului IT (vezi (EGP)) este:
Az +By+Cz+D =0 (2.3.7)
A determina ecuatia planului IT se reduce la a determina coeficientii A, B, C, D din ecuatia de mai sus. Scriind ca
punctele M;, i = 1, 3 verifica aceasta ecuatie rezulta:
Ax1+By1 +Cz1+D =0
Azo+ Bys +Cz+ D =0 (2.3.8)
Ax3 + Bys +Cz3+ D = 0.
Rezolvand acest sistem cu necunoscutele A, B, C (care are determinantul nenul din conditia de necoliniaritate a
punctelor My, My, Ms ) si inlocuind Tn (2.3.7) rezultd ecuatia palnului II . Tn loc sa procedam asa, cosiderdm
sistemul omogen (cu necunoscutele A, B, C, D ) format din sistemul (2.3.8) si ecuatia (2.3.7), sistem care are
solutie nenula. Conditia ca acest sistem sa aiba solutie nenuld este ca determinantul sau sa fie egal cu 0 , adica
tocmai ecuatia (2.3.6). H

Pozitia relativa a doua plane, unghiul a doua plane
Fie planele T1y, IT, de ecuatii:
Az +Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz + Dy = 0.
Pozitia relativa a celor doua plane, determinata pe baza ecuatiilor (2.3.9), este data de :
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Teorema 2.3.4 Planele Iy, IT sunt paralele, daca
Al Bl Cl D1
Aa_H~s1_ =M 2.3.10
A _B_G_ Dy
A2 N B2 - CQ - D2

coincid daca:
(2.3.11)

si au o dreaptd comuna daca rangul matricei Av B Crote doi,
A2 Bg C2
. o . .| AL By 4 . - . .
Demonstratie. Daca rangul matricei A B, C este doi atunci sistemul (2.3.9) format din ecuatiile
2 2 2

celor doua plane este simplu nederminat, iar solutile sale sunt coordonatele punctelor de pe o dreapta (va urma).
Daca rangul matricei precedente este unu, atunci sistemul (2.3.9) este incompatibil, daca rangul matricei extinse
este doi, ceea ce este echivalent cu (2.3.10), si deci planele sunt paralele, sau sistemul (2.3.9) este compatibil cu
rangul matricei extinse egal cu doi, ceea ce e echivalent cu (2.3.11), si Tn acest caz cele doua ecuatii se obtin una
din cealalta prin inmultirea cu o constanta, deci reprezinta acelasi plan. B

Remarca 2.3.3 Daca se tine cont de semnificatia geometrica a coeficientilor lui z,y, z din (EGP) (ei sunt co-
ordonatele normalei la plan), atunci egalitatea primelor trei rapoarte din (2.3.10),(2.3.11) nu este altceva decét
paralelismul normalelor la plane.

Unghiul a doua plane se defineste astfel:

Definitia 2.3.3 _ Unghiul planelor II;, IT, date prin ecuatiile (2.3.9) este unghiul dintre normalele la cele doua
plane Ny = A7+ Bij + Cik, Ny = A9t + Baj + Chk.

Teorema 2.3.5 Daca notam cu « unghiul celor doua plane, atunci:
A1As + B1By + C1Cy

VA?+ B2 +C?\/A2+ B2+ C2?

cos o =

Demonstratia formulei de mai sus este simpla, rezultand direct din definitia precedenta si din formula (2.2.10)
care da unghiul a doi vectori pe baza coordonatelor.
Din teorema de mai sus rezulta:

Corolarul 2.3.1 Planele IT;, IT, date prin ecuatiile (2.3.9) sunt perpendiculare daca si numai daca:
A1As + B1By + C1Cy = 0.

Distanta de la un punct la un plan
Fie planul I de ecuatie (EGP), si punctul M (z1,y1, 21) -

Teorema 2.3.6 Distanta de la punctul M, la planul II este egala cu:
A B D
dist(M,T1) = AT E By + O & D (23.12)
VA2 + B2+ C?

Demonstratie. Sa facem figura:
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in figura de mai sus N = Ai + Bj + Ck este normala la planul I, My(zo, %o, 20) este un punct din plan (deci
coordonatele sale verifica ecuatia planului), iar M’ este proiectia punctului M pe normala. Conform geometriei
"clasice" distanta de la M la planul II este egala cu lungimea segmentului Mo M’. Dar din proprietatile produsului
scalar avem:

-
’N-MOM’

N
[A(z1 —20) + By —yo) + C (21 — 20)| _
VAZ + B2 4+ C2

|A$1 + Byi + Cy1 — (Ax() + Byo + CZ())‘ -

VAZT BT C2
|Az1 + By1 + Cz1 + D] -
VA2 + B2 4+ C?
Ecuatia normala a unui plan (Hesse)

Fie IT un plan pentru care se cunoaste distanta de la origine la plan d si unghiurile o, 3, ~ facute de perpen-
diculara coborata din origine pe plan. Sa notam cu P piciorul perpendicularei coborate din origine pe plan si cu
M (z,y, z) un punct arbitrar din plan.

MoM' =

Din datele cunoscute avem OP = d (cos ai + cos 8] + cos~k) , iar conditia ca M € II este echivalenta cu
OP - PM = 0. Transcriind aceast3 egalitate Th coordonate avem:
d(cosa(—dcosa+ x) + cos B (—dcos 5+ y) + cosy (—dcosy + z)) =0
sau facand calculele si tinand cont c& cos? o + cos? 3 + cos? v = 1, rezultd ca coordonatele punctului M verifica
ecuatia:
xcosa+ycosf+ zcosy—d=0 (2.3.13)
Ecuatia (2.3.13) se numeste ecuatia normala a planului (sau forma Hesse).

Remarca 2.3.4 Din ecuatia generala a planului se ajunge la ecuatia normala a planului prin impartirea ecuatiei
(EGP) cu +v/ A% + B2 + (2, alegand semnul astfel ca in ecuatia obtinuta termenul liber sa fie negativ.
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Remarca 2.3.5 O alta forma a ecuatiei planului este asa numita "ecuatia planului prin taieturi” de forma:
Frbesing

care se obtine din (EGP) prin impartirea cu —D. Numitorii din ecuatia de mai sus sunt tocmai coordonatele

punctelor de intersectie cu axele (adica planul intersecteaza axa Ox in punctul (a, 0,0) , axa Oy in punctul (0, b, 0)

siaxa Oz n (0,0,c)).

Exercitiul 3.1 Sa se afle latura cubului care are doua fete in planele z + 2y + 2z —6 = 0,2+ 2y + 22+ 3 = 0.
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