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1Programare liniara

1.1 Algoritmul Simplex

(1947, G. Dantzig)
Problema:
Program liniar sub forma canonica:
Sa se afle maximul functiei

f(xy,...zp) = Z CiTi + Cpi1

1=1
cu conditiile:
(1.1.1) > ajiw < by, j=1m
1=1
(1.1.2) x;, > 0,1 =1n.

in cele ce urmeaza conditiile (1.1.1) le vom rescrie sub forma:

(1.1.3) yj=bi+ > (az) (—z;) >0
i:1_ 9.



Solutia (7, ..., x7) se numeste solutia optima (program optim).
flx3,..x) > f(x1,...xn),V (21, ...7,,) care verifica ineg.(1.1.1),(1.1.2).

1.2 Interpretare geometrica pentru doua variabile

Exemplul 2.1 Sa se afle minimul, respectiv maximul functiei f (x,y) = 3z + 4y cu
restrictiile:
(v 4+ 3y >3
rT—1y > —2
2r+y <4
|z > 0, y >0

L\

(1.2.1)

Pentru rezolvare se deseneaza zona din plan care corespunde la inegalitatile (1.2.1)
si se determina dreapta paralela cu 3x + 4y = 0 cea mai departata, respectiv cea mai
apropiata de origine care intersecteaza zona:
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Exemplul 2.2 Sa se afle minimul, respectiv maximul functiei f (x,y) = —3z + 6y cu
restrictiile:
(x4 2y > —1
20 +y >4
x—y=>—1
=4y > 13, —dr+y > —23

(1.2.2)

_/\

Pentru rezolvare se deseneaza zona din plan care corespunde la inegalitatile (1.2.2)
si se determina dreapta paralela cu —3x + 6y = 0 care intersecteaza axa Oy in cel mai
apropiat (departat) de origine si intersecteaﬁé zona:






1.2.1 Algoritmul general

Algoritmul va consta din 2 faze:
1. Se determina o "solutie admisibila", adica (x4, ...x,,) care verifica ineg. date.
2. Se "imbunatateste" solutia astfel gasita.

Pasul de baza este "pas Gauss-Jordan modificat".

La problema de optimizare liniara atasam tabelul simplex:

—X1 | =T | | =Ty | 1
Yy1=| a1 | a2 |-+ | a1 | b1
(1.2.3) y2.: Qg1 | Qg2 |-+ | a2, | bo
Yn = | Qm1 | Om2 | | Omn bm
f=|—c|—cl| |—c|cn
Schimbam Tn acest tabel (—x1) cu y;
ec 1.

n

Y1 = Z (—a1;) x; + by

1=1
ai 0



—y1+ D iy (an) (=) + by

a9; (—ZI?Z> + by =

—a1b1 + a1109

(124) T =
.. ) . ail
Linia 1 din tabelul modificat:
1 ap b
_ N a;i; a7 oan
inlocuind z Tn expresiile s, ..., y,, avem:
n
Yo = > agi(—w;) + by =
=1
) ) b ,
. (__yl + 2 i (an) (@) + 1) n
an =2
n
a9 —a21G1; + A2;A11
= —(—w) + —1;) +
an( B -~ (—;)

1=2

aii



— aml(

zn: Ay (-Z’Z) + bm
1=1

s (an) (—3) + by

aii

) + Y i (—x;) + by =

1=2
n
Am1 — Q101 T QiG] —Qp1b1 + @110y,
= () + Yy (i) +
a1y — a11 a1
1=2
.. A " a1
Obs. La linia £ adun linia 1 inmultita cu ———.
. ] .. a11
Linia 1 devine linial: aq
Coloana 1 devine — coloana 1:a;.
— — T2 e —Tn 1
—— ; e “
Yo = | =0 | Q22 — a2 Qon — ZH01n | by — 22Dy
Ym = _CZL_T Am2 — (ZL_TCLH Amn — (ZL_T 1n bm Cgﬁl
— | _ _ _
f - ai 2 a11a12 Cn ai n Cn—i—l als 1




Procedand la fel cu o, 3, ..., x,, Se ajunge la tabelul:

—Y1 | =Y || Yo | 1
L1 = C11 Ci12 |~ | Cin dy
Lo = C21 C2 |""+ | Con da
(125) Lp — Cnl Cn2 |- Cnn dn
Yn+1 — | Cn+11 | Cn+12| """ | Cn+1n dn+1
Ym — Cm1 Cm2 | Cmn dm
f=1la | @ || & | Q
Acest tabel corespunde la urmatoarea problema de optimizare:
n
(1.2.6) max f(y) = Y ¢i(~y:) +Q
1=1
cu conditiile:
;= ci(—y;)+d;, >0, 1=n+1m
(1.2.7) Y Z i (=)

j=1
y; > 0,1 =1,n
lar legatura cu variabilele initiale este data de:

n
X, = ZCU (—y]‘) + dZ,Z = 1,n
j=1 0




Exemplul 2.1 Sa se elimine necunoscutele x, x5 pentru problema:

max f (r1,T9) = —3x1 + 629
r1+2x9+1 > 0
200 +x9—4 > 0
r1—20+1 >0
r1 — 49+ 13 > 0
—4dx1+ 29+ 23 > 0
Tabelul simplex corespunzator:
—X1 | —X9 1
prvot
y1=| —1| =21
Yp=| =2 | —1|—4
ys=| —1 | 1 1
ys=|—11| 4 |13
ys =| 4 | —1 |23
f=] 3 | —-6]0



—1 —X9 1
=1 = = =-1
—=2 =2 -1+ (-3)(-2)=3 |4+ (-3)1=-6
—==-1] 1+(—=)(-2)=3 1+ (—=)1=0
—==-1] 44+ (—3)(-2)=6 |13+ (-5)1=12
—L =4 | -1+ (—F)(-2)=-9| 23+ (—F)1=27
2 =3 |6+ () (=) = —12[ 0+ (=Z)1-3
— U1 —Y2
= =1+ (=5) (=2):3 S1=20-1/3):
= —=2=-2/3:-2 —14+ (=) (=2) =3/3/3: 3
=|—==-14+(-1)(-2): 1| 1+ (-7)(-2)=3(-1/3): —
=|—-==-14+(-2)(-2):3 4+(——1)( 2) = ( 1/3): —
—%:4+(3)(—2):—2 —1+ (—=%) (-2)=-9(— 1/3)
—2 =3+ (4)(=2): =5 | =6+ (=) (-2) = —12( 1/3): 4
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_ 1 2
n=| 1 |-2| 3
va=|—3| 3 | =2 |f=(=5)(~y)+4(-yp2) —21
ys=| 1 | =1 6 | x1=35(-v1)—3(—pn)+3
ya=| 3 | =2] 24 | ma=—5(~u1) +5(~y2) —2

Yy = —2 3 9
f=]=5] 4 [-21

Definitia 2.1 {y1,v2, ..., vy} S numeste solutie bazica a problemei (1.2.6)-(1.2.7)
daca este solutie pentru sistemul de inegalitafi (1.2.7) (solutie admisibila) si n din
componente sunt nule.

Definitia 2.2 Daca {y1,vs, - . ., ym } €ste solutie bazica atunci cele n variabile nule se
numesc variabile nebazice, iar celelalte variabile bazice.

Definitia 2.3 Daca {y1,v>, - - -, ym } €ste solutie bazica si exista variabile bazice nule,
atunci solutia bazica se numeste degenerata, si nedegenerata in caz contrar.

Importanta solutiilor bazice este data de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1 Problema de programare Iinligré (1.2.6)-(1.2.7) are solutie optima daca



si numai daca are solutie optima bazica.

— Y1 —Y2 —Yn 1
Yn+1 — | Cn+11|Cn+12 | " | Cn+1n dn—H
Ym — Cml Cm2 Cmn dm
J G | @ ¢ | @
Lema 2.1 Daca in tabelul (1.2.5) d; > 0,7 = n + 1, m atunci o solutie bazica este
data de:
(1.2.8) Yy = 0,i=1,n
yZ:dz,z:nJrl,m

Demonstratie: Din tabelul (1.2.5) rezultd cd dacd y;, = 0,7 = 1,n atunci y; =

di,1 = n + 1,m si conform ipotezei d; > 0,7 = n + 1, m rezulta ca (vezi definitia 2.1
, Ym } €ste solutie bazica.

) {y1, 92,

Lema 2.2 Dacaintabelul (1.2.5) exista d, <0(n+1<r<m)sic; >0,i=1,n

atunci nu exista {y1, o, . .

Demonstratie: Presupunem ca exist§ ig}, Yo, . .

., Ym + care sa verifice inegalitatile (1.2.7).

., Ym | care verifica (1.2.7). Atunci



y; > 0,1 =1,nsidiny, = Z cr; (—y;) + d, rezultd y, < 0, contradictie cu y, > 0.
j=1

Lema 2.3 Dacaintabelul (1.25)existad, <0(n+1<r <m)siexistal <s<n
asfel Tncat ¢, < 0 atunci efectuand un pas Gauss Jordan modificat cu pivotul c; s ales
dupa regula:

d;, d;
(1.2.9) 0<—"= min {—>0

Ciys n+1<i<m | C;gq
(adica n tabelul (1.2.5) se schimba — —ys CU y;, ) avem (notand elementele noului tabel

cu accent) pentru iy # r d,. > d, iar pentru iy = r y, este variabila nebazica, deci
yr =0 > d,.

Demonstratie: Conform ipotezei in coloana s exista cel putin un indice ¢ astfel
Tncat dz > (. Alegem 7 conform regulii (1.2.9). Daca iy # r atunci, conform Gauss-
ordan P
/ 1
dr — dfr' - _OCT'S > dfr'.
CioS
Teorema 2.2 Pentru orice problema de programare liniara dupa un numar finit de
pasi se ajunge la o solutie admisibila bazica sau se ajunge la concluzia ca problema

nu are solutie.

Demonstratie: Rezulta din cele trei I?[Te precedente.



Teorema precedenta rezolva prima faza.
Pentru optimizare plecam tot de la tabelul (1.2.5) in care presupunem ca ultima
coloana are doar numere pozitive (adica de la o solutie bazica).

Lema 2.4 Dacain (1.2.5) ¢; > 0, ¢ = 1, n atunci solutia optima este y; = 0, ¢ = 1, n.

Demonstratie: Avem f = —> gy + Q < @ pentru i, > 0,k = 1,n,
egalitatea avand loc doar pentru y;, = 0,k = 1, n.

Lema?25 Dacaexistag, < 0,1 < s <nsics <0,n+1 < r < m atunci
sup f (x1, ..., x,) = 00.

Demonstratie: Alegem y, = t > 0,y = 0,k # s,k = 1,n avem y; =
—cist+d; >0, 2=n+1,m,Vt >0.Dar f = —qst + () — ococand t — oo.

Lema 2.6 Dacaexistag, < 0,1 <s <nsiexistac;; > 0,n+ 1 < < m atunci
alegand un element pivot din coloana s dupa regula (1.2.9) se obtine efectuand un
pas G-J modificat un nou tabel simplex (notand elementele noului tabel cu accent) cu

Q > Q.

- . . < d
D?monstra_pe. Alegandvelementul pivot ca in enunt avem ()’ = —;OiqurQ > ().
Din cele trei leme rezulta:

Teorema 2.3 Oricare ar fi problema de pr105gamare liniara cu solutii admisibile, dupa



un numar finit de pasi G-J modificafi se obtine sau solutia optima sau concluzia ca
maximul este infinit.

Exemplul 2.2 Continuare la exemplul 2.1.

—Y — Y2 1
g = pml)ot _1/1 6/1
p=| —3/1 —2+ (=3/1)(-1) = 24+ (=3/1)6 =6
| SCR/T=3 5t C (/D D =T 9% (2 /D6=2
f= —@5N1=54+c—()/m(1%: 1] =21+ —(=5)/1%6=9

f=(-5) (—y1)+4( y2) — 21
r1 =5 (=) — ( y2) +3

xzz—é(—ylH (—ya2) — 2
q=-—-5<0
4 — 6 L — Haleg iy = 1: pivoticy
—y3|—yo| 1 —Y3 — Y4 1
y1=| 1 | =1|16|y1=] 1+1%x(-3)=—-2 | 1 | 6+1%x6=12
prvot prvot
Yyp=| =3 1 |6 |yg= —3 1 6
ys =| 2 1 21 lys =2+ (—1)*(=3)=5| =1 |21 —1x6=15
= 5 | =1|9|f=]| b+1x(-3)=2 1 |[94+1x6=15
Jmax = 15
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min (max)f{x), x=(x,.x,.x;). Ax)=x,+x,;=x, Cu restrictiile:
12x, +28x,+7x,>84
8x, +5x,+10x;>40

20x, +7x,=6x,>42

%20, k=T3.

Remarca 2.1 La pas G-J modificat cu pivot c,, se fac urmatoarele modificari: ele-
mentele din capul de tabel de pe coloana s si linia r se schimba intre ele, cu schimbare
de semn. (adica —y,, vy, < —v,,y,. elementele de pe coloana s se inlocuiesc cu
ele/pivot si cu semn schimbat Elementele de pe linia pivot se Tmpart cu pivotul, |

n locul pivotului se pune —. Celelalte elemente din noul tabel se obtin din adunarea
la vechiul element a (elementulm de pe coloana corespunzatoare si linia pivotului din
vechiul tabel)*elementul de pe linia lui si coloana pivotului din noul tabel.

Exemplu:
P - 17-



—T1| —X2| —T3 1
yi = | —12| 28] =7 [ -84
yo =| —8 | =5 | —10| —40 min { =2, ==, =2} = 3 deci pivotul este (—28)
ys = |—20| =7 | —6 | —42
fl=[-1]-=1]-1] 0
—T —y1 | —3 1
iz = =7 5| 1 5 =3
yp=| =8+ (—12) () = —% | =g | —2 | —40+ (—84) (=) = —25
ys = | =20+ (—12) (=) = —17| 0 | L1 | —42+ (—84) (=5) = —21
fl=] —1+(12) (=) =7 |=x| —1| 0+ (=84)(=x5) =3
—Zy|—y1|—x3] 1
2 %u_ jég %ﬁ &
Y= |—7 || T3 | =2 mm{ 25,_2_71}:84deci pivotul e — %
prvot 28 28
ys = | —17| =L —f{ —21
IEEIES

_ 18-



Y2 =

Y1 =

1

—Y2

To —

—2/ (5/7) = -

o —

Y3 =

pivot

1/ (=9): -1

Y1 =

—4/(5/7) = -

(00

49

f1

—2/ (5/7) = =

O Ot
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min (max)f{x), x=(x.x,.x;). fx)=x,+2x,+3x,

—x1 | —y2 | —w3| 1

— | 8 |
To — 344 —§ 2 8
y1=| = | =% 49 |140
12 |- 1%

solutie ba2|ca xr1 =

2x, X, +2x,>8

-
-,'\1

1

x,+5x,>12

2

Cu restrictule:

7
07$2:287$3:an1:107y2:107y3:0-

pivotul: min {28,/68,10/(20/7),10/ (44/7)} = 1= deci e 68

—T9 —Y3 | —T3 1
r=| 1/68=q | —4 | 17 28
VYo = _20/68——% =5 | = |10+ 28 (—55) =%
y1=|=5/08 = =355 |~ | =7 |10+ 28 (—35) = 2
=[-8 = ] s [ & [+ BEH) =3
Exemplul 2.3
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—T1| —X2| —T3 1 —T1 | —Y1 | —X3 1
prvot — _
Y1 = —2|-1|-2]-8 - - 1 pz%ot &
Yo = —2 —1 —5 —12 Yo = O —1 —3 —4
fl=|—-1|-2|-3| 0 |f1l=| 3 |—=2| 1 |16
— —Y1 Y2 1 |
Ty =] 2 —1+<—1>(2/3)1:—§ —24(—3)1:§ 8+(—4)*(2/3)4:%
3= 0 —1/(=3) =3 B e —4/(=3) =3 .
fl=| 3 |24 (=1)(1/3) = —I|=1/(=3) =116+ (—4) » (1/3) = &
—T1| Y| Y2 1
=] 2 2] (&
pLvot
r=| 0 |4 | 4]
IEEEEIREE.
— —UY1 —2 1
r=| 2 [(3) /(-5 =5[345% (1) = 1|0 15+4/3=12
prvot
3= 0 1/5:3 —1/(1/3) = -1 2/ (1/3) =4
=] s [N =7 347 () = =2 [$+7+4/5-21
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1.3 Problema de transport

Se dau m centre de productie si n centre de desfacere. Se noteaza cu c;; costul trans-
portului unei unitati de produs de la c.p. 7 lac. d. j, cu x;; cantitatea de produs
transportata de la c.p. ¢ lac. d. j, cu a; cantitatea produsa la c.p. %, cu b; cantitatea
necesara la c.d. j. Se cere sa se determine x;; astfel incat costul total al transportului
sa fie minim.

J=n
=1
cu condifiile:

D i1 Tij = a1 =1,m

2215% — b]a] — 1777’

(132) m n z':m, =N
D i1 @ = 2;’:1 b (Ez’,jzlj xij)
Lij Z 0
Exemplul 3.1
Exemplul 3.2
Exemplul 3.3
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Remarca 3.1 Conditiile (1.3.2) sunt un sistem de n+m—1 ecuatii cu nm necunoscute,
care are o infinitate de solutil.

Primul pas va consta in determinarea unei solutii de pornire.

Definitia 3.1 O solutie a (1.3.2) se numeste solutie bazica daca are cel multn+m —1
variabile nenule; nedegenerata daca are exact n +m — 1 variabile nenule, degenerata
n caz contrar.

1.3.1 Metoda coltului de N-V.

(de aflare a unei solutii bazice)

11 ... T1n A1
11 .- Lin L
X = X = N g
ml - mn Wm
xml oo Qjmn b b O
1 ... n

r1; = minf{ay, b1} Laex. 1z = 108.4



Daca r11 = aq atunci T = O,j — 2,—7?, b1 = b1 — aj. "Tai" linia 1 din 7
Daca Tl = bl atunci T;1 = O,Z — Z,—m.a1 = a1 — bl. Tai coloana 1 din 7
Continuam pana eliminam toate liniile si coloanele lui X .
Peex. 1: 11 = 100, T19 = X153 = 214 = 0. bl = 125 — 100 = 25.
__ T1 T2 T3 Taa 180
X = 31 IT32 I33 T34 220
20 135 105 135 500
o1 — 25, 31 = O, 180 := 180 — 25
X9 To3 Tog 155
7 = 32 T33 T34 220
135 105 135 500
To9 = 135, w39 = 0; 155 := 155 — 135
T23 T4 20

X = 33 T34 220
105 135 500
To3 = 20; w9y = 0: 105 := 105 — 20.

> X33 — 85, X34 = 135

~ X33 T34 220
A= 85 135 500




1.4 Optimizarea solutiel bazice

1.4.1 Metoda potentialelor

Definitia 4.1 Avand o solutie bazica X se numeste lant de celule un sir de celule cu
proprietatile ca nu exista 3 celule pe aceeasi linie sau coloana si 2 celule succesive
sunt Tn aceeasi linie sau coloana.

EXGIT]plUl 4.1 T12, 13, L23.

Definitia 4.2 Se numeste ciclu un lant la care indicele de linie sau de coloana de la
primul el. si ultimul coincid.

EXGIT]plUl 4.2 X12, 13, L23, T22

Definitia 4.3 O solutie bazica se numeste aciclica daca nu exista un ciclu cu el. nenule.

Ideea : Solutia optima se cauta printre sol. bazice aciclice.
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Definitia 4.4 Solutia bazica X se numeste sol. potentiala daca exista numerele w;, v;
astfel Tncat:

u; + Uj S Cz'j
egalitatea avand loc pentru indicii ¢, j pentru care z;; > 0. (i =1,m,j = 1,n)

Teorema 4.1 Solutia bazica X este sol. optima daca si numai daca este potentiala.

Demonstratie: dem. ca daca X este potentiala atunci X este sol. optima. Fie
Z?:Hf, =a;,i=1,m
m
Z- xi;=bj,j=1n
1=1 Jo i=m,j=n /
m Z m,j=n Z 1 1 CZ]’CI;Z >
2 im1 Ui = ( j xij) T !
0

] 1,7=1
Z

X' o solutie a sistemului

Zi T]] 1 CijTi -

iy iy = ity (it )@y = i uz:vw + Zi T vl
= i 1“@Zn | T +Zj LU D i | Th = > o 1uzaz+23 1 ;b

=D s Wi )i Tij T D g U > iy i = Y i (it vp) i = f(X)

Fie X o sol. bazica. determinam w;si v; din:

U; + ’U]' = Cz’j
pentru ¢ pentru care z;; > 0.(n +m — 1 ec., n + m nec..u; = 0.) calculam
5@‘ = —_Cléfi_— u; + (O



daca ¢,; < 0. Daca exista 7j astfel incat 6;; > 0 atunci X nu e optima. aleg 7jo :
max (Sij = 57?0]6

Se formeaza un ciclu pornind de la 7yjy si elem. nenule din X. se numeroteaza el

ciclului pornind de la z; ;, n sens trig. Se alege cel mai mic element cu numar par

Ty = e. Se construieste o noua solutie bazica scazand din ele. cu numar par pe e si

adunand pe e la cele cu nr. impar. Rezulta sol. bazica X.

Exemplul 4.3

uirt+v =
U9 + V1
U9 + V9
U9 + U3
Uus + v3
U3 + U4

|
qoplkwprlxw

1
noll



’01:2,’&2:2,‘02:—1,03:O,U3:3,U4:1.

dg=-—-34+0—1=—-4013=—44+040=—40u=—-1404+1=0;094 =
—5+24+1=-2:031=—-14+34+2=47;
0g9 = —4+3—1=—-2.
Z'0,7'0:31
100 0 0 O
X=( 25% 135 20% 0
0x! 0 852 135
100 0 0 0
0 135 45 0
25 0 60 135

X
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2 100 0O 3 0O 0 4 0 0 1 0O 0 O 100 O

1 135 O 5 0O 0 O 180 O
-4 0 0-4 135 0 O 220 0
0 125 0 0 135 0 0 105 O O 135 0 0 1270 O

vi = 0,u1 +v =2
U9 + V9 Liug +v3 =2
us+v; = Lius+v3=3u3+vy=4
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E—— ©

0
4 0 O 1 135 O
0

0 125 0 0 135

45 0 5 0O 0 0O 180

105 0 0 135 0 O 1170

o W N
o O o O
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2Grafe

2.1 Grafe neorientate

Definitia 1.1 Se numeste graf neorientat un cuplu G = (V, E/) unde V" este o multime
finita de varfuri, iar £ o multime de perechi neordonate de el. din IV numite muchii.

Remarca 1.1 Vom nota varfurile cu v; sau cu ¢, iar muchiile cu e; sau cu (v;, v;) sau

(4,J)

Exemplul 1.1
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V ={1,2,3,4,5}, E={(1,2),(2,3),(3,4),(2,4),(3,5), (5,1), (3,3)}

Definitia 1.2 Daca G = (V, F) este un graf atunci nr. el. lui V' se numeste ordinul
grafului, iar nr. el. lui £ dimensiunea grafului G.

Definitia 1.3 O muchie (¢, ¢) se numeste bucla.

Definitia 1.4 Un graf se numeste simplu daca n-are bucle.

Definitia 1.5 Se numeste lant intr-un graf o succcesiune de muchii adiacente.
Definitia 1.6 2 muchii sunt adiacente daca au un varf comun.

Definitia 1.7 O muchie este incidenta cu un varf daca varful face parte din perechea
care def. muchia.

Definitia 1.8 2 varfuri sunt adiacente daca exista o muchie formata din perechea celor
2 V.
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Definitia 1.9 Se numeste gradul unui varf numarul muchiilor incidente cu varful re-
spectiv.

Exemplul 1.2 grad(3) = 5.

Teorema 1.1 Daca dimensiunea grafului este m atunci suma gradelor varfurilor este
2m.

Demonstratie: Fiecare muchie contribuie cu 2 la gradele varfurilor.

Definitia 1.10 Se numeste ciclu intr-un graf un lant la care ultimul varf coincide cu
primul.(!!).

Definitia 1.11 Se numeste lant (ciclu) simplu un lant (ciclu) care nu contine de doua
ori aceeasi muchie.

Definitia 1.12 Se numeste lant (ciclu) eulerian un lant (ciclu) simplu care contine
toate muchiile.

Definitia 1.13 Se numeste lant (ciclu) hamiltonian un lant (ciclu) care contine toate
varfurile o singura data. 34



Exemplul 1.3 Este posibil ca un grup de 11 persoane fiecare sa stranga mana la exact
5 persoane?NU: suma gradelor este 55.

Exemplul 1.4 Problema podurilor din Konigsberg: sa se gaseasca un traseu care sa
permita trecerea o singura data pe fiecare pod si sa se ajunga la punctul de plecare.

Atasam un "graf" Varfuri: 1, (sud), 2(est), 3(nord), 4(insula) ; Muchii (1,2) , (1,4) , (1,4), (2
(2,3),(3,4), (3,4).Gradele varfurilor: 3, 3, 3, 5.

Teorema 1.2 Intr-un graf exista un circuit eulerian daca si numai daca toate gradele
varfurilor sunt pare.
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Teorema 1.3 Intr-un graf exista un lant eulerian daca si numai daca toate gradele
varfurilor sunt pare cu exceptia a exact doua.

Exemplul 1.5 Exista un graf simplu cu 13 varfuri, 31 muchii, 4 varfuri de grad 1 si 7
varfuri de grad 4? Total grade varfuri:2x31 = 62.Total grade 2 varfuri: 62—4—28 =
30. Grad minim la un varfe 15 > 12. NU.

Exemplul 1.6 Sa se construisca un graf cu 5 varfuri, cu gradele varfurilor: 2, 3, 5, 2, 2.

2.2 Algoritmi
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2.2.1 Definitii si notatii

Definitia 2.1 G = (V, E) graf, se numeste subgraf al lui G graful G; = (V1, E1) cu
VicV, ki CE.

Definitia 2.2 Graful G = (V, F)) se numeste conex daca intre oricare doud varfuri
exista un lant.

Definitia 2.3 Un subgraf al unui graf se numeste arbore daca este simplu, conex si
fara cicluri.

Definitia 2.4 Se numeste arbore de acoperire a unui graf conex un arbore care contine
toate varfurile.

Definitia 2.5 Se numeste frunza intr-un arbore un varf de grad 1.

Definitia 2.6 Daca (&, este subgraf al grafului G se numeste muchie frontiera o muchie
din G care are un varfin G si unul in G\G;.
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2.2.2 Algoritmi de generare arbore de acoperire

2.2.1 Cautare Tn adancime

Ideea: se eticheteaza varfurile cu eticheta notata df _numanr si se pleaca de la ultimul

varf etichetat.
notatii: cu 7' se noteaza arborele, cu £ multimea muchiilor frontiera ale lui 7.

Date de intrare Tn algoritm: uwgG conex si un varf r.

Date de i1esire din algoritm: unarbore deacoperirel'sio etichetare
data de df numar.

Initializari: T = ({r}, @), df _numar(r) := [0], ¢ := 1 (i este un contor
de numarare).

Pasul de baza al algoritmului: cattimp7 nuarbore de acoperire:

1. Se actualizeaza Frr;

2. Se alege muchia frontiera [ = {x, y} care are un varf = cu df _numar(x) maxim;
3. Se adauga la T" varful y si muchia [ ;

4. df _numar(y) = [i];7 =1+ 1.

2.2.2 Cautare in latime

Idee: se eticheteaza varfurile cu eticheta notata et si se pleaca de la varful cu eticheta
cea ami mica posibila.

notatii: cu 7' se noteaza arborele, cu 7> multimea muchiilor frontiera ale lui 7.
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Date de intrare Tn algoritm: uwgG conex si un varf r.

Date de i1esire din algoritm: unarbore deacoperire 1 sio etichetare
data de et.

Initializari: T = ({r},9), et(r) := [0], ¢ := 1 (¢ este un contor de
numarare).

Pasul de baza al algoritmului: céattimp7 nuarbore de acoperire:
1. Se actualizeaza Fr;
2. Se alege muchia frontiera [ = {x, y} care are un varf = cu et(z) minim;
3. Se adauga la T" varful y si muchia ;
4. et(y) = i];i :=1+1

Exemplu: Sa se determine un arbore de acoperire untilizand cei doi algoritmi,
pentru urmatorul graf:
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Rezolvare: T'= {{a}, 2} ;df _numar(a) .= 1[0],7:=1
Fr={labl,laf]};alegl = [ab], T = {{a,b},{|ad]}}; df _numar(b) = 1;1 =

2;

b= {af ) bf ) bg ) bc]} aleg [ = [bc] 1" = {{a’v b, C} ; {[ab] ; [bc]}} ) df_numdr(c) =
2:1 = 3;

Fr = {(af], 1bf), bg]. ed], ee], [cg]} : aleg I = [ed]

7= ({a.b,e.d{[ab]. o] led]})  df_numisr(d) = 3 = 4

Fr={laf],[bf],bg],[ce],|cg], |de]} ; aleg | = [de]

T ={{a,b,c,d e} {lab],bc|,|cd], |de]}}; df _numar(e) =41 =5

Fr={laf],[bf],[bg],|cgl,leg],lef]}; alegl = |ef]

T'={{a,b,c,d,e, f},{lab],[bc], [cd], |de], lefl}}; df _numar(f) =51 =6

Fr=A{lbg], lcg], legl,[fg]};alegl = [fg]

T = {{a,b,¢c,dye, f, g}, {lab], [bc], [cd] , |de], ef], [fg]}}; df _numar(g) =
6; ¢ = 7 gata.

Am obtinut:



Cautare Tn lafime:

I'={{a},@5;et(a) =

Fr={a

Fr = {laf], [bf], Ibg] , [bcl} s aleg I = [af]; T = {{a.b, f}  {lab] ,[af
2:1 = 3;

bel, bgl, Lf

et(f) =
Fr={]

0], =1

0], lafl};alegl = lab], T = {1a,b}, ilabl}};
et(b) :=1;i = 2;

et(c) == 3;1 = 4;

Fr={]

et(g) :=4;i = 5;
Fr = {[fe],lce],cd], |ge]}; alegl = |fe]

1" = {{av b, f, Cagae} ) {[a’b] . [CLf

et(e) .= 5;1 = 6;
Fr={led],|cd]}; aleg: | = [cd]

T'={{a;b, f.c,g.e,d} {[ab] [

] ; [bc] ) [bg]}} :

] ) [bc] ; [bg] 3 [fe]}} :

f1:locl, byl [fel, led]} s

et(d) .= 6;1 = 7, gata:
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g, [fel};aleg: I = [be]; T = {{a,b, f,c}, {[ab], [af

bgl,fgl,|fe],lcd], |ce],[cgl} ; aleg I = [by]
1" = {{CL, b, f, Cag} , {[ab] ) [af

| [bely



e b(1) e c(3)
2g(4) s d(6)
fs(z) ee(5)

e a(O)

2.2.3 Algoritmi de generare arbore de lungime minima in grafe ponderate

Definitia 2.7 Se numeste graf ponderat un graf G = (V, F) , pentru care s-a definit o
functie (pondere) p : E — R, care ataseaza fiecarei muchii e € E ponderea p (e) .

2.3.1 Algoritmul lui Prim

Date de intrare Tn algoritm: uwg«G conex cu ponderi si un varf r.

Date de i1esire din algoritm: unarbore de acoperire 1" de cea mai
mica pondere si 0 etichetare a varfurilor data de et.

Initializari: T = ({r},9), et(r) := [0], 7 := 1 (i este un contor de
numarare).

Pasul de baza al algoritmului: cattimp 7 nuarbore de acoperire:

1. Se actualizeaza Fr;
2. Se alege muchia frontiera [ = {x, y} cu4gonderea cea mai mica (x € T');



3. Se adauga la T" varful y si muchia [ ;
4. et(y) = li];1 =1+ L.

Teorema 2.1 Arborele aflat cu algoritmul lui Prim este arbore de acoperire de pon-
dere (lungime) minima.

Exemple: Sa se afle prin algoritmul de mai sus arbori de pondere minima in grafele
de mai jos:

Rezolvare: T' = {{a},@};et(a) =0;i = 1;

Fr ={lab], |ae], |ad], |ac]} aleg: | = |ad)]

T ={{a,d},lad]},et(d)=1(),i =2;

Fr ={|ab], |ae],|ac],|dc], |de], |db]} ; aleg: | = |db] ;
T = {{a,d,b}, {|ad],[db]}, et (D) :423(7,) 1= 3;



Fr = {[ae], lac], dc], [de], be] ; aleg: | = ae];

T — {{a.d.b.c} {ad).[db], [ac]} et (6) = 3(i) i = &
FT_{[ C]a[ C],[bC]} alegl_ [CLC]
T = {{a,d,b,e,c}, {[ad] , [db] , [ac] , [ac]} , et (c) = 4 (i) ,i = 5 gata:
+a(0) oD(2)
6 »
41
sC(4)

é3) Y

2.3.2 Algoritmul lui Dijsktra

notatii: L (7, 7) cel mai scurt lant intre nodurile 7 si j; distanta intre nodurile 7 si j
d (¢, j) = suma ponderilor muchiilor din L (¢, j) .

Date de intrare Tn algoritm: uwgsG conex cu ponderi p si un varf
T.

Date de i1esire din algoritm: unarbore deacoperirel’si distantele
d(r,x) .

Initializari: T = ({r},9),et(r) = 0d(r) :== 0,7 := 1 (¢ este un contor
de numarare).

Pasul de baza al algoritmului: cattimp 7 nuarbore de acoperire:

1. Se actualizeaza Frr;
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2. Se alege muchia frontiera [ = {x,y} cu proprietatea (z € T) cad(r,x) + p(l) e
minima
3. Se adauga la T" varful ¢ si muchia [ ;
4. et(y) = lil;i =1+ 1d(r;i)=d(r,z)+p()
Exemple: Sa se afle cu algoritmul lui Dijsktra arborele 7" in grafele de mai jos,
pornind de la nodurile a, respectiv b:

a

d

Rezolvare T' = {{a}, @}, d(a,a) = 0,et (a) = 0,7 =1
Fr ={lab], |ae], [ad], [ac]} aleg: | = |ad]
T ={{a,d},|ad]},et(d)=1(i),i=2;d(a,1) =1=04 lung (ad)
b = {[ab] ) [ae] ) [CLC] ) [dC] ) [de] ) [db]} )
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d(a,1) 4+ lung (db) =7

aleg: | = [ab];

T ={{a,d,b},{lad], [ab]}, et (b) =2(i),1 =3;d(a,2(b)) =3

Fr = {lac], [ae] , [bc], |de] , [dc]}

d(a,a) + lung (ac) = 6

d(a,a) + lung (ae) = 4

d(a,2 (b ))Hung( ¢) =9

( (de) =6
(dc) =8

aleg | = [ e|

T ={{a,d,b, e}, {lad],|ab],|ae]}}, et (e) = 3,i = 4;

d(a,3(e)) =4

Fr = {lac], [bd], [dC]}

d(a,a) + lung (ac) =

d(a,2 (b »—+lung((j

d(a,1(d)) + lung (dc) =

aleg | = [ac]

T ={{a,d,b,e,c}, {lad],|ab],|ae],|ac|}}, et (c) =4;d(a,4(e)) = 6 gata:
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