Curs 10
Integrale improprii

Definitie 10.1. Fie I C R un interval nevid. O functie f : I — R se numeste local
integrabild daca f este integrabila pe orice interval marginit si inchis [c,d] C I.

Tratam separat cazul cand intervalul I este marginit gi cand intervalul I este nemarginit.

10.1 Integrale improprii pe interval marginit

Am vazut ca o functie integrabila Riemann este o functie marginita. Sa consideram doua
exemple de functii nemarginite care ne permit sa extindem notiunea de integrabilitate.

Exemplu 10.2. Fie functia f : (0,1] — R, f(x) = \/ng Se observa usgor ca functia f
este nemarginita, pentru ca
1

li =lim — = .

Functia f este integrabila pe orice interval [¢, 1], t > 0 si
1 1 . :1:%
f(z)dz = / r7rdr = =2yz| =22Vt
t 2

In acest caz,

1
1{%/1‘/ f(z)dz = 11\5%(2 —2Vt) = 2.

Exemplu 10.3. Fie functia g : (0,1] — R, g(z) = % Se observa ca functia g este

nemarginita in 0, pentru ca
lim g(z) = i ! +
im g(z) = lim — = 4o00.
z\0 g z\0 T

Functia g este integrabila pe orice interval [¢, 1], £ > 0 si

1 1 1
/ g(x)dx = / —dz = In|z|
t t X

1

lim [ g(z)dz = —limlnt = 4o0.
NO t\,0

1
= —Int.

t

In acest caz,
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Definitie 10.4. Fie f : (a,b] — R o functie nemarginita in punctul a care local in-
tegrabila. Daca limita Rn / f(z)dz exista gi este finita, atunci f este integrabila
@ Jt

impropriu pe (a,b]. In acest caz, integrala f; f(z)dz se numeste integrala improprie
a functiei f pe (a,b] si spunem ca ea este convergenta. Prin definitie

/ f(z)dz =1lim [ f(z)dx

t\a ¢
¢ e . s < b . <
Daci limita nu existd sau exista dar este infinitd spunem ca [ f(z) dz este divergenta.

Exemplu 10.5. Din exemplele anterioare f este integrabilé impropriu pe (O 1], dar ¢
nu. Spunem ca fo x) dx este convergenta, iar fo x) dx este divergenta. In plus

Afmm=

Definitie 10.6. Fie f : [a,b) — R o functie nemarginita in punctul b care este integrabila
pe orice interval [a,t], ¢ < b. Daca limita lim; x, f; f(z)dz exista si este finita, atunci

[ este integrabila impropriu pe [a,b), iar integrala ff f(z) dz este convergenta. In

/jf( d:r—hm/f

C ot o s e b : <
Daci limita nu existd sau exista dar este infinitd spunem ca [ f(z) dz este divergenta.

acest caz notam

Definitie 10.7. Fie f : (a,b) — R o functie nemarginita in punctele a si b. Spunem
ca f este integrabila impropriu pe (a,b) daca f este integrabila impropriu pe intervalele
(a,c] si [e,b), pentru orice ¢ € (a,b). In acest caz,

/abf(a:)da::/acf(x)dx—l—/cbf(x)da:

Definitie 10.8. Fie f : [a,b] — R o functie nemarginita in punctul ¢ € (a,b). Spunem ca
f este integrabila impropriu pe [a,b] daca f este integrabila impropriu pe intervalele
la,c) si (c,b]. In acest caz,

/abf(a:)da::/acf(x)dx—l—/cbf(a:)da:

Observatie 10.9. Definitia se poate extinde pentru oricate puncte aflate in interiorul
intervalului in care functia este nemarginita.

Definitie 10.10. Fie f : [a,b] — R o functie nemarginita in punctul ¢ € (a,b). Daca

fac f(z)dx s fcb f(x) dz sunt divergente avand valorile +00, atunci valoarea principala
: . . b .

a integralei improprii [ f(x) dx se defineste prin

b c—¢ b
o [ 1o =t [ fa)do+ [t

T

Exemplu 10.11. Fie integrala improprie [~ 11 % Aceasta este divergenta, deoarece

5)1 % si 01 dx sunt divergente. Valoarea principala este
1 —& 1 —€ 1
dx dx dx
vp [ — = lim —+ [ — =lnlz|]| + Injz|| =lne—Inl+Inl—Ine=0.
—1 i 8\0 -1 i € A -1 c
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Definitie 10.12. Fie [ un interval marginit si fie f : I — R o functie nemarginita
in cel putin un punct din [a,b], unde [a,b] este multimea punctelor de acumulare ale
intervalului /. Spunem ca integrala f: f(z) dz este absolut convergenta daca integrala

f; |f(z)] dz este convergenta.

Definitie 10.13. O integrala improprie absolut convergenta este convergenta. In acest
caz, are sens sa studiem convergenta integralelor improprii doar pentru functii pozitive.

Teorema 10.14 (Criteriul comparatiei). Fie f, g : [a,b) — R sunt local integrabile astfel
incat
0 < f(z) < g(x), pentru orice z € [¢,b), ¢ > a.
1. Daca fab g(x) dz este convergenta atunci f; f(z) dx este convergenta.
2. Daca fabf(x) dz = 400 atunci fabg(x) dz = 0.

Teorema 10.15. Fie f : [a,b) — R o functie local integrabila, nemarginita in b, pozitiva
pe [a,b). Daca exista limita

£ lim(b—2)°f(x)

atunci

1. daca ¢ > 0 atunci pentru @ < 1 integrala ff f(z)dz este convergenta, iar pentru
a > 1 aceeasi integrala este divergenta;

2. daca ¢ = 0 atunci pentru a < 1 integrala fab f(z)dz este convergenta;

3. daca ¢ = 400 atunci pentru a > 1 integrala fab f(z)dx este divergenta.

Teorema 10.16. Fie f : (a,b] — R o functie local integrabila, nemarginita in a, pozitiva
pe (a,b]. Daca exista limita
¢ =lim(x —a)*- f(x)

a\a

atunci
1. daca ¢ > 0 atunci pentru < 1 integrala f;f(x) dx este convergenta, iar pentru
a > 1 aceeasi integrala este divergenta;
2. daca ¢ = 0 atunci pentru a < 1 integrala fab f(z)dz este convergenta;
3. daca ¢ = +oo atunci pentru o > 1 integrala f; f(z)dz este divergenta.

< . . . b -
Exemplu 10.17. Sa studiem convergenta integralei fa —m dzx.

Functia f : (a,b) — R definita prin f(z) = % este o functie pozitiva, local
integrabila si nemarginita in a si b. Studiem integrabilitatea improprie a functiei f pe
(a,b). Conform definitiei studiem convergenta integralelor improprii din f pe intervalele
(a,c| si [¢,b). Pentru ca

- R
:}:I{(I}z(l’_a) f(aj)_\g/m>0

sl = % < 1 rezulta ca integrala f: f(z)dzx este convergenta.

De asemenea, pentru ca

lim(b — )5 - — >0
;g})( x)s - f(x) T

si o = 1 < 1 rezultd cd integrala fcb f(z) dz este convergenta.

5 L b b
In concluzie, integrala fa f(z) dz este convergenta, ceea ce arata ca fa ——dx
) ’ 3/ (z—a)(b—1x)

este absolut convergenta, deci convergenta.
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Exemplu 10.18. Sa se studieze convergenta integralei improprii fo (1 )m ) d.
Pentru ca functia de sub integrala este negativa, consideram functia f : [0,1) — R,

f(x) = —1(“1(:)7”2), care este pozitiva, local integrabila si nemarginita in 1. Din

. _ 2 1 o . _
glclfn%(l x)* - f(x) }jl/(ﬂ% In(1 —2) = +o0.

si a = 2 > 1 rezulta ca integrala fo x) dx este divergenta, ceea ce arata ca f ! lni )x ) da

este divergenta.

10.2 Integrale improprii pe interval nemarginit

Sa consideram doua exemple de functii definite pe interval nemarginit care ne permit sa
extindem notiunea de integrabilitate.

Exemplu 10.19. Fie functia f : [0,00) = R, f(z) = ﬁ Functia f este integrabila
pe orice interval [0,t], ¢ > 0 si
t t
/ f(x)dx = arctgz| = arctgt.
0 0

In acest caz,

t
: , 7r
lim / f(z)dz = tlgono arctgt = 5

t—o00 0

— . Functia g este integrabila pe

Exemplu 10.20. Fie functia g : [0,00) = R, g(z) = 113

orice interval [0,t], t > 0 si

t

t t
1
do = dz =In|l+z|| =In(1+1).
[owar= [ oar=mpral —men

In acest caz,
t

lim [ g(x)dz = tlim In(1+¢t) = +oc.
—00

t—o00 0

t
Definitie 10.21. Fie f : [a,00) — R o functie local integrabila. Daca tlim/ f(z)dz
—oo [,

exista si este finitd, atunci f este integrabila impropriu pe |a, o). In acest caz,
integrala faoo f(z) dz este convergenta si se numeste integrala improprie a functiei f pe
[a,00). Prin definitie ea are valoarea

/:o F@)da :tlirélo/atf(x) dz

v oe . . v . v . Y v oo . %
Daca limita nu exista sau exista dar este infinita spunem ca fa f(x) dx este divergenta.

Exemplu 10.22. Din exemplele anterioare f este integrabila impropriu pe [0, 00), dar
g nu. Spunem c& [;° f(z) dz este convergentd, iar [ g(x) dz este divergentd. In plus

o > de ™
dr= | —— =12,
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Definitie 10.23. Fie f : (—o0,b] — R o functie local integrabila. Daca lim;_, o, ft x)dz
exista gi este finita, atunci f este integrabild impropriu pe (—oo,b], iar 1ntegrala
wa f(z)dz este convergenta. In acest caz notam

/_; fla)de = Jim /tbf(x) dz

O . . PR o b : ‘
Daca limita nu exista sau exista dar este infinita spunem ca f_oo f(z) dz este divergenta.

Definitie 10.24. Fie f : R — R o functie local integrabila. Spunem ca f este integrabila
impropriu pe R daca f este integrabila impropriu pe intervalele (—oo, ¢] si [¢, 00), pentru
orice ¢ € R. In acest caz,

/Zf(x)dxz/;f(a:)der/:of(x)dx

Deﬁni'gie 10.25. Fie f : R — R o functie local integrabila. Daca fo flx)dx si
fo x) dz sunt divergente, atunci valoarea principala a integralei improprii f f x)dx
este valoarea limitei

vp/ f(z :c_hm tf();z:

Exemplu 10.26. Integrala f_oooo sin z dzx este divergenta, deoarece integralele fooo sinz dx

.0 . . - G e
si ffoo sin z dx sunt divergente. Intr-adevar, limita

) t
sinzdz = lim sinzdz =1 — lim cost
0 t—o0 0 t—o0

. v . . v . . o0 .
nu exista. Dar, valoarea principala a integralei f_oo sin z dx este

00 t
vp sinzdr = lim sinzdx = 0.
o t—oo [ 4

Teorema 10.27 (Criteriul comparatiei). Fie f,g : [a,00) — R sunt local integrabile
astfel Incat

0 < f(x) < g(x), pentru orice x € [b,0), b > a.

1. Dacd [ g(x)dx este convergentd atunci [ f(z)da este convergenta.
2. Daci [ f(x)dz = 400 atunci [} g(x)dz = oo

Teorema 10.28. Fie [ : [a,00) — R o functie local integrabila, pozitiva pe [a, c0).
Daca exista limita

= lim z® - f(x)

T—00

atunci

1. daca ¢ > 0 atunci pentru o > 1 integrala faoo f(z)dz este convergenta, iar pentru
a < 1 aceeasi integrala este divergenta;

2. daca ¢ = 0 atunci pentru « > 1 integrala [ f(z) da este convergent;

3. daca ¢ = +o0 atunci pentru a < 1 integrala faoo f(z) dx este divergenta.
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Exemplu 10.29. Sa studiem convergenta integralei fooo (1:% dx.
3,
Functia f : [0,00) — R definita prin f(x) = % este o functie pozitiva si local
integrabila. Pentru ca

lim 2073 - flz)=1

T—00

sia=6— % > 1 rezulta ca integrala fooo f(x) dx este convergenta.

Teorema 10.30 (Dirichlet). Fie f o functie continua pe [a, 00) astfel incat primitiva
F(z) = [T f(t)dt este marginitd pe [a,c0). Presupunem ci g : [a,00) — R este deriv-
abila, descrescatoare, cu lim,_,,, g(z) = 0. Atunci

| @ s
este convergenta.

Exemplu 10.31. Integrala floo Sigz dx este convergenta, dar nu este absolut convergenta.

Pentru a arata ca este convergenta, aplicam criteriul lui Dirichlet. Functia f definita
prin f(z) = sinz este continua pe [1, 00) avand primitive marginite

t
/ sinxdz = cos1 — cost.
1

. . IRV v . . . . . X0 gj
Functia g(z) = i este derivabila, descrescatoare, cu limita zero la infinit. Deci, f1 =L de

este convergenta.
Presupunem ca integrala este absolut convergenta. Atunci, din inegalitatea
1 cos2zx

. >.2 _
|sinz| > sin“x 5 5

si din faptul ca integrala floo % dz este convergenta (criteriul lui Dirichlet), rezulta ca

1 [~ de > | sin z| 1 [ cos2z
= — < —dr+ = dx
2/, = 1 T 2/ x

este convergenta, contradictie cu

integrala

o0 t
/ %: lim 1da:: lim Int = +o0.
1

xT t—=oo 1 T t—oo



