
Curs 13

Integrale duble

13.1 Integrala dublă pe dreptunghi

Definiţie 13.1. Fie D = [a, b] × [c, d]. Funcţia f : D → R este integrabilă pe D dacă

există numărul real I cu proprietatea că pentru orice ε > 0 există δ > 0 astfel ı̂ncât

pentru orice diviziune a intervalului [a, b]

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

şi orice diviziune a intervalului [c, d]

c = y0 < y1 < · · · < ym = d

aşa ı̂ncât
√

(xk − xk−1)2 + (yj − yj−1)2 < δ, şi pentru orice alegere a punctelor interme-

diare ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n şi ηj ∈ [yj−1, yj ], j = 1, . . . ,m să avem

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I −
n

∑

k=1

m
∑

j=1

f(ξk, ηj) · (xk − xk−1)(yj − yj−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

Notaţie 13.2. Dacă numărul I există, atunci el este unic şi se notează
∫∫

D
f(x, y) dx dy.

Interpretare 13.3. Să considerăm un exemplu practic care ne conduce la noţiunea

de integrală dublă. Avem o suprafaţă ı̂n forma explicită z = f(x, y), (x, y) ∈ D. Ne

propunem să calculăm volumul V al corpului mărginit de această suprafaţă, planul XOY

şi suprafaţa cilindrică cu generatoarele paralele cu axa OZ şi curba directoare frontiera

dreptunghiului D.

Împărţim dreptunghiul D ı̂n dreptunghiuri mai mici Dkj = [xk−1, xk]×[yj−1, yj ], unde

punctele xk, k = 1, . . . , n reprezintă o diviziune a intervalului [a, b], iar yj, j = 1, . . . ,m

reprezintă o diviziune a intervalului [c, d]. În fiecare dreptunghi mic considerăm un punct

(xik, ηj) ∈ Dkj. Aproximăm volumul cu suma volumelor paralelipipedelor având ca bază

dreptunghiurile Dij şi ca ı̂nălţime valoarea f(ξk, ηj). Rezultă

V ≈
n

∑

k=1

m
∑

j=1

f(ξk, ηj) · A(Dkj) =
n

∑

k=1

m
∑

j=1

f(ξk, ηj) · (xk − xk−1)(yj − yj−1).

La limită se obţine volumul V .
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Observaţie 13.4. Volumul corpului mărginit de suprafaţa z = f(x, y), (x, y) ∈ D,

planul XOY şi suprafaţa cilindrică cu generatoarele paralele cu axa OZ şi curba direc-

toare frontiera dreptunghiului D se calculează cu formula

V =

∫∫

D

f(x, y) dx dy.

Propoziţie 13.5. Dacă f este integrabilă pe D atunci f este mărginită pe D.

Propoziţie 13.6. Dacă f, g sunt două funcţii integrabile pe D şi α, β ∈ R atunci funcţia

αf + βg este integrabilă pe D şi
∫∫

D

(αf + βg)(x, y) dx dy = α

∫∫

D

f(x, y) dx dy + β

∫∫

D

g(x, y) dx dy.

Propoziţie 13.7. Dacă f este o funcţie integrabilă şi pozitivă pe D, atunci
∫∫

D

f(x, y) dx dy ≥ 0.

Teoremă 13.8 (Formula de calcul). Dacă f : D → R este o funcţie integrabilă pe drep-

tunghiul D = [a, b]× [c, d] şi pentru orice x ∈ [a, b] integrala cu parametru
∫ d

c
f(x, y) dy

există. Atunci
∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

Ç

∫ d

c

f(x, y) dy

å

dx.

Observaţie 13.9. Dacă f : D → R este continuă pe D atunci

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

Ç

∫ d

c

f(x, y) dy

å

dx =

∫ d

c

Ç

∫ b

a

f(x, y) dx

å

dy.

Definiţie 13.10. Mulţimea A ⊂ R
2 are aria nulă dacă pentru orice ε > 0 există

dreptunghiurile Di, i = 1, 2, . . . astfel ı̂ncât

A ⊂
∞
⋃

i=1

Di şi
∞
∑

i=1

A(Di) < ε.

Exemplu 13.11. Suportul unui drum neted pe porţiuni este o mulţime de arie nulă.

Există drumuri a căror suport nu este o mulţime de măsură nulă. Primele exemple au

fost construite de Osgood şi Lebesgue ı̂n 19031.

Propoziţie 13.12. Fie f : D → R o funcţie mărginită şi A ⊂ D o mulţime de arie nulă.

Dacă f este continuă pe D \ A atunci f este integrabilă pe dreptunghiul D.

13.2 Integrale duble pe domenii simple

Definiţie 13.13. Fie D o mulţime mărginită şi fie un dreptunghi astfel ı̂ncât D ⊂
[a, b]× [c, d]. Spunem că f : D → R este integrabilă pe D dacă funcţia

F (x, y) =

®

f(x, y), (x, y) ∈ D

0, (x, y) ∈ [a, b]× [c, d] \D
1W. Osgood, A Jordan curve of positive area, Transactions of the American Mathematical Society, 4

(1903), 107–112, H. Lebesgue, Sur le problème des aires, Bulletin de la Société Mathématique de France,

31 (1903), 197–203.



13.2. INTEGRALE DUBLE PE DOMENII SIMPLE 3

este integrabilă pe [a, b]× [c, d]. În acest caz scriem,

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫

[a,b]×[c,d]

F (x, y) dx dy.

Observaţie 13.14. Se poate demonstra că valoarea integralei nu depinde de drep-

tunghiul [a, b]× [c, d] şi nici de funcţia F , care prelungeşte funcţia f pe dreptunghi.

Definiţie 13.15. Fie g1, g2 : [a, b] → R funcţii de clasă C1 pe [a, b], cu proprietatea că

g1(x) ≤ g2(x) pentru orice x ∈ [a, b]. Mulţimea

D = {(x, y)| a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}

se numeşte domeniu simplu faţă de axa OY .

Definiţie 13.16. Fie h1, h2 : [c, d] → R funcţii de clasă C1 pe [c, d], cu proprietatea că

h1(y) ≤ h2(y) pentru orice y ∈ [c, d]. Mulţimea

D = {(x, y)| c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)} ,

se numeşte domeniu simplu faţă de axa OX.

ba

y = g2(x)

y = g1(x)

Y

O X

Figura 13.1: Domeniu simplu ı̂n

raport cu axa OY

d

c

x = h2(y)x = h1(y)

Y

O X

Figura 13.2: Domeniu simplu ı̂n

raport cu axa OX

Teoremă 13.17. Fie D un domeniu simplu ı̂n raport cu axa OY

D = {(x, y)| a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}

unde g1, g2 sunt funcţii de clasă C1 pe [a, b]. Dacă f : D → R este continuă pe D atunci

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

Ç

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y) dy

å

dx.

Teoremă 13.18. Fie D un domeniu simplu ı̂n raport cu axa OX

D = {(x, y)| c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)}

unde h1, h2 sunt funcţii de clasă C1 pe [c, d]. Dacă f : D → R este continuă pe D atunci

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

Ç

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y) dx

å

dy.
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Observaţie 13.19. Dacă mulţimea D nu este simplă faţă de niciuna dintre axele de

coordonate, atunci ı̂mpărţim domeniul D ı̂n domenii mai mici care sunt simple faţă de

cel puţin una dintre axe şi apoi aplică proprietatea de aditivitate a integralei duble faţă

de domeniul de integrare.

Exemplu 13.20. Să se calculeze

∫∫

D

xy dx dy, unde D este domeniul

D =
{

(x, y)| y2 ≤ x, y ≥ x

2

}

.

Frontiera domeniului D este dată de parabola y2 = x şi dreapta y = x
2
. Punctele de

intersecţie ale celor două curbe se determină rezolvând

sistemul
®

y2 = x

y = x
2
.

Rezultă ecuaţia y2 = 2y, adică y2 − 2y = 0, cu soluţiile

y = 0 şi y = 2. Pentru y = 0, obţinem x = 0, iar pentru

y = 2, avem x = 4. Putem scrie

D =
{

(x, y)| 0 ≤ x ≤ 4,
x

2
≤ y ≤

√
x
}

.

4

2

Y

O X

Rezultă

∫∫

D

xy dx dy =

∫ 4

0

Ç

∫

√
x

x

2

xy dy

å

dx =

∫ 4

0

x
y2

2

∣

∣

∣

∣

√
x

x

2

dx =
1

2

∫ 4

0

Å

x2 − x3

4

ã

dx =
8

3
.

Aplicaţii ale integralei duble

Definiţie 13.21. Spunem că o mulţime plană mărginită D are arie dacă funcţia carac-

teristică a mulţimii

χD(x) =

®

1, x ∈ D

0, x ∈ R
2 \D.

este o funcţie integrabilă pe R
2. În acest caz, aria mulţimii D se calculează cu formula

A(D) =

∫∫

D

dx dy.

Exemplu 13.22. Masa unei plăci plane de grosime neglijabilă care are forma unui

domeniu plan D, iar densitatea punctuală este dată de funcţia ρ : D → R se calculează

cu formula

m =

∫∫

D

ρ(x, y) dx dy.

Centrul de greutate al plăcii are coordonatele

xG =

∫∫

D

xρ(x, y) dx dy
∫∫

D

ρ(x, y) dx dy
, yG =

∫∫

D

yρ(x, y) dx dy
∫∫

D

ρ(x, y) dx dy
.
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13.3 Schimbarea de variabile ı̂n integrala dublă

Teoremă 13.23. Fie ∆ o mulţime deschisă din R
2 şi T : ∆ → R

2 o aplicaţie injectivă

de clasă C1 astfel ı̂ncât jacobianul transformării J să fie diferit de zero ı̂n orice punct din

∆. Fie D = T (∆). Dacă f : D → R este integrabilă atunci

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫

∆

(f ◦ T )(u, v) |J | du dv.

Observaţie 13.24. Când se face schimbarea de variabile

®

x = x(u, v)

y = y(u, v)
, (u, v) ∈ ∆

jacobianul se calculează cu formula determinantului matricii lui Jacobi J =

∣

∣

∣

∣

x′
u x′

v

y′u y′v

∣

∣

∣

∣

.

Noul domeniu ∆ se obţine determinând frontiera acestuia din ecuaţiile frontierei vechiului

domeniu D prin ı̂nlocuirea lui x cu x(u, v) şi y cu y(u, v).

În cazul ı̂n care frontiera domeniului D este cerc sau arc de cerc, este utilă folosirea
coordonatelor polare ρ şi ϕ. Se face schimbarea de

variabile

T :

®

x = ρ cosϕ, ρ ≥ 0

y = ρ sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π).

Jacobianul transformării este

J =
D(x, y)

D(ρ, ϕ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

x′
ρ x′

ϕ

y′ρ y′ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ −ρ sinϕ

sinϕ ρ cosϕ

∣

∣

∣

∣

∣

= ρ.

b

ρ

ϕ

x

y

Y

O X

Exemplu 13.25. Să se calculeze

∫∫

D

e−x2−y2 dx dy unde D este mulţimea

D =
{

(x, y) ∈ R
2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0

}

.

Facem schimbarea de variabile
®

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ.

Din condiţia 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 obţinem 1 ≤ ρ2 ≤ 4,

adică ρ ∈ [1, 2]. Din y ≥ 0 se obţine inegalitatea

sinϕ ≥ 0, adică ϕ ∈ [0, π]. Noul domeniu este

∆ = { (ρ, ϕ) | 0 ≤ ϕ ≤ π, 1 ≤ ρ ≤ 2 } .

Jacobianul este |J | = ρ. Valoarea integralei este

Y

O X

∫∫

D

e−x2−y2 dx dy =

∫ π

0

Ç

∫ 2

1

e−ρ2ρ dρ

å

dϕ = π
e−ρ2

−2

∣

∣

∣

∣

∣

2

1

=
π

2e

Å

1− 1

e3

ã

.
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13.4 Formula lui Green

Teoremă 13.26. Fie D ⊂ R
2 un domeniu simplu ı̂n raport cu una dintre axe. Fie C

curba simplă, ı̂nchisă care descrie frontiera domeniului D, parcursă ı̂n sens direct (sensul

ı̂n care domeniul D se găseşte la stânga). Fie P,Q : D → R funcţii de clasă C1 pe D.

Atunci
∫

C

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫

D

Å

∂Q

∂x
(x, y)− ∂P

∂y
(x, y)

ã

dx dy.

Observaţie 13.27. Formula se poate folosi şi pentru un domeniu D care este o reuniune

finită de domenii simple ı̂n raport cu una dintre axe.

Observaţie 13.28. Formula lui Green ne permite să găsim aria unui domeniu mărginit

de o curbă netedă de ecuaţie dată. Se poate folosi oricare din formulele

A(D) =

∫∫

D

dx dy =

∫

C

x dy = −
∫

C

y dx =
1

2

∫

C

x dy − y dx.

Exemplu 13.29. Să se calculeze aria buclei foliului lui Descartes: x3+y3 = 3axy, a > 0.
Pentru a parametriza această curbă o intersectăm cu

o dreaptă y = tx. Curba are punct dublu ı̂n origine,

iar axele OX şi OY sunt tangente buclei. Cum t este

panta dreptei, rezultă că t ∈ [0,∞). Se obţine

C :



























x =
3at

1 + t3

y =
3at2

1 + t3

t ∈ [0,∞).

y =
tx

Y

O X

Aria foliului lui Descartes va fi

A =
1

2

∫

C

x dy − y dx =
1

2

∫ ∞

0

3at

1 + t3
· 3at(2− t3)

(1 + t3)2
− 3at2

1 + t3
· 3a(1− 2t3)

(1 + t3)2
dt

=
9a2

2

∫ ∞

0

2t2 − t5 − t2 + 2t5

(1 + t3)3
dt =

9a2

2

∫ ∞

0

t2

(1 + t3)2
dt

=
3a2

2
· −1

1 + t3

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
3a2

2
.


