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Prefata

Prezenta culegere de probleme se adreseaza studentilor din anul intai de la
universitatile tehnice gi pune la indemana celor interesati un material aplica-
tiv care sa contribuie la o mai buna insusire a cunostintelor teoretice.

Pornim de la faptul unanim recunoscut ca teoria se fixeaza si se aprofun-
deaza mai usor prin rezolvarea unui numar mare de exercitii si probleme. Am
consultat numeroase cursuri si culegeri de probleme si am cautat sa realizam
un echilibru intre calitatea stiintifica ceruta unei astfel de lucrari si cerintele
unei culegeri de probleme care sa fie accesibila studentilor nogtri.

Materialul este structurat in sase capitole si acopera materia predata in
partea a doua a cursului de analiza matematica la facultatea de Inginerie
Electrica. La inceputul fiecarui capitol sunt prezentate sumar notiunile
elementare gi rezultatele teoretice ce urmeaza a fi aplicate in rezolvarea
exercitiilor. Sunt date apoi enunturile, urmate de rezolvarea completa a
fiecarui exercitiu. Speram ca modul de prezentare, exercitiile alese si faptul
ca fiecare problema este insotita de solutii detaliate vor contribui la fixarea
notiunilor predate la curs.

Autorii adreseaza multumiri referentilor stiintifici, prof. dr. Ioan Rasa
si prof. dr. Dorian Popa, pentru observatiile si sugestiile care au dus la

imbunatatirea continutului si prezentarii materialului.

Cluj-Napoca,
Decembrie 2011 Autorii






Capitolul 1

Integrale improprii

1.1 Notiuni teoretice

Integrala improprie este o extindere a notiunii de integrala definita pentru

cazul in care intervalul de integrare sau functia de integrat sunt nemarginite.

Integrale din functii definite pe intervale nemarginite

Definitie 1.1. Fie [ C R un interval nevid. O functie f : I — R se numeste
local integrabila pe I, daca restrictia sa la orice compact continut in [ este

integrabila.

Definitie 1.2. Fie f : [a,00) — R local integrabila pe [a,c0) si fie b > a,

oarecare. Daca

lim / ’ ) d

b—oo

exista gi este finita, spunem ca integrala faoo f(z) dz este convergenta si prin
definitie

0 b
/ flz)dz = bli}m f(z)dz.

Daca limita precedenta nu exista sau este infinita, atunci faoo f(z)dz este

divergenta.
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Observatie 1.3. Analog se defineste

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dz.

a——00
a

Definitie 1.4. Fie f : R — R local integrabild. Integrala [~ f(z)dz este
convergenta daca gi numai daca exista A € R astfel incat fio f(z)dz si

f:o f(z) dz sunt convergente. Atunci

/Zf(x)dxz /’; f(x)dﬁ/;f(x)dx

Observatie 1.5. Folosind Definitia 1.2 se demonstreza ca

1
/ —dx, a>0
a xa

este convergenta pentru o > 1 si divergenta pentru o < 1.

Teorema 1.6. [Criteriu de comparatie]

Fie f(x) > g(z) > 0, Vz € [a,00), local integrabile.

a) Daca integrala faoo f(z)dz este convergenta, atunci si faoo g(z) dz este
convergenta.

b) Daca integrala faoog(x) dx este divergenta, atunci si faoo f(z)dx este

divergenta.

Teorema 1.7. Fie [ : [a,00) = R, a > 0, local integrabila, f(z) > 0, pentru
orice x € [a, 00).

Dacé lim, o 2°f(z) = A € [0,00) si @ > 1, atunci [/ f(z)dz este
convergenta.

Dacd lim, 0o 2°f(z) = A € (0,00) si @ < 1, atunci [ f(z)dz este

divergenta.

Observatie 1.8. Fie P i Q polinoame. Daca Q nu se anuleaza pe [a, 00) si
daca grad P < grad@ — 2, atunci

[ G

este convergenta.
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Teorema 1.9 (Criteriul lui Dirichlet). Daca f : [a, 00) — R este local inte-
grabild si existd M > 0 astfel incat ‘ 17 f(@) dx‘ < M pentru ¥ 8 > a si daci
functia g : [a,00) — R este monoton descrescatoare la zero cind x — oo,

atunci faoo f(z)g(z) dz este convergenta.

Teorema 1.10 (Criteriul integral al lui Cauchy). Daca f : [0,00) — [0, 00)
este continua si descrescatoare, atunci integrala fooo flz)dzsiseria ] o f(n)

au aceeagi natura.

Integrale din functii nemarginite in intervalul de integrare

Definitie 1.11. Fie f: [a,b) = R, a,b € R, local integrabila gi nemarginita
pe orice interval de forma (b —¢,b), 0 < € < b — a. Punctul b se numeste
punct singular pentru functia f. Integrala f; f(z) dz este convergenta, daca

lime o f;ia f(x) dz exista si este finita.

Observatie 1.12. Analog, daca f : (a,b] — R are pe a punct singular, se

b b
/a f(z)dz :li\lzr(l)/aﬁf(x) dz.

Daca ¢ € (a,b) este punct singular pentru f, atunci f; f(z) dz este conver-

defineste

gentd daca si numai dacd integralele [ f(z) du si fcb f(z) dz sunt convergente

/abf(a:)da::/acf(a:)dx—i—/cbf(x)dx.

Observatie 1.13. Folosind Definitia 1.11 se demonstreaza ca

b 1
— A
/a<x—a>“ € h

este convergenta pentru A < 1 gi divergenta pentru A > 1.

si in acest caz:
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Teorema 1.14. Fie f, g : [a,b) — R avand punctul singular b, local integra-
bile, cu f(z) > g(z) > 0, pentru orice x € [a,b).

a) Daca fab f(z)dz este convergenta, rezulta ca fabg(x) dz este conver-
genta.

b) Daci f; g(z) dx este divergenta, rezulta ca f; f(x) dz este divergenta.

Teorema 1.15. Fie f : [a,b) — R local integrabila i pozitiva pentru orice
x € [a,b) cu b punct singular.

Daca pentru a < 1, iigé(b —2)f(z) = A € [0,00) atunci fab f(z)dz este
convergenta.

Daca pentru o > 1, }Clgllj(b —x)%f(x) = A € (0,00), atunci f; f(z)dx este

divergenta.
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1.2 Exercitii

Sa se calculeze urmatoarele integrale improprii:

11/ —( de a,b> 0 1.8./ @i+1)de
0

x+a)(x+0b) 20 +1
/OO 19 * Vardr
0 :U2+33:+2 ) (4o
13/OO rdx o0 dz
1.10. —.
o (z+1)( x+2) /1 2(2? + 1)2
14/ 1. [
(z +2)( 5524‘1) 0o T2+ 22+ 2
1.5. /OO 1.12 /OO dz -0
24 a2)(22 + b2 ,
o (2+a x—l—b) |
16/ /OO dx
242 11 1.13
s L aP il
xdx
17/ ~ 22dx
o (1+22)? 1.14 /0 A1

1.15. Calculati

> dz
I, = - N.
KMW+D”"E

1.16. Sa se studieze natura integralelor improprii:

& dz 3 dz
a) S d) S
1 ]-+ 1'4—1 0 ,3/1'_22
b)/Oo dz * xdx
0o Tv/r—1 ,/ 3 —§|

C)/OO cosx dx f)/oo x?dx
1 2%(2? —Inx) o (22+1)/[23 —1]
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1
1.17. / de . 1.24. / S —
o (22 +4)V1—2? 1 V241 — 22

1.18 / dz 1.25 /1 L A
. . . . " —_— _— — x‘
1 zVInzx o \zv1l—2a2 =«

1.19.

x ! dx
/ S B TG 1.26. / .
1V —3r+2 0 (.Z‘—l—l)\/l—.CEQ

dz In(e + +/|z — 1

1
1.20. / : 1.27. / dr.
0 (:r2+1)\/1—a?2 0 /‘:17—1| L

2
dx s
1.28. /2 e

-1 \/|[L‘
1
1— 2
1.22./ 1/ xdx. 1.29_/ L
Vit o sin'z + costx

1.93 rdx 1.30 /1 dx
o \/x—a ) R (x—2)\/1—x2.

1.31. Sa se calculeze

1.21.

AT 0 neN
—_— a n .
o Va2 — 22 ’
s 1 .
1.32. Fie sirul (Ly)ns1, Ly :/ L 1
- o l—cosz

1. Sa se demonstreze ca termenii girului sunt in progresie aritmetica.

2. Sa se calculeze L,,.

r .. 92
2 si- nx

1.33. Sa se calculeze integrala A, = / dr, neN.

o sinx

1.34. Sa se calculeze integralele /2 In(sin z) dz, /2 In(cos x) dz.

0 0

1.35. Sa se calculeze /
V31— x2
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1.3 Solutii.

Integralele 1.1-1.10 sunt convergente conform Observatiei 1.8. Convergenta

va rezulta gi prin calcul direct.

Solutie 1.1. Descompunem functia in fractii simple:

1 A B

(x +a)(z+Db) _x+a+a:—i—b'

Obtinem
1 > dzx 1 > dx 1 z+al” 1 a
b-—ajy, v+a b—ajy, z+b b—a x+0b|, a-—-b b

Solutie 1.2. Avem

1 1 1

J(w) = r+)(x+2) z+1 z+2

o] [e’e) 1 S8
]:/ de —/ dz :lnx—i_ =In2.
o *+1 0o TH+2 T +2|,
Solutie 1.3. Descompunem functia in fractii simple:

x A n B n C
(z+D(x+2)2 z2+1 z+2 (2+2)%

I__/oo dz +/°° dz +2/°° dz
Y R A D) o (z+2)2

x+ 2] 1 |

=—In2+41.
x4+ 1], x+2|, net

Rezulta ca

Obtinem

=1In

Solutie 1.4. Descompunem functia in fractii simple

1 A Bx+C

G D@+ D) zi2 2yl
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Obtinem

I —

< dx 1 [ xdx 2 [ dx
/1 x+2_5/1 x2+1+5/1 2241
T+ 2 >
RV
3 2/m 7 s 1 3

:_élnﬁ+5<§_1):1_0_51nﬁ'

e}

2
+ 5 arctgx

1
5
1
5

1

Solutie 1.5. Dupa descompunerea in fractii simple, avem

I 1 (/OO dx _/OO dx )
> —a?2 \J, x*+a? 0 T2+
1 1 e 1 T | T 1
“P_a& (a arctg 7| " — g arety 7| ) T Yabatb)

Solutie 1.6. Cautam o descompunere in fractii simple. Avem

1 1
f(x)_x4+$2+1_(x2+1)2—:1:2
B 1 B Ax + B N Cx+D
S @2+ l-p)(@2+1+2) 2—z+1 24+l
Se obtine
1/°° r+1 1/°° r—1
== - —————dx
2 /o +x+1 2)y 22—z +1
1/°° 2¢ 4+ 2 1/°° 20 — 2
= S =/ dx
4 [, a2 +x+1 4 ), x?—x+1
1/°° 2c+1 1/°° 20 — 1 dot
= = - ——— ax
4 [, a2 +x+1 4 ), x?—x+1
1/°° 1/°° 1
+ - dx—i—— —2d.fE
o ot ey
11 2 +x—|—1 n 1 ; 2x+1oo+ 1 ; 2 — 1|
= —1n arc arc
S | NSV D RV B RN R RV B
1 T T 1 T T T
-7 G- D 6D -
2V/3\2 6 2v/3\2 6 2v/3
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Solutie 1.7. Cu substitutia 22 = ¢, obtinem

I_1/°° a1 1
2y (1412 21+t

Solutie 1.8. Avem
o0 rt4+1 e o i
I = dr = dx
o (24 1)(at—a2+1) o (24 1)(at —a%+1)

/OO ! d+/oo Gl £ Oo+1/oo LY

= X T — arc X — _

0 $2+1 0 $6+1 & 0 3 0 t2+1
—_

o1

=5

0

x3=t
7T+ ttoo 7T+17T 2
= — + —arc = =4 —= = —
&, T273273

Solutie 1.9. Pentru studiul convergentei aplicam Teorema 1.7:

1
:}Lrgoxaf(x) ::}Lrgoxaﬁ =1, pentrua—i—§ = 2.

Pentru ca a = % > 1 rezulta ca integrala este convergenta.
Calculam integrala. Cu substitutia y/z = ¢, obtinem

o 9ot? 2 41-1
1:/ 7dt:2/ i
1 (1+12)2 L (1+12)2

_2/00 dt _2/00 dt
L) T ey

o)
™ s

—2[1:2(———)—2[1:3—211.

=2 tgt
arctg 5 71 5

1

Pentru calculul integralei I, folosim substitutia ¢ = tgu. Avem

dt = du, (14+t*)? =
cos? u ( ) cos*u
si obtinem
3 2 14 cos?2 12 Rk
11:/ c082udu:/ 7udu:—u + —sin2u T
= = 2 2 = z 8

I
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Rezulta ca I = Tt %

Solutie 1.10. Notam 2% = ¢, 2xdx = dt si avem

I_/OO xdx _1/"0 dt
L 2222412 2, tt+ 1)

Descompunem functia in fractii simple

1 A N B N C
tt+1)2  t  t+1 0 (t+1)2
Rezulta A =1, B = —1, C' = —1. Integrala devine

L[ />de [ dt < qt 1 t
I= o = =~ (I
ot ter ) @12 2\ e+

> 1

_l’_
Lt

)

Solutie 1.11. Conform Observatiei 1.12 scriem integrala astfel:

A [e'e]
dx dx
1= —_ — VAeR.
/ooa:2+2x+2+/A x2+2x+2

_/A dx +/°° dx
@241 S, (241241

A

Avem

= arctg(z +1)] + arctg(z +1)

—00

A

=arctg(A+1) + g + g —arctg(A+1) = 7.

Solutie 1.12. Pentru studiul convergentei aplicam Teorema 1.7:

lim z%- f(x) =1, pentru o = 2.
T—00

Rezulta ca integrala este convergenta.

Cu substitutia % =t, —%dr = dt, avem

$2
1 1
* d a dt a 1++1 2
[:/ 750:/ (VIR =Y
a 22, /[1+ 4 o VIt 0 a
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Solutie 1.13. Pentru studiul convergentei aplicam Teorema 1.6:

) < —— =

T xlO 1‘6

Cum

o0 1 o
/ —; dz este convergentda = / f(z) dz este convergenta.
1z 1

Scriem integrala astfel
o 2t dx 1

[ B /OO dt _1/OO dt
1 222l 425+ 1 o)1 tVtr+t+1 o J1 2 /1_|_1+L2
N ~ / t 1
uml

o=t

_1/1 du _1/1 du
Ph TR S Ju gy e
5 1
1 1 1 3 1 3 1
| - - 1 =2 |m (2 —In(=+1
= In u+2+\/(u+2) + 5{n(2+\/§) n<2—i— )]
0

1. 34+2V3
S Pl

) 3

Solutie 1.14. La numitor se da factor z*

I_/OO x?dx _/oo dz _/oo d¢
N 0 x4(1—|—§)_ 0 x2(1+§)_ 0 ].+t4

_1/°°1+t2—t2+1dt_1/°°1+t2dt 1/°°t2—1
2/ 1+t 2, 14t 2 Jo 1+t4

Il I2

si apoi folosim substitutia t = i

Avem

Pentru calculul integralelor I; si I, dam factor ”fortat” ¢2 si apoi folosim o
substitutie adecvata. Avem
1+ ¢ /1+% / du 1 u 1 21
—dt = Cdt= [ —— = —=arctg —= = —= arct .
/1+t4 2+ = 212 Bt R T R A
—_———

—_1
u=t i
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/t2_1dt /1—ti2dt / dv L v — /2

—_— = _— = = n

tt+1 2+ % =2 22 |v+V2
~——

U:t+%
N e St a2
22 24+ 14tv2]
Rezulta
1 21 1 . e2+r1-t2] o«
| = —— arctg ——| — n = .
2v/2 V2l 42 R+1+tv2| 2V2

Solutie 1.15. Avem

& dz
I, =2 — =2J,.
/0 (x2+ 1)

Pentru calculul integralei J,,, deducem o relatie de recurenta, integrand prin
parti. Avem
2241 — 22 © g2
I :/ —————dr = Ju —/ ———dux.
, @+Dr ) @D

Alegem f(x) =z si ¢'(x) = ez deci g(x) = %W si obtinem

I +1 x o 1 /°° dz
PR D)@ D), 2 1))y (22 + 1)t
_ 1 _ 2n-3
S o(n—1) T 2(n—1) MTH
Rezulta ca J, = 2%2:?) - Jp_1, n > 2. Dam valori lui n
1
=2: Jo=—+o-J
" 2T 12
3
=3: Jy=——"J
n 3 5.9 2
2p —3
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Prin inmultirea relatiilor, rezulta:

_ (2p=3)1 [T dr
Jp—m'Jl, cu Jl— ; =

Solutie 1.16. a) Aplicam Teorema 1.7:

xOl

lim % - f(z) = lim =1, pentru o = 2.
T—00 T—00 9 1 1
T <$—2 + 1-— F)
Rezulta ca f(z) dz este convergenta.
1
b)
@ 3
lim z% - f(z) = lim =1, pentru a = —.
T—00 z—o00 TA/x — 1 2

o
Rezulta ca / f(z) dx este convergenta.
0

c) Fie cos
J(x) = 2?(z? —Inzx)’
1

Pentru orice x € (1,00), avem |f(2)| < —————.

(1,00), avem | 7()| < s —gms

o dx o o

Integrala / ——————— este convergenta pentru ca
1 2?(2? —Inx)

1 x®
li @ e = lim— =1 t =4.
Pt 22(z? — Inx) Pt xt (1 — ln—f) , peniia
T
o
Rezulta ca f(z) dz este absolut convergenta.

1
d) Punctul x = 2 este singular. Avem
/ 3 dx B / 2 dx n / 3 dx
o Va2 b Va2 h Ya-or
Aplicam Teorema 1.15:

2
lim(2 — z)* - ————= =1, pentru a = —.
lim(2 — ) YCEE p 3
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este convergenta.

Rezultd ci / T e
ZU S ——
0 v (zx—2)?
Anal / P do £ £
nalog, ————— este convergenta.
2 v (z—2)?

e) Functia f(x) = ——%— are punctul singular z = 2. Avem

V|22 =8|

o x > rdr P xdx < xdr
———dx = + + — =L+ 1+
IRVAFEEEE] 1 V8 —a3 Jo Va3 -8 J3 Vad -8
Studiem convergenta integralei I:
T 1 1
lim (2 — z)* - = —, pentru oo = —.
93/2( ) V2 -—r)d+20+22) V3 2
Rezulta ca I este convergenta.
Studiem convergenta integralei I5:
T 1 1
lim(x — 2)* - = —, pentru o = —.
ﬂf\?( ) Ve —=2)(d+2z+22) V3 2
Rezulta ca I, este convergenta.
Studiem convergenta integralei I5:
lim 2 lim 2% - —— 1 - k
imax“f(z)=lm2z" ———=lim ———==1, pentrua+1= =
T—00 f( ) T—00 V3 — 8 T—00 .Z'% 1— % P 2
T

1
= lim 2°f(z) =1, pentru a = 5 < 1 = I; este divergenta.

T—r00

In concluzie,

*° x
—dx
/1 V|23 — 8|

este divergenta.

[L’2

f) Functia f(z) = are punct singular x = 1. Avem
(x2+1)/|23 =1

o0 1 I2 2 I2
/0 f(x)dx:/o 1 ﬁ_ajgdx%—/l @) r3_1daz:

00 1‘2
+ de =1 + I, + Is.
/2 (2 + 1)va? —1 S
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Studiem convergenta integralei I;. Avem

) o b
lim(1 = )" - () = 5=

Rezulta ca I este convergenta.

1
, pentru a = —.
P 2

Analog se arata ca I, este convergenta.

Studiem convergenta integralei I3. Avem

x? x? ¢

lim 2% f(z) = lim a* - = lim — . =
£—00 T—00 (2 +1)Vad -1 aoox?+1 a3 -1

L,

3 .. y
pentru a = 3 Rezulta ca I3 este convergenta.

Solutie 1.17. Functia f este nemarginita in x = 1. Aplicam Teorema 1.15:

lim (1—2)* f(x) 1 ont 1:>/1 dx
mil—x) -J\r) = —F—, ntru &« = —
1 5v2 P 2 o (22 4+ 4)V1—2a?

Cu substitutia x = sint, rezulta:

convergenta.

I_/72r costdt _/’2“ dt
o (sin?t +4)cost Jo sin®t+4
Cu substitutia tgt = u, avem dt = lizg, sin®t = uéil si rezulta

oo

54 5)y w+i 52 TR

I_/OO du 1/°° du_l\/g uvb
0 0

Solutie 1.18. Cu substitutia Inxz = ¢, avem

I:/Ol%:%/z_f

1
=2
0

Solutie 1.19. Punctul x = 1 este singular. Aplicam Teorema 1.15. Avem

1
lim(1 —z)* -

/! NEEnIEE

1
=1, pentru a = —.
, P 5
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Rezulta ca integrala este convergenta.

Scriem functia de sub radical ca o diferenta de patrate. Avem

1 d 1
I= a G PR Y e g
1 3\2 1 2 -1
(50—5) !
1 5 1

Solutie 1.20. Aplicam Teorema 1.14.

OE——
r) < —— 1

1 —a? :>/ f(x) dz convergenta.
Voda T 0

Cu substitutia z = sin ¢, rezulta

I_/72r cosu du
Jo (sin?u+1)cosu’

Notam
t t =d 4 in? r
u = U=—_—-—,SIn"u= .
s 1+t 2+1
Obtinem
o de 1 [/ dt 1 00 1
I = = - = —V/2 arct t\/ﬁ‘ = — - —.
/0 2% 1 1 2/0 Pyl 2 ENVAl, T2 2

Solutie 1.21. Punctul x = 0 este singular. Scriem integrala astfel:

O dz 2 dz O dt 2 dx Lae 2 dz
B L Ay (O I
-1V~ 0\/E 1 \/Z 0\/E 0\/Z 0\/E
——

—x=t

Solutie 1.22. Punctul = —1 este punct singular. Aplicam Teorema 1.15:

1
lim (1+ )% - f(z) = V2, pentru o = 5"

zN\—1
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Rezulta ca integrala este convergenta. Avem

1 1 1

11—z 1 T w
I = ———dz = arcsinz| + =V1—-22%2| =—-4+—-=m.
_1\/1—1’2 1 2 1 2 2

Solutie 1.23. Punctele x = a gi x = b sunt puncte singulare. Din Teorema
1.15 rezulta ca integrala este convergenta.
Folosim substitutia lui Euler \/(z — a)(b — x) = t(z — a). Rezulta

at?* +b 2(a — b)dt

2417 (12 +1)2

Schimbam limitele de integrare

b—=x
t= s r—a, x>a=>t—>00;, r—b r<b=t—0.
xr—a
Obtinem
* at’+b > at? b—
[:2/ ﬁ—i—&:Q/ arrarbzay,
o (t2+1)2 0 (2 +1)2

=2 dt +2(b — ——dt=2a-—+2(b—a) - 1.
a/o ol + 2( a)/o e a 2—1— (b—a)- L

Pentru calculul lui I, notam ¢ = tgu si obtinem

B 21 2
[1:/ cosQUdu:/ mdu:z.
0 0 2 4

Rezultaca I =a-7+4+2(b—a) -5 =7 -(a+D).

Solutie 1.24. Scriem functia de sub radical ca o diferenta de patrate. Avem

2 dx . 20 — 12 T 7
= —+§:7T

2

-1

Solutie 1.25. Cu substitutia z = sin ¢, obtinem

3 1 2 cost s
I:/ .—dt—/ C.idt: [ln‘tgz’—ln\sintq ’
o sint o sint 2 0

2

=1In2.
0

2 1

T
— nigt
2 cos 3

:lni2 — ;
SIH§COS§

0
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Solutie 1.26. Avem

/1 dz B /— du /1 2dt
ac:\sirnu tg\%r:t

1
dt -1
:2/ = 2.
o (t+1)2 t+1

Solutie 1.27. Punctul = = 1 este singular. Avem

1
1.

0

dx

21n<e+ \x—l\) Hn (e + VT —17) 2In (e + vz — 1)
| NCES wo [ e [

- [1 +IQ

Calculam [;. Facem substitutia /1 —x = ¢ si apoi integram prin parti.

Obtinem
1 1
t
- [
0 o e+1

:2|:111(6+1)—/ dt+e/ }
0 o €+t

:2[ln(e+1)—1+6ln(e+1)—e]:2(e+1)ln(1+é).

1
11:2/ In(e+t)dt =2 | tln(e+¢)
0

Pentru calculul lui I, facem substitutia /o —1 = ¢ si obtinem [, = I;.
Rezulta

1:4(e+1)ln(1+é).

Solutie 1.28. Vom nota x = § — 1 i avem

us s
2 cos" x 2 sin" ¢
o cos"x +sin"x o Smn"t+cos"t
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Rezulta ca

T,
2 sin" x + cos™ x s

2-1= — dr = —,
o SIn"x—+cos"w 2

deci I = %.

Solutie 1.29. Avem f(z) = sin® z+cos? z = 1-2sin* z cos? v = 1—1 sin® 2z.

Functia sin® z are perioada 7, deci sin® 2z are perioada 7. Rezulta ca

2 d
o sin“x + costx

Facem substitutia ¢ = tgx si avem

dt t 1
dr = ——; sinr = ——, cosr = ——.
142 Viz+1 V2 +1

Rezulta

(1) dt 1 © 1+ %
124./ (4+). 2:4./ %dt:zl-/ —dt

(- 1) 1 t—41* 4 i ox

:4-/ —— 1 — 4. —arctg —=* :—<——|——>:2\/§7r.
o (t—1)7+2 V2 V2l V2322

Solutie 1.30. Cu substitutia lui Euler 1/(1 — z)(1 + ) = t(x+ 1), obtinem

1 -t —4t 1—x
r=——; doe=——+=dt, t=
14 t2 (1+1¢2)2 1+z

Pentru x — —1, * > -1 =t > occosgipentruax — 1, x >1 =1t — 0.
Rezulta

o dt 2 < dt 2
I:—Q-/ ——-/ 1:—5-\/§arctgt\/§
0 0

32+1 3 241

o9
™

o V3

Solutie 1.31. Vom deduce o relatie de recurenta, integrand prin parti. Alegem

fl@)=a"" g'(z) = %352 = f(x) = (n—1)2"?, g(z) = —Va® — 22,
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Avem

I, =—=x a? — x?

’ +(n—1)/ 2" Va2 — 22 dx

—a

dx

a n-2(,2 _ .2
—(n—1) "% (a® — 2®)

—a Va?—x?
a I.an T
R Bv--=- L B =t
=(n—-1a* I, 52— (n—1)-1I,.

Obtinem I, = %= - a? - I,,_5. Pentru n = 2k, avem

2k —1
2k

2
Iy, = ca” - Iop_o.

Dam valori lui k.

-1
k =p = Igp = p2p CL2 . Igp_g
Prin inmultirea relatiilor rezulta
2p — !
Iy, = ( b ) a® - I
(2p)!
unde
I “ dx . x|e T n s
= ——— =arcsin—| =—-+ - =T.
’ o Va? — 22 al-a 2 2 m

Pentru n = 2k + 1, se obtine I5,; = 0, pentru ca

¢ zdz

h=| ===
_aVa* —zx

0.
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Solutie 1.32. Vom demonstra ca L, = % Avem

Ly + Ly /” 1—cos(n—1)x+1—cos(n+1)xd
il T
2 0 2(1 — cosx)
T2 —2cosnxcosx ™1 — cosnx cos T
o 2(1—cosz) 0 1 —cosx
/”1—cosnx+cosnx—cosnxcosxd
= x
1—cosz
1-— 1-—
:/ cosnz + cosnz(l — cos x) dr
1 —cosz
1 . T
=L, /cosnxdx:Ln+—81nnx =1L,.
n 0

Rezulta ca termenii sunt in progresie aritmetica. Calculam ratia:

1—- 2 2
r:Lg—le/ €08 xdx—/ da:—/ Smxdx—ﬁ
o l—cosz 1 —cosx

1
:2/ ﬂdx—ﬂ_Z/ (I1+cosx)dr —m=21r — 7 =m.
o l—cosx 0

Rezulta ca L, =L+ (n—1)r=n+ (n — 1)m = n.

Solutie 1.33. Calculam

sin

A A, — /72r sin? nz — sin*(n — 1)z e

dx

/ sinnz + sin(n — 1)z] [sin nx — sin(n — 1)z]
sin

[en]

-1 —1
292. sm(” )gg-cosg 2-sin - cos(”2 )z

7 dx

0 - SIn 5 + COS 5

/ sin(2n — 1)z de = 2_

cos(2n — 1)x

0 n—1 . -1
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Rezulta relatia de recurenta A, — A, 1 = Tlfl Dam valori lui n:

n=1 :>A1—A0:1

1
n:2 :>A2—A1 = 5
=A,—A L
n = _ —
b R S P |
Prin adunarea relatiilor, avem
A, —Ag=1+ L + ...+ ! Ay =0
7Y 0 — 3 2p — 17 0= .

Solutie 1.34. Studiem convergenta in punctul singular x = 0:

In(si cos 1
lima:o‘-|ln(sina:)\:—limm:—hm .
20 =0 =0 sine  —azro!

| N
— - 1111(1) - -x% =0, pentru a > 0.
o z—=0sinw

Deci, pentru a € (0, 1)

3
liH(l) flx)=0= 1, = / In(sin ) dz convergenta.
xT—r 0

Calculam ;. Notam x = 2t gi avem

I, = /2 In(sinz)de =2 - /4 In(sin 2¢t) dt = 2 - /4 In(2sintcost)dt
0 0 0

:2-/4ln2dt+2-/4ln(sint)dt+2~/4ln(cost)dt
0 0

0

:21112-%+2-/41n(sint)dt—2-/4ln(sinu)du
0

™

2

:g1n2+2-/41n(sint)dt+2-/2ln(sinu)du:g1n2+2-ll.
0

™
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Rezultd ca I, = =5 - In2.

jus

Pentru calculul lui I, = / i In(cos z) dz, facem substitutia x =

0
obtinem I =, = =7 - In2.
Solutie 1.35. Cu substitutia z = sin ¢, obtinem

™

/1 Iz 4 /gl('t)dt In2
—aAr = n(sin = —— 1N 4.
0 \/1-1‘2 0 2



Capitolul 2

Integrale cu parametru

2.1 Notiuni teoretice

Se vor studia integrale de forma F(y) = / f(z,y)dz, unde y € Y, Y C R
M
si M C R.

Definitie 2.1. Se considera Y C R o multime nevida si [a, b] C R un interval
compact. Fie f : [a,b] X Y — R o functie cu proprietatea ca pentru orice
y € Y, functia f(-,y) este integrabila pe [a, b]. Atunci functia F': Y — R

Fly) = / f(z.y) de

se numeste integrala cu parametru.

Teorema 2.2 (Continuitatea integralei cu parametru). Daca functia de doua
variabile f : [a,b] X [c,d] — R este continua, atunci functia F : [¢,d] — R

Fly) = / f(z,) de

este continua.

Teorema 2.3 (Teorema de derivare a integralei cu parametru). Consideram
functiile f : [a,b] X [¢,d] = R si o, 8 : [¢,d] — [a,b]. Daca f este continua,

24
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daca exista g—g si este continua gi daca functiile a § 8 sunt derivabile, atunci

integrala cu parametru

este derivabila si

B(y)
F’(y)z/a(y) g—g(w,y) dz + B'(y) f(B(y), y) — ' (y) f(a(y), v).

Sunt importante cazurile particulare:

a) Daca F(y) = fabf(a:, y)dx, unde a i b sunt constante, atunci

b
Fi(y) = / §—£<x,y> .

b) Daca F(y) = fféy)) f(z) dz, atunci

F'(y) = 8'(y) f(B(y)) — ' (y) f(a(y)).

Teorema 2.4 (Teorema de integrare a integralelor cu parametru). Daca

functia f : [a,b] X [¢,d] — R este continua, atunci

/ab (/Cdf(a:,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx) &

Integrale cu parametru pe domeniu nemarginit

Fie f : [a,00) X [a, f] — R. Daca integrala faoo f(z,y) dz este convergenta
pentru orice y € [, 8], atunci putem defini o functie F : [«, 5] — R,

F(y)szf(x,y)dx-

Definitie 2.5. Integrala faoo f(z,y) dz este uniform convergenta pe intervalul
[, B] catre functia F', daca pentru orice € > 0 exista un numar L(e) > a astfel

Incat pentru orice A > L(e), avem

A
/ f(z,y)de — F(y)’ < €, pentru orice y € |, S].
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Teorema 2.6. Daca exista o functie g : [a,00) — R pozitiva, astfel incat
|f(x,y)] < g(z), pentru orice x € [a, 00) si orice y € [a, f] si dacd [~ g(z) dx

este convergenta, atunci integrala faoo f(z,y) dz este uniform convergenta.

Teorema 2.7. Fie f : [a,00) x [a, f] — R, continua. Daca integrala

/ f(z,y)d

este uniform convergenta pe [a, 3], atunci functia F este continua pe [, 3].

Teorema 2.8. Fie f : [a,00) X [«, B] = R, continua. Daca ex1sta §1 este

continud si daci integrala [ 2L

< By (x,y) dx este uniform convergenta pe [, ],

atunci

F'(y) = /aOO 83]; (x,y)dz, pentru orice y € [a, S].

Integrale de functii nemarginite care depind de un parametru

Definitie 2.9. Fie f : (a,b] x[«, 5] — R o functie nemarginita in a. Integrala
fab f(z,y) dz este uniform convergenta catre functia F', daca oricare ar fi

e > 0, exista n(e) > 0 astfel incat pentru orice h, cu 0 < h < n(€), avem

f(z,y)dz — F(y)| <€, pentru orice y € [a, 5].

Teorema 2.10. Fie g : (a,b] — R o functie pozitiva astfel incat
|f(z,y)|] < g(x), pentru orice x € (a,b| si orice y € [a, f].

Daci f; g(z) dx este convergentd, atunci fab f(x,y) dz este uniform conver-
genta pe intervalul [«, 3].

Teorema 2.11. Fie f : (a,b] x [a, 5] — R o functie continua. Daca integrala

f; f(z,y) dz este uniform convergenta pe [«, ], atunci functia

b
F(y) = / f(z,y)dz este continua pe [«, 3].
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Y

Teorema 2.12. Fie f : (a,b] X [, B] = R. Daca f gi f/ sunt functii con-
tinue pe (a,b] X [, ] g1 daca integrala F(y) = fb 9L (z,) dz este uniform

convergenta pe [a, (], atunci

b
F'(y) = / %(w, y) dx, pentru orice y € [, f].

Functiile Beta si Gamma ale lui Euler

Acestea sunt functii speciale care apar frecvent in aplicatii. Sunt definite

prin intermediul unor integrale improprii cu parametru:

1
B(a,b):/ (1 —2)"tdr, a>0,b>0
0

o0
['(a) = / e "2 tdx, a>0.
0
Enumeram cateva dintre proprietatile lor. Pentru a,b > 0 avem:

P.1. B(a,b) = B(b,a)

e 9] a—1
P2. B(a,b):/ (tidt
0

L ¢)att
11
P3. B(=,=-|=m.
3 (2,2) s
P4 T(1) =1
P5. T(a+1)=a-T(a)
P6. T'(n+1)=mnl, ne N.

*° r
P / e Wty = ﬂ, y > 0.
0 y*

P8. Bla,b) Fr(o(‘ifg)
P9 F(%):\/%
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2.2 Exercitii.

2.1. Fie F': R — R, definita prin

t2
F(t) = / sin(tx) dz.
t
Sa se calculeze F” direct si folosind formula de derivare a integralei cu parametru.

2.2. Sa se calculeze F'(y), unde F' : (1,00) — R este definita prin

= [,

2.3. Se da integrala cu parametru

[(oz):/6 dr, a>0.
s X

Sa se calculeze I'(a).

2.4. Pentru o functie f continua, fie
F(x) :/ ft)(z —t)"tde.
0
Si se calculeze F(™.

2.5. Fie F: R — R, F(t) = [ f(x)g(z,t)dz, unde f € C[0,1], iar

_Jt(l—=z), dacat <z
g(x,t)—{ z(l—1t), dacat > z.

Sa se calculeze F’ si F”.
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2.6. Sa se calculeze urmatoarele integrale folosind posibilitatea derivarii in

raport cu parametrul:

2 arctg(at
a)/2 arctg(atgx)
0

dx, a > 0.
tgx

1 —asinx sinzx

z 1+asi d
b)/ In +asinz x7 o < 1.
0
%
c)/ In (cos® z 4+ m*sin*z) dz, m > 0.
0
d)/ In (1 —2acosz + a”) dz, |a| < 1.
0

1 2 —/2
2.7. Sa se calculeze / | V2cosz

(VB

n x.
0 €COST 24 +/2cosx
2 arcte(si
2.8. Sa se calculeze / w dzx.
0 sin x
2.9. Pornind de la [, = [ —3& a > [ >0, sa se calculeze

0 a+pBcosz’

/ T dx
I, = —_—
o (a+ Bcosx)?
2.10. Determinati valoarea integralei cu parametru
3
I(a) = / In (a* —sin*z) dz, a > 1.
0

-1

1
-1

2.11. Sa se determine valoarea integralei / T dz, a > 1.

0 nx

2.12. Calcula@i/ e~ cos(2zy) dz.
0

2.13. Sa se arate ca

2 1 1041
/ sin®z - cos’zdr = = - B @t ,L ,a>—1,b>—1.
o 2 2 7 2
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us

3
2.14. Sa se afle valoarea integralei / tgf v dzx, |p| < 1.
0

2.15. Aflati /2 veosxdx.
0

2.16. Sa se calculeze

2 b
I :/ sin? zdz, I :/ cos? xdx, p> —1.
0

0

2.17. Folosind proprietatea P.2; sa se calculeze integralele

e8] xm—l
a) dz, 0 <m < n.
0 1 + "

*  dx
b > 1.
)/0 1+x”n

0 3
c)/ xigda:.
o (1+a3)

2.18. Sa se demonstreze ca

R T
dr = , lal <1
/0 1+ 22 2 cos % o

o) a
/ Y Inzde
0 1“‘1'2

2.19. Sa se calculeze / 2" (" — 2" dz, m > -1, n>0, p>—1.
0

si sa se calculeze apoi

1 @1
2a™\/a 2"

o
2.20. Si se arate ca / 22 e dp = -/, a> 0.
0
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2.3 Solutii

Solutie 2.1. Calculand integrala, avem:
1 v
F(t) = —5 cos(tx)| = —5 (cost® — cost?)

t

de unde,

1 1
F'(t) = 2 (cost® — cost?) — p (—3¢*sint® + 2t sin¢?)

1
= 2 (cos 3 — cos t2) + 3tsint® — 2sin ¢2.

Derivand integrala cu parametrul ¢, conform Teoremei 2.3, obtinem:
t2
F'(t) = / x cos(tr) dw + 2t sint® — sint?.
t
Calculam integrala prin parti. Alegem
/ / 1

fa) =, g(@) =cos(tr) = flx)=1, g(r) = ; sin(tz).

Rezulta

t2

F'(t) = %sin(tx)

t2
1
— / p sin(tr) do + 2tsint® — sin ¢*
¢ t

1
= 3tsint® — 2sint? + 2 (cost3 — cost2) .

Solutie 2.2. F' este o integrala cu parametrul y. O derivam conform Teo-

remei 2.3. Avem

v 1 1 In(1 + 72 1 Y In(1 + 42
1 v 14wy Y y 1 y
In(1+y°)

1 2 1
:—1111%—y2 —In(1+y +7:—1n1+y2——1n1+y.
y[ ( ) — In( )] ) , ( ) , ( )
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Solutie 2.3. Avem

a 1 —Q a a
= [ Leoerars S o [Temans
2 T a 9 a
a —a?
= le—” + = ! <€_a2 6_2a) + 2% = 26_02 — 16_2(1
a ) a a a a a

Solutie 2.4. Aplicam in mod repetat Teorema 2.3.

/f Jn—1)(z —8)"2dt +1- f(z)(x — z)

=(n-1) f@xx—twf%ﬂ

0

0
=(n—1)! If@yﬂ
0
F™(x) = (n = 1)!f ().
Solutie 2.5. Avem
1
/.ﬂ@ﬂl—xﬁh, dacid t <0
F(t) = /f r(l1—1t)d daca t > 1
/f x(1—t dx—l—/f t(1 —x)dx, daca 0 <t <1.
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1
f(z)(1 —x)de, dacat <0
0
F'(t) = 1 ;
— | f(x)zdz, dacat >1
0

¢ 1
—/ f($)$d$+/ f@)(1—2x)de, daca 0<t<1.
0 t

\

0, dacat <0
F'(t) =< 0, daca t > 1
—f(t)t, daca 0 <t <1.

Solutie 2.6. a) Avem o integrala cu parametrul a. Pentru ca

lim arctg(atgx) _

. arctg(atg)
=lim —————-aqa
2\0 tgx \0 atgw

arctg(atgx)
m — —

Y

a:/‘g thL’
consideram functia
t t
acte(ater) - goia e (0,2)
tgx
f(@,a) = a, dacd z =0
0, dacax =12

2

care este continua pe [0, 7] x (0, c0).

1
———— dacazxz e (0,2
of 1+a?tg?x (0.5)
e 1 L daca x =0
0, dacax =121

o]

us

este continua pe [0, ] x (0,00). Conform Teoremei 2.3, integrala

2 arctg(at
I(a>:/ wdx
0 gr



34 CAPITOLUL 2

este derivabila. Avem
20 3 d
I'(a) = 9/ dz = / %
o Oa o l+a’tg’ex
Pentru a calcula integrala, facem substitutia

dt

tex =t =z =arctgt = dr = ——
s & 112

si apoi descompunem functia in fractii simple. Obtinem

I'(a) /°° 1 dt 1 /OO dt a’ /OO dt
a) = . — J—

1 ttoo a? 1/°° dt
= arc — — —_—
1—a? & o 1—a*a® ), t2+ai2
1 7 a t(t)oo 1 7 a ©™ w 1
= — - arctg(a = - — —=—- .
1—a22 1-a %Y 122 1222 2 1+a
Din .
T
I'a)=".
@ =35"174
obtinem

T da T
I(a):§/1+a:§1n(1+a)+(].

Pentru calculul constantei C' facem a = 0. Avem din enunt /(0) = 0 si din
rezultat, I(0) = C. Rezulta C = 0.

b) Avem
1 | 1
lim In +as?nx - = lim [ — In(14+asinz) — —— In(1 — asinx)
aNO 1 —asinx sinx 2\0|sinz sin x

=1Ine* —Ine * = 2a.
Consideram functia

1+ asinz 1

11r11 - - —
fz,a) = —asinz sinz

, dacd z € (0,%]

2a, daca x =0
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care este continua pe [O, ﬂ X (=1,1). Avem pentru x # 0

of 1 1l—-asinr sinz(l—asinz)+sinz(l+asinz) 2
da  sinx 1+asinx (1 —asinx)? 1—a?sin’x
care este continua pe [O, g} x (—=1,1). Rezulta ca I(a fo (r,a)dz este o

functie derivabila. Avem

3 2
I'(a) = ———dux.
(a) /0 1 —a?sin’z *

Pentru calculul integralei, notam

t2
_ _ _ 02
tgx =t = 1z = arctgt, dx—m, sin :1:—1+t2.
Rezulta
> d 2 [ dt
1’@):2/ U 2/
o 1+t*(1-a?) 1-a?/, ©?+
2 > 2 m 7r
= V1—a? arctgtvl —a?| = —= - = ——.
1—a? & L Vite 2 Vite

Obtinem
) / da arcsina + C
a)=7 | —==7- :
V1—a?
Din 1(0) = 0 rezulta C' = 0.

¢) Avem o integrala cu parametrul m.

Im) = /g 2m sian. e — Qm/ _ tgfr
0

cos?x + m? sin® x 1—|—m2 tg?w
tg x=t, doe o
:2m/oo 2 dt '
o 1+m2t2 1442
Descompunem fractia in fractii simple
t? At+B  Ct+D

A1) +me)  1+2  1+me
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Obtinem A=C =0, B= —4—, D = -3 Rezulta

m2—1’ m2—1-
2 < dt 2 o 1
I'(m) = m — ———dt
2m ¢ too 2m 1 /Oo 1 q
= arc - —
m? —1 8 o mi—1 m? J, £+ %
_om 2arctg(mt)|™  m 2 T o
Tm2o1 T w21 |, mP—1 " m2—1'2 m+l
Rezulta q
I(m)=m T—ﬁ:ﬂln(m+l)+o'

Pentru calculul constantei, facem m = 1. Din enunt, avem I(1) = 0, iar din

rezultatul obtinut avem

IN)=mIn24+C =7ln2+C=0 =C=—7ln2

Rezultd c& I(m) = In 2.

d) Avem o integrala cu parametrul a. O derivam

I'(a) = dz

/7r —2cosz + 2a d 1/“—2acosx+2a2+1—1
r=—
o 1—2acosx+ a? a Jo 1 —2a cosz + a?

1 [ a?—1 [T dx 1 a*—1
= — d.flf‘i‘ = -1+ [1.
a /o a Jo 1—2acosx+a?> a a

Pentru calculul lui I; facem substitutia tg § = ¢. Avem

; _/OO 1 2dt _2/00 dt
o 1-2aEhr a2 142 Ty 21+a)P+(1—a)

2 /°° dt 2 1+a ; (tl—i—a)
= = . arc
(+aPly @t (o) (+ap T-a °\1-a

o)

0

B 2 T 7
C1—a22 1—a2

Rezulta ca
T a*—1 7

I = — = I = (.
(a) a+ P 0=1I(a)=C
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Pentru a determina constanta, consideram a = 0 si obtinem I(0) = 0, deci

C =0, adica I(a) = 0.

Solutie 2.7. Consideram integrala cu parametru

us

1 2—acosx

I(a) = /2 In dz, |a| < 2.
0

cosx 2+ acosx

O derivam si apoi facem subtitutia tgx = ¢. Avem

™

2 1 o 1 dt
[’(a):—4/ de:_ll/ 2 _1_ 2
o 4—a*cos?x 0o d—atm 1+t
B 4/00 dt /°° dt
- 24— g2 42 4—a?
o 42+4—a o 12412

2 ( 2 )OO 2
= — — arctg | —t
4 — g? 4 —qg?

Va rezulta ca

o Vi-a

I(a) = — = —m arcsin % +C.

/ da

7"' e
V4 —a?
Din 7(0) = 0, rezultd C' = 0. Pentru a = v/2, avem

2 1 2— /2 2 2
/ In V2 cosa dr = I(\/§) = —7 arcsin £ = -7 T
0 CoST 24 +/2cosx 2

N
N

Solutie 2.8. Consideram integrala cu parametru
2 arctg(a sinz
e
0 sin x

O derivam si apoi facem substitutia tgx = t. Avem

uy

L 1 2 d
[’(a):/ — - _ ~sinxdx:/ —x2
o sinz 14 a?sinz 0 l+a?sin“z

_/°° 1 dt _/°° dt
Jo 1+a2-y 12 o 1124 a2

142

_/OO dt 1 /OO dt
o (I+a)2+1 1+a ), £+

1 oo 1 s
— VIt aarctg (1vV1+a)| " = == 7.
Ty + a* arctg +a . 0
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Rezulta ca

s da s
o)== | —===1 +V1+a?)+C.
(a) 2/ T 5 n(a a?)+ C

Din I(0) = 0, rezulta C' =0, si

/%wdx:](l):gln(l—l—\/ﬁ).

sin x
Solutie 2.9. Observam ca derivata lui /; in raport cu « este egala cu

%__/W e
da  Jy (a+Bcosz) Z

Calculam I;. Cu substitutia

to £ —¢ 5 arcte ¢, do = 295
~—=t, x=2arctg t, doz = ,
&9 & 1+ 22

avem

; _/00 1 2dt _2/°° dt
T oasplEZ 142 T ), 2la—B)+a+p

142

oo
2 /°° dt 2 a—ﬂact ; a—pf
= = I
a=BJo vy a=p\a+ B\ Vars)|
2 s

us
2

ol
L= -2 = a

T0a (@) Jae—p

Solutie 2.10. Derivam integrala in raport cu parametrul si apoi facem sub-

Ve p

Rezulta ca

stitutia tgzx = ¢:

52 © 1 dt
]I(CL) :/ %dx:&z/ 2 . 5
0 a°—Ssin-x 0 ﬁ-m 1+t

& dt 2a o dt
=2a 202 2~ 2 2
o ta®—-1)+a a?>—=1J; 2445

2a Va?—1 -1\ |~ T
== arctg |t —— =
a-—1 a a 0 a2 —1
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Va rezulta ca

I(a):ﬂ/\/%:ﬂln(a%—\/cﬂ—l)—i-()

Pentru calculul constantei, vezi rezultatul din Problema 1.34:

lim I(a) = /2 In(1 —sin®z) dz = /2 In cos® x dz
a1 0 0

™

:2/2 Incosxdx = 2 <—g 1n2> = —7ln2.
0

Cu aceasta obtinem

a+ Va2 -1
[(a):wln#.

Solutie 2.11. Functiile

-1 9f aetl
f(z,a) = e ¥ 9"
sunt continue pe (0,1) x (1,00). Avem |%| =271 i fol %1 dz este o inte-

grala convergenta. Aplicand Teorema 2.10 rezulta ca fol % dx este uniform

convergenta. Din Teorema 2.12 rezulta ca I este derivabila si

/ _ ! a—1 _ l
I'(a)= | 2 dx=
0

a

= I(a):/%:lna%—a

Din I(1) = 0, obtinem C = 0.

Solutie 2.12. Este integrala pe domeniu nemarginit. Vom aplica Teorema
2.8. Fie
fla,y) = e cos (22y), (z,y) € [0,00) x R.

Derivata

x

of

o *sin (2zy)

= 2xe”

este continua. Avem

a 2 o 2
'—f’ <2xe ™ i / 2ze”* dx = 1.
dy 0
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Din Teorema 2.6 rezulta ca fooo g—i dx este uniform convergenta, iar functia
I(y) =[5~ f(x,y) dz este derivabila.

I'(y) :/ —2ze™ sin(2zy) dz.
0

Integram prin parti

%) o0
= ¢ sin (Qxy)’ - / 2y cos(2zy) e da
0 0

=2y / e cos(2zy) dz = —2y I(y).
0

Am ajuns la ecuatia diferentiala I'(y) = —2y I(y). Rezulta

dr dr )
-yl = —=—9ydy = I()=Ce".
i y 7 ydy (y)=Ce

Vom determina constanta C. Avem

N —

I(O):/Oooe_g”Qda::%-F ):@.

Pe de alta parte 1(0) = C, ceea ce ne da C' = ? Va rezulta I(y) = g eV’

Solutie 2.13. Pentru calculul integralei facem substitutia
u=sin r = r =arcsinu, dr = ———=du
Avem
L b ' 2\ 2 2%
[:/ sin® x cos xdx:/ua(l—u)ﬁiz u'(l—u”) 2 du.
0 0

Notam v = v/t si avem

L, | 1 [ . b1 1 a+1 b+1
I = t2(1—1) 2 dt = — t 1—¢t)2 dt=-B — .
[ ea-o= [ rFa-as 2(2,2)
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Solutie 2.14. Avem

2 1 1 —p+1
1 :/ sin” x cos? xdr = =B ]i, Pt )
o 2 2 2

De aici rezulta

ptl 1p
]:lr(2)r(2>:1F p+1 r 1_p—i—1
S . S
=3 sin(p—;'lﬂ')_Q Sin(gﬂ—i-%)_Q o3 (p%)

T (14 F@r-4) _ 27 =
I — — 2 e = ©—
RO G O R O T
27/ 27 /21

Solutie 2.17. Reamintim ca

oo ta—l
B(a, b) = \/0 W dt
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a) Facem substitutia = = /7 = dz = Lt7~' dt. Rezulta
oo ym—1 co ym_1
tn 1 1 tn 1
1:/ ~—t%—1dt:—/ dt:—B(TJ—T)
o 1+t n n Jo +1 n n n

1
1(%()1_7r

n I'(1) n sin (Z7)

b) Facem substitutia z = /% = dz = 2w~ dt. Rezulti

oo 411 N
=L dt:iB(z,l_i):%FUF(l D1 m
0

1+t n n n I'(1) n sin T

n

¢) Facem substitutia z = vt = do = §¢ =3 dt. Avem

I:/ b lzg 2t B

o (1+1t)33 3Jo (1+41)3
g (A5)_LIHrG)

S 37\3'3) 3 T(3

Bl A N A N el A N R
63 3/ 3 3 33 3 3
_i T 2

S Bsin I 333

Solutie 2.18. Facem substitutia r = v/t = dz = %t_% dt. Avem

< ¢35 ] 1
I:/ L —t%dt:—/
o 1+1¢2 2 /o

:EB a—i—l71 a—l—l
2 2
1
2

l\DlH —_
/\
IS
o | 4
—_
~~
=
VR
—
|
=)
|+
—_
~~

T
sin (aH 7r) - 5 cos &

Derivam in raport cu a relatia
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Obtinem

1+ 22 x_E‘COSQ(%> _Z.COSQ(E>'

> zIng r Zsin% 72  sin®
2 2 2
0 2

Solutie 2.19. Facem substitutia x = at. Avem
1 1
I= / a™™ (a" — a™t")" adt = a" " / ™ (1 — ") dt
0 0

Facem substitutia t = {/u = dt = = - un ! du. Obtinem

1
m 1
I= am+1+”p/ wi (1—w)f = untdu
0 n
1
_ laerlJrﬂp/ mTﬂfl (1—U)p du:l@m+l+np'3(m+17p+1) ‘
n 0 n n
Solutie 2.20. Facem substitutia
1 1 1
a?=t=g0=— 12 = dp = ——-— -tz dt.
a Va 2

Rezulta




Capitolul 3

Integrale curbilinii

3.1 Notiuni teoretice
INTEGRALA CURBILINIE IN RAPORT CU COORDONATELE

Fie v : [a,b] = R ~(t) = (f(t),g(t), h(t)), t € [a,b], un drum neted si

—

F(a.y,z) = P(e,y,2) T+ Q(a,y.2) J+ R(z,y. 2) k

un camp vectorial avand componentele P, ), R : D C R?® — R, definite pe un
domeniu ce contine traiectoria (7). Fie punctul M(x,y, z) € (), cu vectorul
de pozitie 7= z7+ yT+ 2 k.

Lucrul mecanic efectuat de forta F intr-o deplasare de-a lungul traiectoriei

(7) este

/ﬁ-dfz/P(w,y,Z)dx+Q($,y72)dy+R(w,y,2)dZ‘
Y Y

Integrala fﬂ/ F-dse numeste circulatia fortei F de-a lungul traiectoriei (7).
Integrala
/ P(z,y,2)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2) dz
gl
se numeste integrald curbilinie in raport cu coordonatele (de speta a doua).

Daca functiile P,Q, R : D C R®> — R sunt continue atunci are loc formula

44



INTEGRALE CURBILINII 45

de calcul

[ Pl Qe ) Ry as = [ PO, a0) 100+
QU o) A(D) - (1) + RIF(), o), A(D)] - W (1)} . (3.1)

Integrala curbilinie in plan

Fie v : [a,b] = R?, ~v(t) = (f(t),9(t)), t € [a,b] un drum neted in plan.

Dacid P,Q: D C R? - R, (y) C D, sunt functii continue, atunci

b
/P(f&y) dz+Q(z,y) dy:/ {PIf1), 9] f) + QL) 9()] - g'(2)} dt.
! ’ (3.2)
Observatie 3.1. Fie A = ~(a), B = 7(b). Daca arcul AB are ecuatia

explicita y = f(x), = € [a,b], atunci integrala curbilinie in plan se poate

calcula astfel:

b
| P+ Qg ay = [ (Pl ) + QUi f@) - )} do.
’ (3.3)
FORME DIFERENTIALE EXACTE

Fie D C R3 o multime deschisa, P,Q, R : D — R functii de clasd C*.

Definitie 3.2. Forma diferentiala w = P dx + @ dy + R dz se numeste forma
diferentiala exacts, daca exista o functie ® € C'(D), numita primitiva lui w,
astfel incat d® = w.

O primitiva a formei diferentiale exacte w este
T Y z
®o.p.2) = [ Plapadt [ Qutaat [ Reyna 64
zo Yo 20

unde M (zo, Yo, 20) € D este un punct oarecare, fixat. Cunoscand primitiva

formei diferentiale exacte w, se poate calcula integrala fﬂ/ w, folosind
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Teorema 3.3. Dacid 7 : [a,b] — R? este un drum de clasa C',iar @ : D — R

este o primitiva a formei diferentiale exacte w, atunci

/ w =B y(b)] — @ [1(a)].

Y

Teorema 3.4. Fie D C R? o multime deschisa si conexa si fie
w= Pdz + Qdy + Rdz o forma diferentiald cu P,Q, R € C'(D).
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. w este diferentiala exacta.

2. pentru orice drum inchis v, (y) C D, avem f7 w=0.

3. f7 w nu depinde de drum.

Daca D C R? este deschisi si convexa si P, Q, R € C%(D), atunci
w=Pdr+Qdy+ Rdz

este diferentiala exacta, daca si numai daca

oP  0Q  9Q OR  OR 0P

gy Or ' 0z dy = O0x 0z
INTEGRALA CURBILINIE IN RAPORT CU ARCUL

Consideram v : [a,b] — D, D C R* un drum neted, avand ecuatiile para-

metrice
V() = (x(t), y(t), 2(t)) , t € [a,b].
Fie F': D — R o functie continua. Integrala
/F(a:,y,z) ds
”

se numeste integralda curbilinie in raport cu arcul (de speta intaia).

Expresia diferentiala

ds = /(@O + (Y1) + (1) - dt (3.6)
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se numeste element de arc.

Avem formula de calcul

/fw%a®:/F@@M&W»JW@fﬂwmhvwwww
(3.7)

Aplicatii

1. Lungimea drumului este ((7) = [ ds.
2. Daca p: (7) — R este densitatea unui fir material avand forma traiectoriei

(7), de grosime neglijabila in raport cu lungimea, atunci masa firului este

M= /p(z,y,Z) ds.
,

3. Coordonatele centrului de greutate al firului sunt

xG:%[{x-p(x,y,z)ds,
1

yazﬂ/vy-p(w,y,Z)ds,
1

ZGzﬂfyz-p(x,y,z)dS.

Integrala curbilinie in plan

Dacd 7 : [a,b] = R? ~(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b] este un drum neted in
plan, atunci

[Famds= [ Fa@y@] o« wora @)

Observatie 3.5. Fie A = v(a), B = ~(b). Daca arcul AB are ecuatia
explicita y = f(z), = € [a,b], atunci integrala curbilinie se poate calcula
astfel

/fmwﬁszMNM-l+Wmfdw
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3.2 Exercitii

3.1. Sa se calculeze / Vydx — 2 dy, unde 7 are reprezentarea parametrica
v

r=1t—sint
v tel0,n].
y=1—-cost

3.2. Sase calculeze / (x+3y) dx+4y dy, unde C are reprezentarea vectoriala
c

C: P=E+10)7+{#—t)7 te]o0,2].

3.3. Sa se calculeze /(51’2 — zy)da + (y* + 22y) dy, unde C este curba

c
y = 2%, cu originea in punctul A(—1,1) si extremitatea in B(1,1).

3.4. Si se calculeze 7d7, unde ¥ = e*"¥ 7+ (22 —y)J si AB este
AB

segmentul cu originea in A(1,2) si extremitatea in B(3, —1).

3.5. Sa se calculeze circulatia vectorului @ = 37 — % 7 pe curba inchisa

aflata in primul cadran, parcursa in sens direct, obtinuta prin intersectarea

dreptei 10z — 3y — 28 = 0 cu hiperbola zy = 2 si cu parabola de ecuatie
2
Yy =A4dzx.

3.6. Sa se calculeze / (x +y)dr —ydy, unde C este curba inchisa obtinuta

c
prin intersectia curbelor

Ty = 2

C: y=2x x>0,
o
Y75

iar sensul de parcurgere al curbei C' este cel trigonometric.

3.7. Sa se calculeze / ydz + z* dy, unde C este cercul unitate, parcurs in
c
sens trigonometric.
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3.8. Sa se calculeze / y*dz — 22 dy, unde C este cercul de raza 1 si centru
c
(1,1), parcurs in sens trigonometric.

d
3.9. Sa se calculeze & V2x dy, unde C' este curba de ecuatie
c Y

2 2

42— 22 =0

C: xXr Yy xXr
y =0,

parcursa de la A(2,0) la B(0,0).

/ydy—a:da:
c iyt

2
3

3.10. Sa se calculeze

unde C' este arcul astroidei 3 + y§ = a3, a > 0, cuprins intre A(a,0) si

B(0,a), parcurs de la A la B pe drumul cel mai scurt.
3.11. Sa se calculeze aria buclei foliului lui Descartes: 2%+ vy = 3azy, a > 0.
3.12. Sa se calculeze aria domeniului marginit de curba z* + y* — 2% = 0.

3.13. Sa se calculeze aria domeniului marginit de trifoiul reprezentat in co-

ordonate polare prin ecuatia p = — cos 3¢, ¢ € [0, 7).

3.14. Sa se calculeze

/(x—y)dx+(z+x)dy+2ydz,

Y

unde 7 este

r=2t—1
y=2+1 te[0,1].
z=1"—t

3.15. Sa se calculeze / rdx + y?dy + rzdz, unde AB este segmentul cu

AB
extremitatile A(1, —1,3) si B(2,1,0).
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3.16. Sa se calculeze

/ﬂ (yz + 2z) do + xz dy + (xy + 22) dz,
AB

unde AB C I', parcurs din A(1,0,1) la B(0,1,1), iar I' este curba de ecuatie
I'={(z,y,2) eR’|2®+y*=1,2=1}.

3.17. Sa se calculeze / (y> + 2*) dz + (z + y) dz, unde C este curba
c

22 +y? 4 2% = dax
C’:{ J z>0

% + y? = 2axz,

parcursa in sens invers acelor de ceasornic, daca este privita din partea po-

zitiva a axei Oz.

3.18. Si se calculeze circulatia vectorului @ = 227+ 2y 7— yz k de-a lungul
curbei de intersectie a conului y? + 22 = (x — 2)? cu planele de coordonate,
situata in primul octant, avand sensul de parcurgere al acelor de ceasornic,

daca este privita din originea axelor de coordonate.

3.19. Sa se calculeze lucrul mecanic al fortei F = yr+ 227+ a:E, care
actioneaza asupra unui punct ce se deplaseaza pe curba aflata la intersectia
conului z = /22 + y? cu paraboloidul z = 6 — (z?+y?). Deplasarea se face in

sensul acelor de ceasornic, daca se priveste din originea axelor de coordonate.

3.20. Si se afle lucrul mecanic efectuat de F = y7— 27+ 2z +y) k, ce

actioneaza asupra unei particule ce se migca pe curba de ecuatie

xr = Hcos 2t + cos 9t
C: Yy = 5sin 2t + cos 9¢ t €0, 2m].

z = sin 9¢

3.21. Sa se calculeze
dx

cy+z)(y+2x+1)

unde C este arcul din primul cadran al parabolei y? = z.
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3.22. Sa se calculeze
Inydy

/C\/ﬂ(a:2+y+1)’

unde C este arcul de parabold y = 22 din primul cadran.

3.23. Sa se calculeze
(173)
/ (e®cosy +yz)dz + (zz — " siny) dy + zy dz.
(0,0,1)
3.24. Sa se calculeze
(1,2,5)
/ yz(2x +y+ z)de + zx(z + 2y + 2) dy + ay(z + y + 22) d=.
(0,0,0)
3.25. Sa se determine a,b € R, astfel incat integrala

1 1
I = /ﬂ 2eInzdx + —e¥dy + —Q(ax22+bey) dz,
AB z z

sa nu depinda de drum. Arcul AB este o curba din semispatiul z > 0 cu
extremitatile A(1,0,1) si B(—1,1,¢). Determinati valoarea lui I.

3.26. Sa se calculeze integrala

/a:dx—i—ydy
c iyt

pe o curba care nu trece prin originea axelor de coordonate si are ca origine

punctul (0,4) si ca extremitate punctul (3,0).

3.27. Calculati integrala curbilinie

/eyz dz + (z2€¥* + y) dy + (zye?” + 32%) dz,
v

unde ~y are ecuatiile parametrice

r =1 — cost,

v: { y=sin2t, t € [0,10007].
2t

L=,
2+ sin 2t
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3.28. Sa se calculeze fy ye~*ds, unde v are ecuatia

v: { ©=In(l+£) telo,1].

y = 2arctgt —t
3.29. Sa se calculeze lungimea drumului

x = e (asin bt — bcos bt)
oF t€10,1],a,b > 0.

y = e™ (acosbt + bsin bt)

3.30. Sa se calculeze masa spiralei logaritmice omogene

1
r = —el cost
i” t € [—4m, 4n).
t
= —e10s8int
Y75

3.31. Si se calculeze lungimea drumului parabolic y = 22, z € [0, 3].

3.32. Sa se calculeze lungimea cardioidei, reprezentata in coordonate polare
prin p = a(l + cosp), ¢ € [0,27], unde a > 0.

3.33. Si se calculeze | o(r+2z)ds, unde curba C are reprezentarea vectoriala
C: P=t2costT+3sint 7+ 2tk, te [0, 7].
3.34. Sa se calculeze [, (2% — 2y + z)ds, unde C este cercul

Py + 22 =09,
C: Y
y+2z=0.

3.35. Sa se calculeze masa si centrul de greutate pentru firul material cu
densitatea p(z,y) = xy, de grosime neglijabila in raport cu lungimea, care

are forma arcului din primul cadran al elipsei 322 + 4% = 1.
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3.3 Solutii
Solutie 3.1. Este o integrala curbilinie in plan. Aplicam (3.2)
I = /\/ﬂdx —xdy
0!
= / [V1—cost-(1—cost)— (t—sint)-sint] dt
0
T t
= / V2 sini (1 —cost) —tsint + sin®¢] dt
0
™ t ™ t ™ ™
= \/5/ sin = dt — x/é/ sin = cos t dt —/ tsintdt+/ sin® ¢ dt.
0 2 0 2 0 0
Folosind formulele

t 1 3t t 1
sin 5 cost = 5 (sin -t sin 5) §i sin’t = 5(1 — cos 2t)

2
obt;1nem[-2\/_+—\/_—7r+72T %—g

Solutie 3.2. Ecuatiile parametrice ale curbei sunt:

= +1
C: {y:t3—t , t€][0,2].

Obtinem

2
/(:c+3y)dx+4ydy:/ (2 + 143t = 3t) - 2t + 4t — t)(3t> — 1) dt
C 0

2
= / (12t° 4 6t* — 141> — 6t + 6t) dt
0

2_7_#2_21532
0

6t°
2 }0

5

932

+ 32|

- 2t6}0 }0 -

Solutie 3.3. Curba are ecuatia explicita

AB: y=2* z€[-1,1].
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Aplicam formula (3.3). Avem

I= /(5:1:2 —zy)dr + (y* + 22y) dy
ol

— / [(52% — 2 - 2%) + ((2°)° + 22 - 2°) - 32%] dw

1

1
= / (3™ + 62° — 2* + 52?) da.
-1

Folosind paritatea functiei de sub integrala, obtinem

1
6 1 5 488
I1=2 628 — 2t + 52N de =2=—=+= ) = —.
/O(x z" + 52%) dz (7 5+3) 105

Solutie 3.4. Avem

/ UdF:/ W dr + (27 — y) dy.
AB AB

Ecuatia dreptei AB se scrie

Atunci parametrizarea segmentului AB este

r=1+2t
[AB]: {y:2—3t , te0,1].

Valoarea integralei este

e® —e—23

1
/ eHdeer(:EQ—y)dy:/ [26574t_3(4t2+7t—1)] dt =
AB 0 i

Solutie 3.5. Intersectia din primul cadran dintre dreapta si hiperbola este
punctul A(3, %), intersectia din primul cadran dintre dreapta si parabola
este punctul B(4,4) si intersectia dintre hiperbola i parabola este punctul

C(1,2), vezi Figura 3.1. Circulatia lui ¢ pe drumul v este

2
/ﬁdF:/dex—Sidy,
v 8! Yy
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Y g;y:Q

Figura 3.1: Curba ABC'A

unde 7y este juxtapunerea a trei drumuri. Ecuatiile explicite ale acestor dru-

muri sunt
10x — 28
AB y:%,xe[&‘ﬂa
CB : y=2Jx, zell,4],
2
CA : y=—,2€l[l,3]
T
Agadar

2 2

82 8 8
/U-dF:/ y2dx—idy+/ y2dx—idy+/ yrde — 25 dy
«, AB Yy BC Yy CA Y

7100 — 28\ 2 8022 1 374
— — d 0d — 48z )d
/3[( 3 ) 10z — 8 x+/4 a:—i—/l(xQ—i- a:) x

1(1095—28)3 42 224x 6272 !
— | —4z

- AT e (10e — 2
10 3 n(10x — 28)

4
—-+36
10 100 3+
1264 15681

3
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Solutie 3.6. Intersectam hiperbola xy = 2 cu cele doua drepte. Cele doua
puncte din primul cadran au coordonatele

A(2,1) si B(1,2). Pentru drumuri, avem Y| zy=2

ecuatiile explicite:

OA: y== 2€][0,2],

BA: y==, z€ell,2], B

SN RS
<
Il
NTES

OB: y=2x, x€|0,1].

Integrala curbilinie se calculeaza astfel O X
/(x+y)da:—ydy:/ (x +y)de —ydy
c 0A

—l—/ (a:—l—y)dx—ydy—l—/ (x +y)de — ydy.
AB BO

2 r D
/()A(x+y)dx—ydy:/o <$+§_Z> dxzﬁ.

! 2 4
/ (x+y)dx—ydy:/ (x+—+—3) dr =—-3—-2In2.
AB 2 r T

0

1
/ (x+y)da:—ydy:/(3x—4x)dx:—.
BO 1 2

avand ca suma —21n 2.

Avem

Solutie 3.7. Cercul 7 de centru (0,0) gi razd 1, are ecuatia x? + y? = 1.

Pentru a-1 parametriza, folosim coordonatele polare

xr=pcosp, p=>0

y = psing, ¢ € [0,2n].
Inlocuind in ecuatia cercului, obtinem p? cos® ¢ + p?sin® p = 1, adicd p = 1.
Curba v are parametrizarea

[ x=cosp
v: {y:singo ¢ € [0,2n].
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Acum putem calcula valoarea integralei
2
I= /ydx+a:2dy :/ (—sin® p + cos® ) dp
¥ 0

27 2

11— 2

:—/ ydgpjt/ cos (1 — sin ) dp = —.
0 0

Solutie 3.8. Cercul v are ecuatia (r — 1)> + (y — 1)> = 1. Pentru a-l
parametriza, folosim coordonatele polare cu polul (1, 1)

r—1=pcosp, p=>0
y—1=psing, ¢e€l0,2n].

Inlocuind in ecuatia cercului, obtinem p? cos? ¢ + p?sin® ¢ = 1, adica p = 1.

Cercul 7 are parametrizarea

_ {x:1+cosg0

y=1+sngp # € [0, 2n].

Acum putem calcula valoarea integralei

2m
I = /deI‘—xQdy :/ (_(1+Sin90)2SiHQO—(l—FCOSQO)QCOS(p) dQOZ .
ol 0

Solutie 3.9. Ecuatia 2% + y?> — 22 = 0 se poate scrie sub forma echivalents
(x —1)?+y* =1, ceea ce Impreuna cu y > 0, reprezinta ecuatia semicercului
de raza 1 si centru (1,0). Vom rezolva problema in doua feluri.

L. Folosim coordonatele polare cu originea in punctul (1,0) (vezi Figura 3.2)

r—1 = pcosp, p=>0
y = psing, € [0,27].

Inlocuind in ecuatia semicercului dat (z — 1)2 + 3% = 1, y > 0, se obtine

p=1sip €0,7]. Semicercul v se parametrizeaza astfel:

xr =1+ cos
v: { 7 e €0, m].

Yy =siny
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Cu aceasta, integrala data, devine

I:—/ [1+cosg0\/2(1+cosgp)] ng:—W—/ 2)cosg)cosgpd<p
0 0

T 3 0 4
= 71— feost) dp=—m—-.
/O' (COS 5 COS 2) 2 3

I1. Folosim coordonatele polare cu originea in punctul (0, 0) (vezi Figura 3.3)

Y Y

O X O 2 X

Figura 3.2: Metoda I Figura 3.3: Metoda II

xr=pcosp, p=>0

y = psing, ¢ € [0,27].
Inlocuind in ecuatia semicercului dat 22 4+ y% — 2z = 0, y > 0, se obtine
p=2cosy si ¢ € [0,m/2]. Parametrizarea semicercului este:

= 2cos?p m
v { Yy = 2cos psin g v < [0’5]

> (—dcos psi 4
]:/ (w—400s3<p+200sgp-28in2<p) dp=—m——.
0 2 cos psin 3

Se observa ca valoarea integralei este aceeasi, indiferent de modul in care

parametrizam curba.

Solutie 3.10. Arcul AB se parametrizeaza in felul urmator:

T = acos®p T
v { y:asin?’(p '2RS |:07§:|
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Cu aceasta, valoarea integralei este:

2 3a2 cos ¢ - sin® p + 3a%sin ¢ - cos® ¢
I = dy
0

a? (cos® ¢ + sin® p)

4 /’2“ cos @ sin p(sin? ¢ + cos? )
7 Jo sin* o —sin® ¢ cos? p + cost @

7« sin2¢ 1— sin® 2¢
2 2 2

=3

de.

Figura 3.4: Astroida

sin® 2¢
0 1-— ?)T

Prin schimbarea de variabila u = cos 2¢p, obti-

nem

3/ w41 L3u24+1+2 2 ! 2
[:—/ u2—i— du:/u—;ideuzl—l——arctgu\/g :1+—7T.
1 3u? 41 o Sur+1 V3 0 3v/3

Solutie 3.11. Foliul lui Descartes este curba de ecuatie 23 +y3 = 3axy si are

reprezentarea grafica din Figura 3.5.

Pentru a parametriza aceasta curba Y
o intersectam cu o dreapta y = tx. P 0
Curba are punct dublu in origine, iar AN Y
axele OX si OY sunt tangente buclei. \\
Cum t este panta dreptei, rezulta ca : ~0 X
t € [0,00). Se obtine R
\\\
oo S8 h
C L+ € [0, 00). Figura 3.5: Foliul lui Descartes
3at?
AT

Aria unui domeniu care are ca si frontiera curba C' se poate calcula prin

formula

1
Arm:—/a:dy—ydx.
2 Jc
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Aria foliului lui Descartes va fi

1 [ 3at  3at(2 -t 3at*  3a(l —2t*
Am’az—/ a .a( )— a .a( )dt
2/, 14+t (1+13)2 1413 (1 +13)2
9a? [ 2% — 7 — 12 4 2t° 9a? [ ¢
_ 947 R P L / LAY
2 Jy (1+13)3 2 Jo (1+1t3)2
B 32 -1 |7 B 3a?
2 1+t3, 2
Solutie 3.12. Consideram y = tx. Para-
metrul ¢ are semnificatia de panta si pen- Y
tru ca C' se gaseste 1n primele doua cad-
rane, t € R. Se obtine urmatoarea para-
metrizare a curbei date
23
r=-—
1
C: 1+1¢ t € (—00,00). 0O X
2!
T

Figura 3.6: Curba z* + y* = 232
Aria domeniului marginit de curba C' este

1
Aria:—/xdy—ydx
2 Jc

1 /°° 2t 8t 2t 6t* — 2t° it
2 1+t4 (1442 14+t (1+t4)2

(T4t4)2 7 o= Y o (1+ x4

/

x+1—x o0 o0 423
4 —4 dz — _ 4
/o NEEESEE / PO / et
/

44 +
o0 1 [ee]
=4 1 /x( )
ZL’+ 0
[o¢]
1
Y
o x*+1
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In ultima integrala, facem schimbarea de variabila uw = 1/x si obtinem ca

> 1 >l 1 [>*a?+1 1 [ 1+5
/ 1 dx:/ #du:—/ i;dx:—/ ’”21 dz.
o wt41 o ut+1 2 o zt+1 2)o v+

Acum daca notam v = x — i, obtinem

/°° 1 d 1/00 dv T
_— xr = — _— = —.
o Tt41 2/ L2 +2 22
3

2V2°

Solutie 3.13. Calculam aria cu formula

Cu aceasta, aria cautata este

1 Y1
Aria = —/ rxdy —ydx.
2 Jc
Ecuatiile parametrice ale curbei sunt:
z = p(p) - cos p X
C . . ) G 07 T( )
{ y=plp)-sing ¥ €0
unde p(p) = —cos3p. Deducem ca aria
se exprima cu formula Figura 3.7: Trifoiul

1 s
Aria = 3 / pcos(p'sinp + pcosp) — psin p(p cosp — psinp) dp
0
1 s
=3 / P () de.
0

Cu aceasta formula, obtinem aria trifoiului Aria = 5 / cos? 3p dyp = Z
0

Solutie 3.14. Este integrala curbilinie in spatiu. Aplicam formula (3.1
/(x—y)dx+(z+x)dy+2ydz
c

:/1[(215—1—2152—1)-2+(t2—t+2t—1)-4t+2(2t2+1)(2t—1)]dt

1
:/ (1263 — 4> + 4t — 6) dt = _;
0
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Solutie 3.15. Ecuatiile dreptei AB sunt
xr—1 y+1 =2z-3

AB: = = =t
2—-1 1+1 0-3
Parametrizarea segmentului AB este
r=t+1
[AB]: y=2t—-1 | tel01].
z=-3t+3

Valoarea integralei este

]E:A%ﬁ+b+%%—1?—3@+1X—&+3ﬂ&:ri?.

Solutie 3.16. Curba I' este intersectia cilindrului 2? + y*> = 1 cu planul

z = 1. Folosim coordonatele cilindrice (p,¢,z) introduse prin relatiile
T = pcosp 7
y = psing
z=2z.

Din ecuatia 2% + y?> = 1 se obtine p = 1.

Drumul AB se parametrizeaza prin

T = Cos .
AB: y=sinp @€ [0,5].
z=1

Cu aceastd parametrizare, integrala datd se X Y

calculeazi astfel Figura 3.8: Drumul I

/ (yz +2z)dx + xzdy + (zy + 22) dz
AB

3
:/ [—(sinp + 2 cos ) sin g + cos® p + 0] dyp
0

3 in?2
:/ (cos2¢ —sin2p) dyp = s1112 Ld
0

s
2

(VB

2

cos 2 '

0 0
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Solutie 3.17. Ecuatia 2 + 3%+ 2% = 4ax se rescrie (x —2a)* +y*+ 2% = 4a®
si reprezinta o sferd cu centrul in (2a, 0,0) si razd 2a. Ecuatia 2® + y* = 2ax
se poate aduce la forma (z — a)? + y* = a?, ecuatie care descrie un cilindru.
Curba aflata la intersectia dintre sfera si cilindru se numeste curba lui Vivianz,

vezi Figura 3.9. Pentru a parametriza curba folosim coordonate cilindrice

Figura 3.9: Curba lui Viviani

(p, 0, 2). Avem
T—a= pcosy,
y= psing,
z= Z.

Un punct de coordonate (x,y, z) trebuie sa verifice ecuatiile cilindrului si
sferei. Din (x —a)? +y® = a2, obtinem p = a. Inlocuind x,y in ecuatia sferei

rezulta z = 2a }cos %} Ecuatiile parametrice ale curbei sunt

T =a-+ acosy,
C: ¢ y=asinp, @ € [0,2n].

z=2a

]
coS —
2
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Integrala de calculat devine
]:/(y2+22)dx+(x+y)dz
c

2
= / [a® sin® p + a*(2 + 2 cos p)](—asin ) dp
0

&

-~

=0

—/ (a+acosg0+asing0)-asin§d<p
0

2m
+/ (a+ acosp + asin @) -asin%dgp,

de unde cu ajutorul formulelor

sin(a + b) — sin(a — b) cos(a — b) — cos(a + b)

cosasinb = sinasinb = ,
2 2
obtinem
™ a2 (2 3 N 2 2 . 3o\|"
I:2a2cos£ —l—a— —cos—(’p—Qcosf _ ¢ QSinf——sm—(’O
2 1o 2 \3 2 2/ 2 2 2 /1
o 2 2 3 27 2 2 3 27
—2a2cosf _ ¢ —cos—gp—Zcosf +&— QSinf——sm—(’O
7 2 \3 2 2/, 2 2 2 /|,
avand rezultatul I = —8a?/3.

Solutie 3.18. Varful conului are coordonatele V(2,0,0). Intersectia conului
cu planul YOZ este cercul de ecuatie v = 0 si 9> + 22 = 4. Notdm cu A
intersectia acestui cerc cu axa OY i cu B, intersectia cu axa OZ. Aceste
puncte au coordonatele A(0,2,0) si B(0,0,2).

Avem
]:/ UdF:/ ﬁdf—i—/ UdF+/ vd
VABV VA AB BV

Ecuatiile parametrice ale segmentului V A sunt

=l

T =22t
VA: { y=2t, t€10,1].
z=0.
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V Y
X

Figura 3.10: Intersectia conului y? + 22 = (x — 2)? cu planele de coordonate

Astfel
! 4
/ v*dz + wydy —yzdz = / [4(1 —)*(=2) + 8t(1 — t)] dt = —-.
VA 0 3

Arcul AB se parametrizeaza prin

x =0, -
AB: y=2cosp, pE [0,5].
z = 2sinp.

Avem

jus

P 8
/ x2dx+xydy—yzdz:—8/ cos? psinpdp = ——.
AB 0 3

Segmentul BV se parametrizeaza prin

r = 2t,
BV y =0, t €[0,1].
z =2 -2t

Se obtine
1
8
/ 2?dx 4+ zydy — yzdz :/ 8t2dt = —.
BV 0 3

4
Rezulta ca circulatia vectorului dat pe curba considerata este —3

Solutie 3.19. Intersectam conul cu paraboloidul, rezolvand sistemul

oy

z2=06— (2% + y?).
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Obtinem z? + y?> = 4, 2 = 2, vezi Figura 3.11. Parametrizarea acestui cerc

X

Figura 3.11: Intersectia conului z = y/22 + 4% cu z = 6 — (2? + y?)

este
T =2c0sp
C: y=2sinyp ¢ € [0,27].
z =2

Lucrul mecanic se calculeaza prin integrala curbilinie
L= / Fdr.
c
Agadar

21
L:/ydx+z2dy+xdz:/ (—4sin® p + 8 cos ) dp = —47.
c 0

Solutie 3.20. Traiectoria particulei are forma unui nod toric, vezi Figura
3.12. Avem de calculat

— 2
L:/ F-dF:/ydx—xdy+—(x+y)dz
c c 9
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Y

Figura 3.12: Nod toric

2
L= / [(5sin 2t + cos 9t)(—10sin 2¢ — 9sin 9¢)
0
— (5 cos 2t + cos 9t)(10 cos 2t — 9sin 9t)

+ 2(5 cos 2t + 5sin 2¢ + 2 cos 9t) cos 9t dt

21
= / [—50 + 4 cos” 9t — 45 sin 9¢(sin 2t — cos 2t)] dt
0

Se obtine L = —96m.
Solutie 3.21. Arcul parabolei y? = x situat in primul cadran are reprezentarea

parametrica

x =t
) Y
C.{y ; t € (0,00).

Valoarea integralei curbilinii este

]_/ dz
Jo )y +22+1) O X

o 2t dt
- /0 (t+ )22+t +1) Figura 3.13: Parabola y? = x

_/°° 2 dt
o D2+t
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Descompunand in fractii simple expresia de sub integrala

2 A

Bt+C

GrDee+itl) 1+l

22+t +1’

se obtin A =1, B= —2gi C'=1. Cu acestia, rezulta

. “ 2dt
I = lim
u=oo fo (t+1)(2t2 +t+ 1)

( vodt /u 2t — 1
0 0

lim — —
t+1

UuU— 00

lim
uU—r 00

lim
uU— 00

| u+1 n 3
n—

2 +u+1 V7
1 3

VRN, V. AV 4

Solutie 3.22. Curba are ecuatia explicita

arctg

.2
y_xa

202+t +1
1 3 [ dt

| 1) — = In(2u? 1 — T e —

(n(u—i—) 2n(u+u+)+4/0 (t+i)2+l)

— arctg

)

16

1
4

)

V7
4

x € [0, 00).

Putem aplica formula (3.3). Valoarea inte-

gralei este

Inydy

= —
_/Oolnt2-2tdt
o t2e2 1)
4/00 lntdt‘
0 2241

Facem o schimbare de variabila

h’lﬁ _

o0
u= 4
I :‘@4/ du _
0 u?+1 2

V2 V2

[\

/"olnudu
o ur+1

4ln\/§/°° du
\\/5 0 u2+11'

=1

g

=I5
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Facand schimbarea de variabila t = 1/u, integrala I; devine

; /0 In}  dt /Ooln%dt ;
1= IV 5 = 11,
o (1) +1 - Jo 141

ceea ce arata ca I, = 0. Integrala I, are valoarea

_4ln\/§ 00_4111\/5
V2 V2

Valoarea integralei curbilinii este —7 In2/+/2.

mln?2

I |
’ V2

t v
arc u = =
& 2

0

Solutie 3.23. Aratam ca w = (e cosy +yz)dzr + (vz — e*siny) dy + xy dz

este forma diferentiala exacta. Fie
P(z,y,z) =€“cosy +yz, Q(x,y,2) =xz—¢€"siny, R(z,y,z2)=uzy.

Verificam conditiile (3.5).

a—P——eg”sin +z—@
By Y27
0Q OR
— = = —
0z oy
or_ _or
or V7T 9z

ceea ce arata ca w este forma diferentiala exacta si integrala data nu depinde
de drum. Calculam primitiva formei diferentiale exacte w, aplicand (3.4),
unde (xg, Yo, z0) = (0,0, 1).

gf)(a:,y,z):/OgEP(t,O,1)dt+/0yQ(x,t,1)dt+/lzR(x,y,t)dt

T y z
:/ etdt+/ (x—eg”sint)dt%—/ xy dt
0 0 1

=e¢" —1+ay+e(cosy—1)+ay(z—1) =ayz+e"cosy — 1.

Din Teorema 3.3 obtinem valoarea integralei

/((mg)w:qs(m,f) —¢(0,0,1):%2—e—1.

0,0,1) 2
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Solutie 3.24. Pentru a arata independenta de drum a integralei considerate,
aratam ca w = yz(2r +y +2) de + zx(x 4+ 2y + 2) dy + 2y (z + y + 22) dz este
diferentiala exacta. Verificam conditiile (3.5).

oP 8@

=2 2
8y = o Tz + yz—irz
3863 (?95 = 2% + 22y + 222,
3_R op 2y +y° + 2yz.
or 0z vty 4

Calculam o primitiva cu formula (3.4), unde (o, yo, 20) = (0,0, 0)
x y z
o(r,y,2) = / P(t,0,0)dt + / Q(z,t,0)dt + / R(x,y,t)dt
0 0 0
=0+0+ay(zz +yz+ 2°) = zyz(x +y + 2).

Valoarea integralei este ¢(1,2,5) — ¢(0,0,0) = 80.

Solutie 3.25. Fie P = 2zlnz, Q = 2e¥ §i R = % (az?z+be?). Din Teorema
3.4, rezulta ca w = Pdr + Qdy + Rdz trebule sa ﬁe diferentiala exacta.

Impunem conditiile (3.5). Avem %—1; = b %Cj = -5, de unde b = —
Avem 22 = 2z g 9B _ 2022 (o ypde q = 1. Functia ¢ se calculeazd prin
0z z 3 Oz 22 ¥ p

gf)(x,y,z):/:P(t,O,l)dt—i-/OyQ(m,t,l)dt—i-/lzR(a:,y,t)dt

2 e’ 2 e’
=eY—14+2"Inz+——-—€eY=2"lnz+ — — 1.
z z

Valoarea integralei date este [ = ¢(—1,1,¢e) — ¢(1,0,1) = 1.
Solutie 3.26. Vom arata ca integrala data este independenta de drum. Avem

< si Q= , de unde 8—P = 7_%@ 862 = N
R + y?’ oy @)’ o @+
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Primitiva formei diferentiale w = P dz + @ dy este

z y Totdt Yootdt
= P(t,4)dt t)dt = - -
sta = [ Peas [TQuoa- [T [T
1 2 16 1 2 2 2 2
_ L x“ + N lnx +y _ln\/x +y'

n — =
2 16 2 x22+16 4
Rezulta ca do 4 vd 5
rdxr +ydy
—7 2 =%(3,0) — ¢(0,4) = 1In —.
| = 03,0 = 6(0.4) = 1n

Solutie 3.27. Forma diferentiald w = %% do+(z2e¢¥*+y) dy+(zvye?*+322) dz
este exacta, pentru ca notand

P(z,y,z) =", Q(z,y,2) = xze”” 4y, R(z,y, z) = xye”” + 322,

avem egalitatile

oP . 0Q 80
= Ze = —

or 2 on on_ . _or
oy ox’ 0z

= eyz =

oy’ or Y 0z

= zre¥* + xyze¥* =

Rezulta ca integrala nu depinde de drum, ci numai de capetele sale A(0,0,0)
si B(0,0,10007). O primitiva a sa este

z Y z 1
¢(x,y,2)=/ dt+/ tdt+/ (zye¥t + 3t%) dt = §y2+xeyz+z3,
0 0 0

Rezulta ci / w = ¢(0,0,10007) — $(0,0,0) = 1000 000 7 = 10°7.

y
Solutie 3.28. Calculam derivatele lui = si y in functie de parametrul ¢

2t
/
) =—"—
2
"(t) = —— — 1.
vt =15

Cu formula ds = \/[2/(t)]2 + [v/(t)]? dt se obtine elementul de arc

4t? 2 ? 4t? (1 —12)2
ds = —1) dt= dt = dt.
° \/(1+t2)2 * (1+t2 ) \/(1+1&2)2 T aTee
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Atunci, conform (3.8)
! 1
Aye ds = /o (2arctgt —t) - mdt

1 1
tot t
:2/ Arcte dt—/ at
o 1+ o 1+122

1

1 2
1
:W———ln2.

1 2
—§ln(1+t) 53

= (arctgt)’

0 0

Solutie 3.29. Lungimea drumului C se calculeaza cu formula ¢ = fo ds.

Calculam mai intai derivatele lui x si y in raport cu parametrul ¢.
2'(t) = ae™ (asinbt — beosbt) + ™ (abcos bt + b” sin bt)
= (a2 + 62) e™ sin bt,
y'(t) = ae™ (acosbt + bsinbt) + e* (—absin bt + b* cos bt)
= (a2 + 62) e cos bt.

Acum calculam elementul de arc ds cu formula (3.6)

ds = \/((12 +b2)% et 5in? bt + (a2 + b2)* 20! cos? bt dt = (a® + b%) ™ dt.
Lungimea drumului va fi

1 2 p2
+b
5:/ (@ +0?) e dt = = (e — 1)
0 a
Solutie 3.30. Masa curbei C' cu densitatea p se calculeaza cu M = fopds.
Pentru problema noastra densitatea
este o functie constanta p = py. Cal-

culam derivatele lui = si y si obtinem

Y
1 . 1 . "
o= g eont = g etsint () te
50 5 &

t 1 t
"= —e108int + — €10 cost
Y750 5
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si cu acestea elementul de arc este egal cu

ds = /(@) + (y)2dt =

101
0 elo dt.

Masa va fi

SRVATITI V101 .
M = pg eﬁdt:po s -
—A4 50

5 —e 5 ) &~ 6.490,.
5 € ) Lo

Solutie 3.31. Elementul de arc se va exprima cu ajutorul formulei

ds = +/1+ [y (x)]?dx.

Lungimea drumului parabolic va fi

¢ /d /3\/42+1d R
~ 0 0 \/4-772“‘1

3 3
/ R P / L4
= r - ——=dx ——dx.
0 \/4$2+1 0 \/4ZL’2+1
Calculand prin parti prima din cele doua integrale, obtinem
' 3 1
) do + / — A
/ 1
0 2 .T2 + 1
3 3 1 / T\|’
= x\/4x2+1‘ —/ Vidaz? 4+ 1dx + 5111 <x+ x2+1>|
0 0
0

1 In 2
zgﬁ—uiln <3+@) + =2

3
E:/ x-<\/4x2+1
0

2 2’
de unde rezulta valoarea lungimii

1 In?2
Ez%\/ﬁ%—iln(?)—i-@)—i-nj%gﬁl?
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Solutie 3.32. Avem nevoie de ecuatiile parametrice pentru drum. Folosim

coordonatele polare (p, ), date prin

transformarea %
T = pcosy,
y = psiny,

unde p = a(1 + cosp). Va rezulta

@ € [0, 2m7].

. { z = p(p) cos g,
"}/. . .
y = p(p)sin p,

Derivatele lui x si y in raport cu pa-

rametrul ¢ vor fi Figura 3.14: Cardioida

a' = p/(p) cosp — p(p) sinp,
pl

/_

Y (@) sin + p(p) cos .

Folosind formula ds = y/(2')? 4 (y')2dy, deducem ca formula generala a
elementul de arc in coordonate polare va fi descrisa prin

ds = [/ (0)2 + p2(p) dep.

In cazul nostru p(¢) = a(1 4 cos ) si p/(¢) = —asinp. Asadar

ds :a\/l+2008<p+0032<p+sin2<pdg0:a\/2+200s<pdg0.

Lungimea cardioidei, datorita simetriei, va fi dublul lungimii curbei aflata in

semiplanul superior.

622/ a\/2(1—|—cos<p)dg0:4a/ cosgdg0:8a.
0

0

Solutie 3.33. Avem z(t) = t*cost, y(t) = t*sint si z(¢t) = 2t. Calculam

elementul de arc

ds = \/(2tcost — t2sint)2 4 (2tsint + t2 cost)? + 4 dt = (2 + 2) dt.
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Va rezulta ca

m 4
/(x+z)d3:/ (t2008t+2t)(t2+2)dt:%—47r3+27r2+207r.
C 0

Solutie 3.34. Inlocuind pe z = —y in ecuatia sferei, obtinem z? + 2y? = 9.

Parametrizand aceasta elipsa prin x = 3cost si y = % sint, cu t € [0, 2m),

Figura 3.15: Intersectia planului y + z = 0 cu sfera 2% +y> + 22 = 9

obtinem parametrizarea cercului C'

4
r = 3cost

3 .
C: y:ﬁsmt t € [0,27).

z=——=sint

\ V2

Elementul de arc este

3 2 3 2
ds = —3sint)2+ | —=cost| + | ——=cost| dt=3dt.
\/( ) (\/5 ) ( V2 )

Avem

2m
9
/(:1:2—2y+z)d3:/ (9c052t——sint)3dt:277r.
c 0 V2
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Solutie 3.35. Masa M se calculeaza prin M = fc p(x,y)ds, iar coordo-

natele centrului de greutate cu formulele

1 1
:M/Cl"P(»Tay)dS si yazﬂ/cy-p(w,y)ds

Parametrizand arcul de elipsa prin

obtinem

2 sint cost tcost 1
M = / n —smt—l—zcos%dt

= — i sin 2tV 7 — cos 2t dt
24\f /

-3v3

cosg U / mdu _ 5

48\/_

Abscisa centrului de greutate este

1/31 2t1't\/1'2t+1 2¢dt
i = — — COS - =SIe - — S1n — COS
“ MJ, 3 2 3 4
u=cost 9+ 8V3 [!
cost AL \/_/ u V4 — u?du
37 )
u=2sint 9+8\/§/%
B 37 Jo

16sin?t cos® t dt = 4sin? 2t dt

9+8\/§/%

37

:M/E)Q(l—cosélt)dt
37,

(9 +8v3) V3
37 '



INTEGRALE CURBILINII

7

Ordonata centrului de greutate se calculeaza la fel

1/31 tl,Qt\/l.gtJrl 24 gt
= — —=cost-—sm“t-4/-sn — COS
u=sin 3(8 3v3 ! /
i ¢ M/ u2 3_|_u2 du
74 0
it 27(8+3v3) /% L gy
N 74 o cos®t
u=sint 27(8 + 3\/5) /% U2 d
= U.
74 o (I—u?)?

Desfacand in fractii simple expresia de sub integrala

u? A B C D E

F

cu coeficientii A=B=D=F = —1—16 siC=F= %, obtinem

_27(8+3v3) 20-9Imn3 _ 3(8+3V3)(20 - 9In3)

Yo 74 144 1184

O—wP T—u U—w? 0=w Ttxa U+ Uxa®
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Integrale duble

4.1 Notiuni teoretice
Integrale duble pe domenii simple

Pentru calculul integralei duble se disting doua tipuri de domenii de integrare.
a) Sa presupunem ca domeniul este simplu in raport cu axa OY. Un astfel
de domeniu se definegte dupa cum urmeaza: fie g1, g2 : [a,b] — R functii

continue, cu proprietatea ca g;(z) < go(z) pentru orice x € [a, b]. Multimea
D={(z,y)la<z<b gi(z) <y < ga(2)}
se numeste domeniu simplu fata de axa OY .

Y y = ga(x) Y

- y=gi(2)]
O a b X O X
Figura 4.1: Domeniu simplu in Figura 4.2: Domeniu simplu in
raport cu axa QY raport cu axa OX

78
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Teorema 4.1. Daca f: D — R este continua pe D, atunci

//D f(z,y)dedy = /ab dx /::j) f(z,y) dy. (4.1)

b) Sa presupunem ca domeniul este simplu in raport cu axa OX. Un astfel de

domeniu se defineste astfel: fie hy, hs : [c,d] — R functii continue. Multimea
D={(z.y)lc<y<d hy) <z<h(y)},
se numeste domeniu simplu fata de axa OX.

Teorema 4.2. Daca f: D — R este continua pe D, atunci

//D flz,y)dedy = /Cd dy /::)y) f(z,y)dx. (4.2)

Aplicatii

1. Aria unui domeniu plan D se calculeaza cu formula

Aria = // dx dy.
D

2. Masa unei suprafete plane D cu densitatea punctuala p se calculeaza prin

M= //D oz, y) dz dy.

3. Coordonatele centrului de greutate al unei suprafete plane D cu densitatea

punctuala p se calculeaza cu ajutorul formulelor

1
xgzﬂ//]jx-p(ﬂc,y)dacdy,
_i// (z,y) dzd
?/G—M Dy p\Z,y)drdy,

unde M este masa suprafetei.
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Schimbarea de variabile in integrala dubla

Uneori, pentru calculul integralei duble este necesara o schimbare de varia-

bile. Aceasta se realizeaza printr-o transformare regulata T': A — D

| = p(u,v)
T : { Y = (. v) , (u,v) € A,

unde A, D C R? au frontiera neteda pe portiuni si functiile ¢ si 1 sunt de

clasa C! cu jacobianul

0= By

Formula schimbarii de variabile in integrala dubla este

//Df(x,y)da:dyz//Af(@(uw),qp(u?v)) D(p, )

D(u,v)
In cazul 1n care frontiera domeniului este cerc sau arc de cerc, este utila

#0, Y(u,v) € A.

du dw.

folosirea coordonatelor polare p, . Se face

schimbarea de variabile Y
r=pcosp, p=0 Y-
T . !
y = psing, ¢ €[0,2m). o/
Jacobianul transformarii este
D(xz,y) _ x;) x;a ¥
D(p,¢) | Y Yo 0 x X
| cosp —psing | . .
= | sing peosy ' = p. Figura 4.3: Coordonate polare

Formula lui Green

Fie M C R? un domeniu compact, simplu in raport cu ambele axe de coordo-

nate. Daca functiile P, Q) : M — R sunt continue gi admit derivate partiale

opP 9Q
Oy’ Ox

_ 0 opr
/H(M) P(z,y)dz + Q(z,y) dy = //M {a—m(a:,y) — a—y(x,y) dz dy,

continue, atunci

unde curba fr(M) este parcursa in sens trigonometric.
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4.2 Exercitii

4.1. Sa se transforme integrala dubla / / f(z,y) dz dy intr-o integrala ite-

D
rata, intr-o ordine arbitrara, pentru urmatoarele domenii:

2 < > 21
) D {(x,y)\y _x,y_Q}
b) D este A ABC, cu varfurile de coordonate: A(0,—-2), B(2,0), C(0,1).
)
)

a

(
¢) D este A ABC, cu varfurile de coordonate: A(0,—-2), B(3,1), C(0,2).
(

d) D este A ABC, cu varfurile de coordonate: A(—1,0), B(2,—-1), C(0,1).
22
e) D = {(x,y)\—+y2§1, 2yt >1, xgo}.

) D ={(z,y)]y* <2z, 4 <z +y<12}.

) D ={(z,y)|2*+y* <2, y<a® y>—a’}.
Sa se calculeze integralele urmatoare pe domeniile indicate.

4.2. //D(x—l—y)dxdy, unde D = {(z,y)| 2? + y* < 2a?, 2% < ay, a > 0}.
4.3. //De% drdy, D fiind limitat de z = y?, 2 =0, y = 1.

4.4. //D(l—y)dxdy, unde D = {(z,y)|2? + y* < 2y, y < 22, z > 0}.

4.5. //Dxdxdy,undeD:{(w,y)\ysz, 2 —y+3>0, x —2y+6>0}.

4.6. // ry*drdy, unde D = {(z,y)|2® + 1> <2y, y < 22} .
D

dxd
4.7. / / ﬁ_ f, unde D este domeniul plan marginit de parabola y = 2 si
DI
dreptele y = 2 |x| — 1.

2
4.8./ I—2da:dy, D={(z,y)|2* <y, y>2z, 42>y}
DY
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dzd
4.9. // a y’ D:{(:U,y)\()gyg 4—x2,y§4+2x,y§6—3x}.
Dx+3

4.10. Sa se treaca de la coordonate carteziene la coordonate polare, in inte-

grala dubla / f(z,y) dz dy, pentru urméatoarele domenii:
D

a) D={(wy)|e* + > <a’ y+av32 0,420}
b) D={(z,y)|s"+y*<a’, -z <y<z, >0}
O D={ @yl <+ <P 0<z<y<av3}
d) D= {(x,y)\a2§$2+y2§b2,yZm,yZO}.

4.11. Sa se calculeze
//e\/ﬂ“ﬂdxdy, undeD:{(x,y)€R2]1§x2+y2§4,0§x§y}.
D

4.12. Sa se calculeze

1 2 2
//wdxdy, unde D : 1§x2—|—y2§62, 20 <y <z <0.
D T

4.13. Sa se calculeze / Va2 +y2drdy, unde D : 2% + y? < 2ay, a > 0.
D
4.14. Sa se calculeze // (x +y)dedy, unde D : 2? +y* < 2ay, a > 0.
D
4.15. Calcula*gi/ Va2 +y2dedy, cu D: 2y<a2*+y*<1,2>0,y>0.
D

4.16. Sa se calculeze / / v/ 2?2 + y?dx dy, unde D este domeniul plan descris
D
prin D = {(z,y)[(z = 1)’ +¢* <1, 2> +(y—1)*>1,2>0,y >0}

4.17. Sa se calculeze // 22(22* + y?)dz dy, unde D este domeniul plan
xDz %

care verifica inegalitatile — + o) <1,z >0.
a
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4.18. Sa se demonstreze ca aria unei elipse de semiaxe a si b este mab.
4.19. Sa se calculeze
// dx dy
p 22+ y?
unde D = {(z,y) € [0, R] x [0, R] |2* + y* > R*}, cu R > 0.

4.20. Calculati

>
// dz dy | D. x4y 1
D1 —a?—y? 22 +y? —x <0,

4.21. Calculati // 2$ dzdy,unde D: 2> +4*>1,0<y <z <1
pr*+y?

4.22. Calculati //

B(4,0), C(2,2) s1D11

dx dy, unde D este trapezul cu varfurile A(2,0),

1 1
4.23. Calcula*gi/ —dedy,unde D: —<z+y<a gggb, a,b>1.
a

1
D 1Y b

8

4.24. Sa se calculeze / erv dr dy, unde D este interiorul triunghiului cu

D

varfurile de coordonate (0,0), (1,0), (0, 1).

4.25. Sa se calculeze // (2 +y)e” ¥ dady, unde D : |z] + |y| < 1.
D

4.26. Sa se calculeze

e”ty 2 <z+y <3,
5 drdy, unde D :
p(r+y—1) —2 <224y <O0.

4.27. Sa se calculeze / / y*>dx dy, unde D este domeniul din primul cadran

D
marginit de curbele xy =1, 2y = 3, y = x si y = 2.
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Folosind formula lui Green, sa se calculeze:

4.28. / V1 —22dx + xdy, unde C este frontiera domeniului
c

2
D:{(x,y)|x2+yzgl,x20},
parcursa in sens trigonometric.

4.29. / (2% + y*) dz + (z + y)? dy, unde C este triunghiul cu varfurile A(1, 1),

c
B(2,2) si C(1,3), parcurs in sens trigonometric.

4.30. /(y2 —y+ 3zy + 2°) dz + (2* + 2 + 3wy — 3°) dy, unde C este fron-
c
tiera domeniului plan

22 g2
D:{(x,y)|¥+ﬁ§1},a>0,b>0,

parcursa in sens trigonometric.

4.31. / (zy + y?) dz + 2? dy, unde C este frontiera domeniului marginit de
c

curbele y = 22 si y = z, parcursa in sens trigonometric.

4.32. / (x —y?) dz + 22y dy, unde C este frontiera domeniului
c

D={(z,9)]92°+y* <1, y*>8z},

parcursa in sens trigonometric.
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4.3 Solutii

Solutie 4.1. a). Dreapta si parabola se intersecteaza in originea axelor de
coordonate si in punctul A(4,2), vezi Figura 4.4. Domeniul este simplu in

Y
) S

Figura 4.4: Domeniul definit de y?> < x si 2y >z

raport cu ambele axe de coordonate. Daca aplicam formula (4.1), atunci

//Df(x,y)dxdyz/O4 d:r/gﬁf(x,y)dy‘

Daca aplicam (4.2), atunci putem scrie

[[ renacar=[ay [7 it

b). Ecuatiile dreptelor care marginesc domeniul sunt:

avem

AB: z—y=2, BC: z+2y=2, AC: =0 (vezi Figura 4.5)

Conform relatiei (4.1), avem

/ /D f(z,y) da dy = / de / f(z,9) dy.

Daca aplicam relatia (4.2), avem

//Df(:l:,y)da:dy:/_O2 dy/02+yf(x,y)+/02 dy/OQny(x,y)dx.
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C e
\§B \B
0 2 X 0 2 X
-2§ -2

Figura 4.5: Triunghiul ABC' - domeniu simplu in raport cu ambele axe

¢). Ecuatiile dreptelor care marginesc domeniul sunt:

AB: z—y=2, BC: 2+3y=6, AC: x=0 (vezi Figura 4.6)

Avem

-2 A

Figura 4.6: Triunghiul ABC' - domeniu simplu in raport cu axa OY

6—

//Df(x,y)da:dyz /03 dx/xj f(z,y) dy,
sau
//Df(x,y)dxdy = /12 dy/02+yf($,y)dx+/l2 dy/06_3yf(x7y)dx‘

d). Ecuatiile dreptelor care marginesc domeniul sunt:

AB: x43y+1=0, AC: —z+y=1, BC: x+y=1 (vezi Figura 4.7)
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C

N

X

B(2,-1)

Figura 4.7: Triunghiul ABC' - domeniu simplu in raport cu axa OY

Avem

//fxydxdy—/ da;/ fxydy+/dx/ Fz,y)d

//fa:yda:dy—/ dy/3y1

e). Domeniul este simplu in raport cu

//Dﬂa:,y)da:dy:/_ll

1 1—y
z,y) dw+/ dy f(z,y)dx
0 y—1

axa Ox. Aplicind relatia (4.2), avem

a [ f(o,y) dz.

Domeniul nu este simplu in raport cu axa Oy. Pentru a integra in ordinea

Y

y, x, consideram D = D; U Dy, unde D; si Dy sunt simple in raport cu axele
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de coordonate. Avem

//Df(:t,y)da:dyZ/Dl f(x,y)dxdy+/D2f(a:,y)da:dy,

unde

/D1 f(%y)dxdy:/_; dx/o o f(x,y)dy+/_()1 da:/l_:f f(z,y)dy

/D2f(x,y)dxdy=/_1dx/o f(x,y)dy—|—/0 dx/_g“‘”’y)dy'

2 -2 1 122
f). Avem
Y
y‘z = 2T
‘ r+y=12
O é 181 X
r+y=4 ‘

//Df(%y)dﬂcdyz/: dﬂﬁ/zlff(:c,y)dw/slg dx/_;cf(x,y)dy,

g). Vezi Figura 4.8. Putem scrie

//Df(x,y)dxdyZ/_\/; dx/_Zf(%y)dy

1 z2
+ / dz f(z,y)dy
1 22

NG Voia?
+/ dx/ f(z,y)dy.
1 o
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Y Y

|
)
o
QF---=
>

Figura 4.8: Problema 4.1 g) Figura 4.9: Problema 4.2

Solutie 4.2. Domeniul este reprezentat grafic in Figura 4.9.

//(x+y)dxdy
D
a V2a2—z2 a
:/ dx/2 (x+y)dy:/ dz <a:y

2 a 4
:/ x(V2&2—IB2—x—) dx+%/ (2&2—x2—x—> dngag.
—a a

—a

V2a?2—x2

-~

=0

Solutie 4.3. Domeniul D este reprezentat in Figura 4.10.

// ededy:/ dy/ ede:/ dy {yeg }
D 0 0 0 0
1 1 1
=/ y(ey—l)dy:/ yeydy—/ ydy
0 0 0
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Y Y
3 Lo
@) 1 X
@) X
Figura 4.10: Problema 4.3 Figura 4.11: Problema 4.4

Solutie 4.4. Domeniul D din problema este fasia hagurata din Figura 4.11.
Inegalitatea x® + y? < 2y reprezinta interiorul cercului z2 + (y — 1)? = 1.

Integrala dubla se calculeaza astfel:

//D(l—y)dwdyz/l(l—y)dy/ o dz
:/0 o) [VI= (=12~ V] dy =
- [a-pvi=w= - [a-pviaw=n-n

Pentru calculul lui I, notam 1 — y = u si avem

! 1t 1
]1:/ ux/l—quu:—E/ \/1—u2(—2udu):—§(1—u2)%
0 0

JQZ/OW—y@dy:%

_ 4 L

71
Rezulta I = 3 1= 1



INTEGRALE DUBLE 91

Solutie 4.5. Intersectam dreptele

AB:2x —y+3=0

BC:x—-2y+6=0

cu parabola y = 22 si obtinem punctele

A(=1,1) s C(2,4).

0 2z+3 2 246
//xdxdy:/ a:dx/ dy+/ xdx/ dy
D -1 z? 0 z?
0 2

:/ x(2x—|—3—x2)dx+/ x<£+3—x2) dr = 23
. . g 12

Solutie 4.6. Dreapta intersecteazi cercul z? + (y — 1)> = 1 in punctul
A(4,8). Avem

575

8 2 Y

B 2y—y
// xy2dxdy:/ dey/ rdx
D 0 Yy

1t 2y—y? 81 ° A
2 2
= — d
2], o

8
1 (5 y?
=§/ y2(2y—y2—z) dy
0 X

210

»

Nl

Solutie 4.7. Dreptele AC: y = =2z — 1 i BC': y = 2x — 1 sunt tangente
parabolei y = 2 respectiv in punctele A(—1,1), B(1,1). Avem
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§c

dz dy 0
1 dy+
p T+ r+1 ) 90 37+1 22—1

e dz
= 20 + 1 2_9 1
/1x+1(x+x+)+/0 x+1(x r+1)

0 1 4
:/ (x+1)dx+/ ( )dx:—2+41n2.
1 0 r+1

Solutie 4.8. Intersectam parabola y = 2 cu cele dous drepte date. Din

>

sistemul
y=a?, Y
y =2, ‘A
rezulta O(0,0) si A(2,4). Din |
2 |
y = a2, |
{ y=z+2, 7 |
rezulta B(—1,1) si A(2,4). Domeniul D 95 1 0 5 X

este reprezentat alaturi, unde AB: x +

2=y si OA: y = 2x. Integrala dubla va
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72 0 a+2 2 242 q
/ —2dxdy:/ xQda:/ —2dy+/x2da:/ — dy
DY -1 2 Y 0 2 Y
0
—1
:/ r?de | —
-1 Y
0
—1 1
— 2 =
_/196 (x+2+ 2

Solutie 4.9. Intersectam parabola y = 4 — 22 cu cele doua drepte date. Din

Yy = 4 - ‘7’27
y =442z,
rezulta B(0,4) si A(—2,0). Din

Yy = 4 - ‘7’27

y =6 — 3z,
rezulta C(1,3) si D(2,0). Domeniul D
este reprezentat alaturi, unde AB: y =

4+2x i CD:y =6—3x. Avem de
calculat

dz dy /0 dz /4—1—293 /1 dz /4—:732 /2 dz /6—3:13
- dy+ [ == dy + d
//;.T+3 _2.77“—3 0 4 0 z+3 0 4 1 z+3 0 4

=1 + 1y + Is.

sistemul
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Calculam separat cele trei integrale.

0 442z 0
d 442
[1:/ ‘ Y :/ i xdx:4—21n3.
_9 z+3

B o T+ 3
1 d 14—z 14_ 2 1
12:/ Ty :/ xdx:—/ (x—3+ L )dx
0 I+3 0 0 x+3 0 I“}‘?)
5 4

=——5ln-.
6—3x 2 2
2_
:3/ xdx:—i%/ (1— o )dx
0 1 I+3 1 I“}‘?)

2 3
5
=—-3+15In-.
+ n3

2 dz
In —
’ /1 x+3y

Solutie 4.10. a) Domeniul este reprezentat alaturi. Dupa schimbarea de

variabile, noul domeniu va fi
Y

2
Az{(p,w)mﬁpéa,oﬁs@é%}. \

Integrala dubla devine \Q X

/ /D f(z, y) dzdy

3 a
Z//Af(pcosso,psiw)pdpdwz/ dcﬂ/ f(pcosp, psinp)pdp.
0 0

b) Noul domeniu este A = { ()| 0<p<a, ——<p< % } Integrala

Y
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dubla devine

//Df(a:,y)dxdyz/_z d@/oaf(pcosggpsjngp)pdp.

s
4

¢) Domeniul este reprezentat in Figura 4.12. Noul domeniu este

Integrala devine

//Df(:c,y)dxdyz/f d@/abf(pcosgo,psin¢)dp,

d) Domeniul este reprezentat in Figura 4.13. Noul domeniu este

Y
Y
- ;
)
Figura 4.12: Domeniul de la c) Figura 4.13: Domeniul de la d)

A={po)lpelat] ve|fr|}

Integrala

//Df(x,y)dxdyZ[;r dcp/abf(pcoscp,psingo)dp,
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Solutie 4.11. Domeniul D este reprezentat in Figura 4.14. Noul domeniu
este A={(p,p)[1<p<2,5<p<3}.

z 2

// 6V$2+92dxdy:// e’ pdpdp = / dy (/ pepdp)
D A z 1
- 2

=7 (pe”!?—/l e”dp) =

2

<26 —e—ep’1> =

N

///JX 6J X

Figura 4.14: Problema 4.11. Figura 4.15: Problema 4.12.

Solutie 4.12. Domeniul D este reprezentat in Figura 4.15. Noul domeniu
este A={(p,¢)|1<p<e bn/d<p<m+arctg2}.

yln(x? + y? sin ¢ In( p?
//%dxdy:// %Q()Pdpdw
D z A prcosT
m+tarctg2 _: e
= </ sm2<,0 dgp) . (/ 21npdp)
5 cos? ¢ 1

e 1 m+arctg 2
=2(plnpli—/ dp)-
1 COs

1 1
=2le—(e-1)]- <cos(7r +arctg2)  cos (%>) |

5m
1
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5w _
L

e[S

Intrucat cos

si

1
cos(m + arctg 2) = — cos(arctg 2) = - _

- Vtg2(arctg 2) + 1

1
\/ga
valoarea integralei va fi 2(—v/5 4+ v/2).

Solutie 4.13. Inegalitatea 2°+y* < 2ay se rescrie 22+ (y —a)? < a?, ceea ce

ne arata ca D este discul cu centrul in (0, a) si raza a. Trecem la coordonate

polare.
T . T = pCosy, P Z O Y
" y=psing, ¢el0,2m).
Inegalitatea 22 + y? < 2ay se transforma in
p* < 2apsin . Pentru ca p > 0, va rezulta ay P
0 < p < 2asing. Pentru ca sin ¢ > 0, rezulta ’
¢ € [0, 7]. Noul domeniu este 0 X
) 0<p<2asingp,
| 0<p <
™ 2a sin ¢
// \/x2+y2dxdy:// depdgo:/ dgp/ p*dp
D A 0 0
8 3 ™ 8 3 ™
-2 sin® pdp = ot (1 — cos? ) sin p dy
3 Jo 3 Jo
8a? N 1 5 \|" 324
= — [ —cos — Ccos = —
3 LR )

Solutie 4.14. La fel ca si in problema anterioara D este discul cu centrul in
(0,a) siraza a. Trecem la coordonate polare cu polul in (0, a). Schimbarea de
variabile este
T‘{ r = pcosp, p=>0 Y
"ly—a = psing, ¢e€l0,2m).
Atunci noul domeniu este

A { p € [0,a],

| ¢ €0,2n7].
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Integrala devine

// (az—l—y)dxdy://(pcosgp+psin<,0+a)pdpdgp
D A

21 a
— / dgp/ [pQ (cosp +siny) + ap} dp
0 0

2w CL3 CL2
:/ {—(coscp%—sincp)%—a-— dy = ma®.
R 2

Solutie 4.15. Facem schimbarea de variabile

r = pcosyp, p=0
T: .
y = psing, ¢ el0,2m).

Din inegalitatea z? + y? > 2y se obtine p > 2sin, iar din 2? + y? < 1,
deducem p < 1. Rezolvand sistemul

Y
> +y*—2y=0
?+y’—1=0

obtinem y = % six = @ ceea ce corespunde
s
5

Noul domeniu este

A 2sinp < p <1, O X
0§
Atunci, integrala dubla se calculeaza astfel
x 1
// \/a:2+y2da:dy:// p2dpdg0:/ dcp/ p*dp
D A 0 2sin ¢
g 1 1 (%
= de - =p°
/0 12 3P

6
= —/ (1 — 8sin® ) dp
3 Jo

8
.%_ g/6(1 — cos® ) sin p de.
0

unghiului ¢ =

2sinp

1
3
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|

Avem

[=2]

%+1 s
= COS
3 @

0

T 8
Vai+yrdedy=——=-| —
// x? +y?*dedy 13 3[ coS ¢

8 3 1 3v3 1

:1__ _£+1+_._f__
18 3 2 3 8 3
T 16

—1—8—54‘\/5.

Solutie 4.16. Frontiera domeniului este formata din arce de cerc, cu centrul
in punctele (1,0) si (0,1). Inegalitatea (xr — 1)* + y* < 1 este echivalenta
cu inegalitatea 22 + y? — 2o < 0. Trecand la coordonate polare ea devine
p < 2cosp. Inegalitatea z2 + (y — 1)? >
1 este echivalentd cu 2 + y*> — 2y > 0 Y
si dupa schimbarea de variabile ea devine

p > 2sin . Rezolvand sistemul
2+’ -2y =0

obtinem x = vy, ceea ce corespunde unghi- 0 X
ului ¢ = 7. Ecuatiile noului domeniu sunt

A 2sinp < p < 2cos ¢,
' 0<ep<7%

{x2+y2—21’20

Integrala dubla devine

// \/x2+y2dxdy:// ,02d,0dcp:/
D A 0

jus 2cos p jus
Pl 1 4
=/ dp - =p’ = —/ (cos® o — sin’ ) dy
0 3 0

2sinp
s s

8 (1
:—/4(1—sin2go)cosg0d<p—§/ (1 — cos? ¢) sin p dp.
0 0

k]

2cos p
de / p*dp
2

sin ¢
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Avem

s o
4 4

8 1 1 i
// Va2 +y?dedy = = | sing| — =sin®¢| + cosyp —gcos3g0 ]
D 0

3 . 3

8
3

. f_1.£_2>:é<5@_4).

Solutie 4.17. Trecem la coordonate polare generalizate

{ xr = apcosy,
T: .
y = bpsinp.

Jacobianul transformarii este

D(z,y) |, o, | |acosg —apsing | )
Dip,p) |V, y,| | bsing bpcosy = avp-
Noul domeniu va fi
A { pe [0717
pe-3.3].

Atunci

// 2x (23:2 + y2) drdy = // 2ap cos p(2a”p* cos® p + b%p? sin® p)abp dp dy
D A

us 1
2
= 2a2b/ cos ¢(2a* cos® p + b? sin? ) dgo/ ptdp
- 0

3
2a%b (2
= &T cos p[2a*(1 — sin? ) + b*sin® @] de
3
da®b (%
= &T [2a% cos ¢ + (b* — 2a*) sin?  cos ¢] dp
0
4a2b L H
= 200 |92 sing| + =(b* — 2a*) sin® p
D o 3 0
4a*b 1 4
:—22 _62_22 :_2642 b2.
5{a+3( a”) 15a(a+)
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Solutie 4.18. Ecuatia elipsei de semiaxe a si b cu centrul in originea axelor

22y
de coordonate este — s+ 5 = = 1. Avem de

b2
calculat aria domemulul Y

2 2
. 2 T Y b
pe{En eI Gepsi) \
Aria va fi egala cu / / dx dy. Trecand la
D & a X
coordonate polare generalizate

{ T = apcosy,
T .
y = bpsiney,

obtinem A : p € [O, 1] ¢ € [0, 2m] si

'd dp = / abpdp/ dp =

Solutie 4.19. Trecem la coordonate polare. Din inegalitatea 22 4y% > R? se

= mab.

ellpsa -

obtine p > R. Daca z = R, atunci avem

pcosp = R, adica p = . Jar daca y = R, Y
Cos
atunci psinp = R, adica p = ——. Obtinem
sin
R
Ar: 0<p<> R<p<——,
4 Cos ¢
Ay T<p<I Rep<2
4 2 sin @ X

Integrala devine

dxr dy // pdpdgp / /cow / /mw
dy dp + dy
//D VarZ+y? A1UA,
:/ dcp(R —R)—l—/ dcp(.R —R)
0 cos = sin

3
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Facand schimbarea de variabild ¢ = 7 — ¢ in prima din cele doud integrale
obtinem

™

dzd 2 2
//—;iﬁ—:/2a(li_R)+/ﬂw(f%—R)
D v/ 22+ 12 z sin ¢ z sin @

s s d
:2/2w(2{—3):—nf+R/2.¢
z sin 2 = sing

2

3

:—R-%+2Rhmgf

T T
— R-— —2RIntg—-.
5 R-o —2Rlntg g

jus

Folosind formula

T T 7 2tg &
1=wi=t(5r5) =T g
8

tg § este solutia pozitiva a ecuatiei 1 = 13’;2, adica tg £ = —1+ V2. Valoarea

integralei vafi —R-Z —2RIn(v2 —1).

1\? 1
Solutie 4.20. Ecuatia 2+ y*> —x = 0 se rescrie (x — 5) +y* = T Dome-

niul D este exteriorul cercului cu centrul in origine si de raza 3 intersectat cu

>

. . . 1 .
interiorul cercului de centru 5,0 si

raza 5 Trecand la coordonate polare

y = psing,

cele doua cercuri au ecuatiile p = — si

p = cosg. Cele doua cercuri se inter- Q

1 :
secteaza pentru cosp = —, adica ¢ =

N —

N[

A
&

j:%. Noul domeniu este

Ay

<
p

[

A1
IN 6
3 A
P oy
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Valoarea integralei duble va fi

e v R I e
Dy1—a%—y? A1 —p? P 1—p?

jow dgpz/S (?— sin2gp) dep
5 —

uy
3

w

—/1—p?

uy
3

Figura 4.16: Problema 4.21.

Solutie 4.21. In coordonate polare inegalitatea x? + y* > 1 se transcrie
p > 1. Din conditia x < 1, deducem ca pcosp < 1 sau p <

——. Conditia
©
0<y<rnedal <y < 7. Cuacestea, integrala dubla se calculeaza astfel:

™ 1
I s
// 2;E dedy:// pcojgp-pdpdwz/ cosgodcp/ S0d,0.
DT tY AP 0 1
1 1 % 2
//%dxdy:/ cosgp(c——l ! V2
DX TY 0

m .
) dp = — —sinp
08 (P 4 0

s
4 2
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Solutie 4.22. Scriem ecuatiile dreptelor suport ale laturilor trapezului.

Y
AB: y=0
C
BC: x+y—4=0
CD: y=u=x D
Domeniul delimitat de trapez este:
D={(z,y)|0<y<a 2<z+y<4}.
Notand
Y
—=u 0<u<l1
z rezulta A ==
r+y=v 2 S (% g 4.
Avem z = 5 si y = .25 Jacobianul transformarii este
D(z,y) . Ty, T, . _(u—fl)2 u%—l . —vu v v
D(u,v) | o | | v | (w+1)P w+1)P (u+1)?

Yu Yo @rl?  utl
Avem de calculat

dzd 1 4 1oq -1 |
// :Uy://_ dudv:/ dv/7u22— =1
p Tty AV 2 o (14 u)? L4 ul,

Solutie 4.23. Facem aceeasi schimbare de variabile ca gi in problema de mai

D(z,y)
D(u,v)

sus.

v_ .,
x Y y=bx
rHy=v,
1
de unde y_zm
o
w41
o
y_u+1 é e X
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Noul domeniu este

IN
IS

IN
(=

IN
IN

(Y a.

>
Q| = o

—v

Jacobianul transformarii este: (Tl)Q Atunci, integrala dubla se calculeaza
u

astfel:

2 b a
// dxdy:// (ut1) R dudv:/ ldu/ ldv
D Ty A uv? (u+1)2 1y v
b

= lnu| - lnva = (lnb—lnl) (lna—lnl) =2Inb-21na.
L L b a

Solutie 4.24. Pentru a obtine o forma mai simpla a functiei de integrat

facem urmatoarea schimbare de variabile:

u=1r—y,
v=x+Yy.
De aici rezulta ca
__ utv
T =,

Jacobianul transformarii este % Domeniul D este reprezentat in Figura 4.17

r+y<1,
D{xzo,yzo.

si verifica relatiile

Determinam domeniul A:
x>0 = u+t+v>0
y>0 —= v—u>0
r+y<1l = v<1.
Avem
u+uv>0,

A v > u,
v <1.



106 CAPITOLUL 4

A% \
U=
! YJF y=1
) 1 X u
U= —0
Figura 4.17: Domeniul D Figura 4.18: Domeniul A

Integrala dubla se calculeaza astfel:

T—y 1 u u
//ezﬂdxdy://ev-—dudv— / dv/ ev du = / dv - vev
D 2.Jo -
1 _1 1
0—4 e -

1
1 v?
— d 1 —— 1 L
/0 vdv(e —e ) 2(6 e ) 5
Solutie 4.25. Explicitand modulele, domeniul D este intersectia semiplane-

[\DI»—

2

lor
r+y<1l, —z2+y<1l, —2—-—y<1l z—y<Il

Facem schimbarea de variabile
u=z-y,
V=T +y.

Jacobianul transformarii este 1/2. Atunci noul domeniu este multimea pere-
chilor (u,v) € [—1,1] x [-1, 1]. Integrala dubla va fi

1
// (x+y)e ydxdy—// e —dudv = /vdv/ e’ du
A 2
1
() e
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Solutie 4.26. Facem schimbarea de variabile
u=x+y,
v=2r+y—1

{x:—u+v—|—1,

Atunci avem

y=2u—v—1.
Jacobianul transformarii este —1, iar noul domeniu se scrie
2<u<,
A { -3 <v<—1.

Integrala dubla se calculeaza astfel

eery eu 3 —1 dU
——dzdy = [[ S dudv= [ e'd u
//D<2x+y—1>2 v //A v / “/

3 -1

—=e
2
(% 9 U

-3
- 2.5 2
si are valoarea = (e’ — e?).

Solutie 4.27. Facem schimbarea de variabile { Z f Zy’ Noul domeniu este
€ 1,3,
A, Juells]
ve L2 Y
Avem y=2r
y=2x
AT Vi
Y =/ uv.
xy =3
Jacobianul transformarii este
xy =1
D 1
D(u,v) 2v
Integrala dubla are valoarea
1 1 /° 2 1 w2
//dexdy://u%—dudv:—/ udu/ dv:—-u— -1 =2.
D A 2v 2/ 1 2 2|
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Solutie 4.28. Notand P(x,y) = V1 — 22 si Q(z,y) = x, va rezulta relatia
oQ oP

= 1. Atunci, pe baza formulei lui Green, obtinem
or Oy

/\/1—x2dx+xdy:// dz dy = Ariap.
c

D

Dar D este semielipsa de semiaxe a = 1 gi b = 2. Aria este

1
Ariap = éﬂab = .

Solutie 4.29. Scriind P(z,y)
Q(z,y) = (x + y)?, obtinem

oQ oP

—9 — 2y = 2.
o o (z+y) —2y=2x

2?2 4 y? i

Scriem ecuatiile dreptelor

AB: y=ux

BC: xz+y—-4=0.

Notand cu D multimea marginita de triunghiul ABC', rezulta

2 4—x
/($2+y2)dx+(x+y)2dy:// 2xdxdy:2/ a:dx/ dy
C D 1 T
212

2 T
:2/ r(4—2z)der =8 —
1

— 4.
2

1 3

Solutie 4.30. Notand P = y?> —y +3zy + 2% si Q = 2% + x + 32y — y® avem

0Q oP
9@ 0P i sy—oyt1l-—Sr—y—zt2
or Oy
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Folosind formula lui Green, avem de %

calculat integrala dubla

//D(y—x—i-Q)dxdy. D

Trecand la coordonate polare genera-

=y

lizate:

T = apcosp
y = bpsing,
domeniul D se transforma in
Az (p,p) €]0,1] x [0,27).

Obtinem

//(y—x+2)dxdy://(bpsincp—apcosgo—i—Q)abpdpdcp
D A

1 2m
:ab2/ p2dp/ sin ¢ dy
0 0
1 2 1 2
—a2b/ p2dp/ coscpdgo—i—Qab/ pdp/ de
0 0 0 0

1
:0—0+2ab-27r~§:27mb.

Solutie 4.31. Notand P = xy + y? si Q = 2 avem % - ‘96—1; =z — 2.

1 T
/(:Uy+y2)d$+:v2dy://(x—Qy)da:dy:/ dx/ (x —2y)dy
C D 0 x2
! 1

4 3
= - dr = ——.
/0 (:L’ T ) T 20
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Y
Y
A
Ll ‘ 0 X
O 1 X B
Figura 4.19: Problema 4.31. Figura 4.20: Problema 4.32.

Solutie 4.32. Notand P = x — y? si Q = 2zy avem % - %—5 = 4y. Coordo-

natele punctelor A si B se afla rezolvand sistemul

922 +y* =1
y* = 8.

si B <1, —%) Avem de calculat

23 1—y2 2v32
3 3 3 1_y2 y2
//4ydxdy:4/ ydy/ dx:4/ y| ————= | dy=0.
D _2v2 y2 —2v2 3 8
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Integrale de volum

5.1 Notiuni teoretice

Fie V un domeniu simplu fata de axa OZ, adica un domeniu care are pro-
prietatea ca orice paralela la axa OZ care are puncte comune cu interiorul
lui V' taie frontiera lui V' in doua puncte. O astfel de multime se descrie dupa
cum urmeazga.

Se considerd D C R? compactd, cu frontiera neteda pe portiuni si functiile

g1, 92 : D — R continue, cu proprietatea
g1(z,y) < ga(x,y), pentru orice (z,y) € D.
Multimea
V= {(x,y,z) €ER® | (r,y) €D, gi(z,y) <2< gg(x,y)}

se numeste simpla in raport cu ara OZ. Multimea D este proiectia lui V' pe
planul XOY'.
Pentru calculul integralei de volum pe domeniul V', se foloseste

Teorema 5.1. Dacia V C R3 este o multime simpla fata de axa OZ si functia

f 'V — R este continua, atunci

///V f(z,y,2)dedydz = //D [/::;y) flz,y,2) dz] dz dy.

111
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Observatie 5.2. Se foloseste notatia:

92(z,y) 92(z,y)
// / fz,y,2)dz| dedy = // dx dy/ f(z,y, 2)dz.
D | Jgi(zy) D g1(z,y)

Uneori, pentru calculul integralei de volum este util sa se faca o schimbare
de variabile. Aceasta se realizeaza printr-o transformare regulata 7' : Q@ — V|
x = @(u,v,w)
T:¢ y=vuwv,w) , (u,v,w)e€N, QCR.
Z = X(u7 U? w)

Aceasta Inseamna ca functiile ¢, 1, y sunt de clasa C* si jacobianul

D(p, v, x)

J(u,v,w) = Dluv.w)

# 0, pentru orice (u,v,w) € €.

In urma schimbérii variabilelor se trece la integrala de volum pe domeniul €.

Daca f : V — R este continua, atunci

// Fa,y, 2) da dy dz

=[] 5ot vt ] | FEL dudva

(u,v,w)

In cazul in care frontiera lui V este sferica, se prefera trecerea la coordonatele
sferice (p,0,¢), care se realizeaza prin
transformarea
x = psinfcos
T:< y=psinfsiny
2z = pcosé.
Pentru ca un punct M(p, 6, ¢) sa parcurga

R3, trebuie ca

p€[0,00), 6€[0,7], ¢€]l0,2n].

Jacobianul transformarii este

/ /
A AN - -
Yy Yy, =p°-sinb. Figura 5.1: Coordonate sferice
/ / /
p F0 Fp
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Aplicatii

1. Volumul unui corp tridimensional V' se calculeaza prin

Vol = /// drdydz.
v

2. Masa unui corp V' C R? cu densitatea in fiecare punct p(z,y, 2) este

=[] e dvdya

3. Coordonatele centrului de greutate ale unui corp V' C R? cu densitatea

punctuala p(x,y, z) se calculeaza cu formulele

xG:%///‘/x-p(x,y,z)dxdydz,
1

yGZM///Vy-p(:r,y,Z)d:rdydz,
1

ZG:M///‘/z-p(x,y,z)da:dydz,

unde M este masa corpului.
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5.2 Exercitii

5.1. Sa se calculeze

/// (22 — y* + x2) dr dy dz,
1%

unde V este paralelipipedul dreptunghic [—1,1] x [1,2] x [0, 3].
5.2. Sa se calculeze masa corpului
V:{(:U,y,z)€R3]O§x§a,0§y§b,0§z§c}

avand densitatea p(z,y,2) = x +y + 2.

|22 aeaya,

unde V este corpul limitat de planelex =0,y =0,2 =0,z =351 y+22z = 4.

5.3. Sa se calculeze

5.4. Sa se calculeze integrala

/// drdydz
v (I+z+y+2)%

unde V e tetraedrul marginit de planele de coordonate si planul z+y+2 = 1.

5.5. Sa se calculeze volumul delimitat de suprafata

1 1,2, 2
— 3@y
& 27re

si planul XOY, situat in interiorul cilindrului 2 + y* = 9.

/// (2% + y* + 2) dz dy dz,
v

unde V este corpul definit de inegalitatile 2% + y?> < 5, v —y + 22 < 7 si
z > 0.

5.6. Sa se calculeze
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5.7. Sa se calculeze volumul corpului limitat de paraboloidul 2% 432 =1 — 2
si planul XOY'.

5.8. Sa se calculeze volumul corpului delimitat de paraboloidul 22 + 3% = 42

si planul z = 1.

5.9. Sa se afle volumul corpului V' definit de inegalitatile

2 2 2 <« 4
{a:+y+z < 4daz 4> 0.

2?2 +y’+az < 4d®

5.10. Momentul de inertie fata de o dreapta d al unui corp V' cu densitatea
p(x,y, z) se definegte prin

I, = /// d2($,y,2)p($,y,2) dz dydz,
\%

unde d(x,y, z) este distanta de la un punct (z,y, z) al corpului V' la axa d. Sa
se calculeze momentul de inertie fata de axa OY al corpului omogen (p = 1),

v . . 2 2 2 .
marginit de suprafetele % + 33 = % si 2 = ¢, unde ¢ > 0.

v . o .. 2 2 .2 2
5.11. Sa se calculeze volumul corpului marginit de Z-+% = 2z i - +% = 22,

5.12. Sa se calculeze volumul corpului definit de

2 2
r +y < 2y
> 0.
{x2+y2 > 3z 220

5.13. Sa se calculeze centrul de greutate pentru corpul omogen V/

2 2 2 < 9
{x—i—y + 2z < 2az 4> 0.

24y < 22
5.14. Sa se calculeze volumul corpului decupat de cilindrul 22 + 3% = ax din

bila 22 + y* + 22 < a®.

5.15. Sa se gaseasca volumul partii comune delimitate de suprafetele cilin-

. 2 2 - 2
drice Z + 4% =181 5 + & = 1.
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5.16. Sa se afle volumul corpului delimitat de suprafata obtinuta prin rotirea
curbei y = f(z), x € [a, b], In jurul axei OX, si planele z = a i © = b, unde f
este o functie continua si pozitiva pe [a, b]. Ca si aplicatie, sa se afle volumul

corpului delimitat de suprafata z* — 2 + y? + 22 = 0.
5.17. Sa se calculeze
/// [5(95 —y)? +3az} dedydz, V: 22 +9y* <az, 2> +y* + 22 < 2d%
1%
5.18. Sa se calculeze volumul corpului

V={(zy.2) 2+ <1,0<2<1-2>+y°}.

5.19. Sa se calculeze /// (4x+2y+5z) dr dy dz, unde V este paralelipipedul
v

marginit de planele

z+4+2x = 0,
z+2x = =2,
20 +2y—z = 0,
) 20+ 2y —2 = 6,
z = 0,
z = 4.

5.20. Sa se calculeze
/// Vi +y? + 22dedydz, unde V: 2? + 4% + 2* < 2ax.
v

5.21. Sa se calculeze volumul corpului marginit de elipsoidul z—j + z—z + i—i =1.
Sa se calculeze 1n particular care este volumul Pamantului, luand in acest
caz a = b= R, = 6378.137 km si ¢ = R, = 6356.7523 km, conform WGS 84.

5.22. Sa se calculeze

///V(x—2)2+(y+ 1)? + 22 do dy dz,

unde V' este multimea

V:{(x,y,z)€R3]1§x2+y2+z2§9,220}.
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/// drdydz
v 2+ y? 4 2%

unde V este domeniul spatial cuprins intre sferele concentrice de raze 1 si 2

5.23. Sa se calculeze

cu centrele in origine si in interiorul conului 22 + y? = 322, unde z > 0.

5.24. Se considera V corpul din spatiu care verificd 2% 4+ y% + 22 < 1. Sa se

/// drdydz
a> 1.
VaZ i+ (2 —a)?’

5.25. Sa se calculeze
/// (22 +y*) dz dy dz,
v

unde V este corpul marginit de suprafata (z — 1) + (y + 3)? + 22 = 4.

calculeze

5.26. Torul este suprafata obtinuta prin rotatia in spatiu a unui cerc in jurul
unei axe coplanare dar care nu atinge cercul. Daca r este raza cercului si R
este distanta de la centrul cercului la axa de rotatie OZ atunci parametrizarea
acestei suprafete este

x = (R+rcosv)cosu

y=(R+rcosv)sinu u,v € [0,27].
z =rsinv

Sa se calculeze volumul marginit de suprafata torului.

5.27. Sa se calculeze masa partii comune a bilelor 2% + y? + 22 < 9 si
2% +y? + 22 < 4z, daca densitatea in fiecare punct este egala cu distanta de

la acest punct la centrul bilei mai mari.

5.28. Momentul de inertie al unui corp V' cu densitatea p fata de un plan «

se defineste ca fiind

Ia = /// dQ(IB,y,Z)p([B,y,Z) dxdgdz?
14

unde d(z,y, z) este distanta fata de plan a fiecarui punct din corp. Sa se
calculeze momentul de inertie al octaedrului omogen 2|z| + 3|y| + 6|z| < 12
fata de planul XOY, daca densitatea este 1.
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5.3 Solutii

Solutie 5.1. Conform Teoremei 5.1, avem

///‘/(2z—y2+a:z)dxdydz://D dxdy/og(Qz_y2+xZ)dZ
:// (9—3y2+9—x) dz dy
/dx/ (9 3y + )dy
Z/_1(2+92‘T) dz = 4.

X /(
Figura 5.2: Problema 5.1

Solutie 5.2. Masa corpului se calculeaza prin M = [[[, p(x,y,z) dz dy dz.
Corpul V este paralelipipedul dreptunghic [0, a] x [0,0] x [0, ¢].

. /dx/dy/wmz_/dx/(w “Yay

cb®  be? abc(a + b+ c)
= ber + — + — dx——.
; 2 72 2
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Solutie 5.3. Corpul V este corpul desenat in Figura 5.3. Proiectia corpului
pe planul XOY este dreptunghiul hasurat D = [0, 3] x [0,4]. Fixand pe
(x,y) € D, corpul se intinde pe verticala de la planul XOY la planul

y+ 2z = 4. Deci cand (z,y) € D, avem 0 < z < %.

Figura 5.3: Corpul V

Integrala se calculeaza in felul urmator
4y
///(a:+2y—z)dxdydz:// dxdy/ (x +2y—2z)dz
v D 0
1
=3 // [4(z +2y)(4 —y) — (4 — y)*] dzdy
D
1 3 4
= g/ dx/ (162 — 4zy — 9y* + 20y — 16) dy
0 0

3
= / (4x — 12) do = —18.
0

Solutie 5.4. Proiectia corpului pe planul XOY este triunghiul format de
dreptele t =0, y =0si z +y = 1. Asadar

D={(z,y) eR*|2>0,y>0,z+y<1}.
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A
Y
1
r+y=1
O 1 X
X
Figura 5.4: Tetraedrul V' Figura 5.5: Domeniul D

Daca fixam un punct (x,y) din D, atunci pentru ca (z,y, z) € V, z ia valori
de la planul XOY la planul z + y + z = 1. Deci cand (z,y) € D avem
0<z<1—2x—y. Rezulta

[ o[
-1/, (m‘é) ey
//—> dy—%//

1 11 1
:—/ — = dx——-—:—lnz—i
2/, 1+a; 2 8 2 2 16

Solutie 5.5. Volumul corpului V, se calculeaza prin

flrer

2 .
Vol = /// dzdydz = // da:dy/ dz :/ — 2 @) qg dy,
p 2m

unde D este discul 2% + y? < 9. Trecand la coordonatele polare introduse

prin z = pcosy si y = psin ¢, obtinem
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X Y

1 71 x er 1 3 2T 7lp2 —lp2 3
Vol = 2—6 2 drdy = — dp e 2 pdp= —e 2
p2m 2 Jo 0 0

_9
=1—e¢e 2.

Evaluand numeric Vol ~ 0.988891.

Solutie 5.6. Corpul V este interiorul cilindrului z? + y? = 5, limitat de
planele z — y + 22 = 7 si 2z = 0, vezi

Figura 5.6. Proiectand corpul V' pe planul 7

XOY se obtine discul hasurat, care este /
marginit de cercul 2% + y> = 5. Pe ver-
ticalé corpul se intinde de la z = 0 la
z = (7—x+y)/2. Integrala data va fi

I—///a: + 9%+ 2)drdydz

(x2+y2+z)dz X Y

\

da: dy

Figura 5.6: Corpul V
//( P+ ) (7T —z+y) s P

_ 2
+ W) dz dy.

Trecand la coordonate polare in aceasta integrala dubla, vom avea

21 : 2
7
I—/ / ( (7— pcosg0+ps1n<p)+( peos e+ psin ) )pdcpdp

8
Tp 49p 03 12157
—9 PP P gy = .
7r/0 <2 TR YT G
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Solutie 5.7. Notam cu V corpul marginit de suprafata 22 +y? = 1 — z si
planul XOY. Proiectia lui V pe planul XOY este discul 2?+y? < 1, notat D.
Pentru un (z,y) fixat in D, corpul V se

intinde pe verticala de la planul z = 0 la 7

suprafata paraboloidului z = 1 — 22 — 2.

Volumul lui V' va fi

V:/// drdydz
1%
17x27y2
:// dxdy/ dz
D 0
://(1—x2—y2)dxdy.
D

Trecand la coordonate polare, obtinem

1 27 1
=/ dp/ (1—p2)pd90=27r/ (p—p°)dp =
0 0 0

Solutie 5.8. Notam cu V corpul delimitat de paraboloidul 22 + y? = 4z si
planul z = 1. Proiectia lui V pe planul XOY este discul 2 +y? < 4, notat D.

Volumul corpului V' va fi

V:/// dz dy dz “
[
://D (1—1(x2+y2)) dz dy.

Trecand la coordonate polare, avem

=l dp/%(l——)pdv—zw/o -
- (55,

Do

dp
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Solutie 5.9. Egalitatea x?+y?+ 2% = 4az se rescrie 22 +y*+ (2 —2a)? = 4a®.
Deci inegalitatea z? + y? + 22 < 4az defineste interiorul sferei cu centrul in

Figura 5.7: Corpul V'

(0,0,2a) si razd 2a. Inegalitatea z? + y* + az < 4a? defineste interiorul
paraboloidului 2* + y? + az = 4a? cu varful (0,0,4a). Intersectia dintre sferad
si paraboloid se afla rezolvand sistemul

2+ + 22 = daz
?+y*+az = 4a’.

Obtinem 2z; = a si 2z, = 4a. Intr-adevir, se observi si de pe desen, ca
paraboloidul are punct comun cu sfera in z = 4a si mai intersecteaza sfera
inca o data dupa cercul 22 +y? = 3a?, 2 = a. Proiectand corpul V pe planul
XOY se obtine discul

D={(z,y) eR*|2” +y* <3a”}.
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Pentru (z,y) € D, z ia valori de la sfera la paraboloid. Deci, pentru orice

(z,y) € D obtinem 2a — \/4a?> — 2% — y?> < z < 4a — £(2® +»?). Volumul

corpului V' va fi

4a——$+y2)
Vol:/// dxdydz-// dxdy/ dz
4a27x27y
Lo, o
= 2a — — (2 + y°) + V4a® — 22 — y? | dedy.
D a

In integrala dubla, trecem la coordonate polare. Prin aceasta transformare

domeniul D se transforma intr-un nou domeniu
A={(p¢) €R*|pel0,av3), pel0,2m) |.

Atunci

1
Vol:// (2@——p2+\/4a2—p2)pdgpdp
A a
aV'3 2m 1
:/ dp/ (2@——p2+\/4a2—p2)pdg0
0 0 a
av'3 1
:27r/ (2@——p2—|—\/4a2—p2)pdp
0 a

i w3 3748
:27r(ap2—i—&—§ (4@2—p2)3) ar,

6

0

Solutie 5.10. Trebuie s& calculam /// (2% + 2*) dz dy dz, unde
v

1-2 y2
V=q(@y2)eR(@y) eD e\ 5+m<z<cy,

este un con, iar multimea D este proiectia lui V' pe planul XOY. Momentul



INTEGRALE DE VOLUM 125

de inertie va fi dat de integrala dubla

Io :// da:dy/ 2 4 2%) dz.
i D c\/§—§+g—§( )

Multimea D este interiorul elipsei £ -+ y = 1.

Trecem la coordonate polare generahzate.

{ x=apcosp, p>0 X Y
y=bpsinp, ¢ €0,2n].
Figura 5.8: Conul z—i—i—z—z = %

[

Jacobianul transformarii este J = abp.

Integrala dubla devine:

B , 22 42 1, (2> 22 2
]Oy—//Dx (c— \/ +b2>+§<c —c ?—i_ﬁ —+b2 dx dy
1 2 1
:/ / (anQCOSQgp-(c—cp)+§(c3—03p3)) abpdpde
o Jo

! 2mc? b
—abe [ (@6 =m0 ) dp = Tl )
; 3 20

Solutie 5.11. Intersectia dintre paraboloidul eliptic % z + y2 = 2z gi conul

%2 + %2 = 2% este punctul (0,0,0), pentru z = 0 si ehpsa + 36 = 1, pentru
z = 2. Corpul V marginit de cele doua suprafete il prmectam pe XOY si

. o g2 2 . .
obtinem interiorul elipsei {z + 45 = 1, adicd multimea

2 2
D:{(a; y)eR|$—+%_1}.

Pentru (x,y) € D, z ia valori de la paraboloid la con. Deci, pentru (z,y) € D
rezulta % + @1’8 <z< \/%2 + %. Volumul lui V' se calculeaza prin

Vol:/// da:dydz-// dxdy/ o
2
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Trecem la coordonate polare generalizate in aceasta integrala:

x =4pcosp
y = 6psin p.

Jacobianul acestei schimbari de variabile are valoarea J = 24p. Domeniul D

se transforma in multimea punctelor (p, ) din A = [0, 1] x [0, 27].

Vol = // 2p —2p%) |J|dpdp = /dp/ (2p — 2p*)24pdy = 8.

Solutie 5.12. Corpul V este format din multimea punctelor interioare cilin-
drului 22+ (y —1)? = 1 si exterioare paraboloidului 2 + y? = 3z. El poate fi
scris ca mulfimea punctelor (z,y, 2) € R? cu proprietatea 0 < z < %(ZBQ +4?%)
i (z,y) € D= {(x,y) € R*|2* +y* <2y }. Volumul lui V va fi

(2% +y?) 1
Vol:/// dxdydz:// dxdy/ dz:—// (x2+y2) dx dy.
1% D 0 3JJp

Trecem la coordonatele polare definite prin x = pcosp si y = psiny cu
J = p. Noul domeniu se scrie A = { (p, ) € [0,00) x [0,27) | p < 2sinp }.
Din relatia p < 2sin g, deducem ca sin ¢ > 0 sau ¢ € [0, 7]. Obtinem

ZSlngo
Vol = //,0 dpdyp = - / dgo/

/ (1 —2cos2p + cos? 2¢) dp =

T
— 243 d —.
in* pdy = 3 i 5

T 12

Solutie 5.13. Corpul V este partea ce se gaseste atat in interiorul sferei
22 +y? + (2 — a)? = a® cat si in interiorul conului z = /22 + y2. Pentru
ca OZ este axa de simetrie pentru corpul V' rezulta ca centrul de greutate
apartine lui OZ. Obtinem zg¢ = yg = 0. Pentru a calcula pe z4 utilizam

formula

= fffvzp(%y,z)dxdydz
¢ fffvp(x>y,z)dxdydz ’
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Figura 5.9: Corpul V

unde p(x,y, z) este functia de densitate. In cazul corpului omogen densitatea

este constanta, py. Rezulta

B fffvzdxdydz
-~ [f), dzdydz

G

Proiectia acestui corp pe planul XOY este D, discul hagurat din Figura 5.9.
Pentru a afla reprezentarea acestuia, trebuie determinata ecuatia cercului de

intersectie a conului cu sfera. Rezolvand sistemul

22 +y?+22 = 2az
2 +y? = 22

obtinem z = a si z? + y* = a*. Varezulta D = { (z,y) € R*|z* + y* < a?}.
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Calculam

a2_$2_y
///zdxdydz-// dxdy/ zdz
x2+y

= _// 2@2 + 2av/a? — 12 — y2 — 22° — 2y2> dx dy

2JJp

1 a 2 ) )
=3 dp <2a +2a\/a2—p2—2p)pdg0

0 0

a’p®  a P
=9 _ 2 _ 23
R (G- V@ -5)

La fel se poate calcula si cealalta integrala

a27x27y
/// dxdydz—// da:dy/ dz
2+y

:// a+ \/a2—x2—y2—\/:v2+y2) dz dy

27r
/ dp/ a+ —p2—p>pd<p

P E T o sy SRR
_W<2 V@ =p) =3

:CL37T.

0

Obtinem zg = %.

Solutie 5.14. Multimea punctelor interioare cilindrului si sferei se numeste

corpul lui Viviani. Datorita simetriei, volumul acestui corp este dublul volu-

mului partii aflate deasupra planului XOY', pe care o notam cu V. Intersectia
a

cilindrului 2% 4+ y? = az cu planul XOY este cercul (z — 5)2 + 9% = (%)2

Notam cu D interiorul acestui cerc. Obtinem pentru volum

/a2_$2_y2
Vol:// da:dy/ dz:// va?—x? —y?dxdy.
D 0 D

Trecand la coordonate polare, obtinem
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Figura 5.11: Domeniul D

acos ¢
va* —p*pdp
0
acos ¢
= [ -V@=p
L a’ [z 3
=—-a'mT— — }sm gp‘ dep
3 3 Joz
a*r 2 [ 5 ,d ar 4a®
=— - — sin =— - —.
3 e e R

Volumul corpului lui Viviani este % (g — %)

Solutie 5.15. Datorita simetriei corpului obtinut prin intersectarea cilin-
drilor, volumul sau va fi de 8 ori volumul partii aflate in primul octant,
parte notata cu V. Proiectand pe V pe planul YOZ obtinem dreptunghiul
D = [0,b] x [0,¢]. Fixand (y,z) in acest dreptunghi, x trebuie sa verifice

simultan inegalitatile 2_; + Z_z < 1si ﬁ—i + ‘z—z < 1, pentru ca (z,y,2) € V.

Acest lucru ne arata ca x € [0, min (a\/l — z—j, a\/l - i—z)] Volumul lui V/
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C
11T

D,
Dy

O b Y
Figura 5.12: Intersectia a doi cilindri Figura 5.13: Domeniile Dy i D-
va fi

min(a\/l—Z—j,a\/l—z—g)
Vol:/// dxdydz:// dydz/ dx.
1% D 0

Explicitand minimul

min a\/l v a\/l 2 = “wi Zm iﬁ%
TR )

b ¢ arJ1—2 z>1U

2’ ¢ = b

si notand Dy = { (y,2) € D|z < ¥} si Dy = D\ Dy, obtinem

Y2 52
Vol:// a 1—Edydz+// a 1—gdydz
D1 D2
b ye 2 c %b 2
:/ (/ba\/l—y—dz>dy+/ (/ awl—z—dy)dz
b? c?
0 0 0 0
b 2 c 2
acy Y abz z
= — /1 —"=d —/1—=—=d
/0 b b? y+/0 c 2
b c

3
2

_abe (2
3 c?

0

3

_oabe (TN
3 b2

2abc
5

0
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Volumul comun al celor doua corpuri cilindrice va fi 16abc/3.
Solutie 5.16. Ecuatia suprafetei de rotatie este y>+2% = [f(x)]?, iar a partii
superioare
2= V(@) -y
Proiectia corpului pe planul XOY este domeniul plan

D={(x,y)|xelab], —fz) <y < f(z)}.

Cu acestea volumul va fi

b f(x) b f(x)
Vol:2/ dz )\/[f(x)]Q—gﬂdy:Zl/ dz i VIf(@)]? = y2dy.

—f(z

Cu schimbarea de variabila y = f(z) sin 0, obtinem

Vol:4/b dac/g VIf(x)]?cos? 8- f(x)coshdd

_y (/ab[f(x)]2dx) . </0_ 1*%‘“%9) _ W/ab[f(x)]de

Deci volumul corpului obtinut prin rotatia curbei y = f(x), « € [a, b] in jurul
axei OX este

b
Vol = 7T/ [f (z)]*dx. 7

In cazul nostru particular ecuatia

suprafetei de rotatie este

y?+ 22 =% — a2t

N
W7

flz) =vVa3 -2t ze€[0,1].

Volumul acestui corp sub forma de para, va fi

1
VOZZ?T/ (x3—a:4) dle.
0
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Solutie 5.17. Paraboloidul z? + y*> = az si sfera 22 + ¢ + 2% = 2a® se

intersecteaza la z = a. Intersectia lor este cercul 2? + y?> = a2, z = a.

Ecuatia proiectiei cercului de sectiune pe planul XOY este 22 + y? = a2

Obtinem

///v [5(z — y)* + 3az] dedydz
— //D dz dy /;12_3:2_@/2 [5(z — y)* + 3az] dz

://D [5(x_y)2(\/m_x2+y2)+3a(2a2—2x2—y2)

a

3a(z? + y?)?
——( 57 ) ]dxdy,

2

unde D este domeniul care verificd inecuatia z? + y? < a®. Trecand la

coordonate polare gi notand cu [ valoarea integralei, avem

2 3 22_ 2 3
/ ng/ {5p 1—s1n2g0)(m %)"‘&(&#ﬁ))—%}pdp
2
:/ (1 —sin2p)dy - / 5p3(\/m_p_) dp
0 0 a

“ 50  6a3p®  3ap?  3p°
—or| | 50 (V22— 7) dp+ (=L .
W{/O plvae e p+( 6a 4 s 12a

Facand schimbarea de variabild 2a® — p? = u, rezulta
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5

T™a
= —(64 — HhH).
12<f )

Solutie 5.18. Avem

1—a24y2
Vol:/// dxdydz:// dxdy/ dz://(l—x2+y2)dxdy,
v D 0 D

unde D este discul 2% + y? < 1. Trecand la coordonate polare, se obtine
2 1
Vol :/ dcp/ (1 — p*cos® o + p*sin p)pdp
0 0

2 1 2
1
:/ dcp/ (p—p3cos2<p)dp:7r—1/ cos2pdp = .
0 0

0
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\»Y

Figura 5.15: Problema 5.18

Solutie 5.19. Ecuatiile planelor paralele sugereaza urmatoarea schimbare

de variabile:
U=z

Z
—
v=2z+2x
w=2r+2y—z
X Y

Daca notam cu {2 multimea punctelor
(u,v,w) atunci cand (z,y,z) € V, se

obtine

Q2 =10,4] x [-2,0] x [0, 6].

Rezolvand in functie de u,v §i w avem z = 5=, y = “’*22“’” si 2 = u
Valoarea jacobianului se calculeaza prin
-1 1 9
D(z,y,2) 12 _21 1 _1
- 2 2| g
D(u,v,w) 1 o o 4
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Acum putem calcula integrala data

///‘/(4x+2y+5z)dxdydz:///Q(U+w+5u)-'%
22/04 du/_(; dv/06(v—|—w—|—5u)dw

1 4 0 4
25/ du/ (3@+15u+9)dv:/ (15u + 6) du = 144.
0 -2 0

du dv dw

Solutie 5.20. Inegalitatea x? + y? + 2?> < 2ax descrie interiorul sferei de
ecuatie (z—a)’*+y*+2? = a®. Trecem
la coordonate sferice Z
x = psinf cos g,
y = psinfsin g,
2z = pcosb.
Jacobianul este J = p%sinf. Inlocu-

ind 1n inegalitatea initiala avem

p < 2acospsind, 0 € [0,r]

Pentru ca trebuie ca p > 0, se obtine cos¢ > 0, adica ¢ € [—%, ﬂ Noul

domeniu este multimea:

Q= {(p,@,gp) ceR}Oec[0,n], p€ [—g,g} : O§p§2acos<psin9}.

Valoarea integralei date va fi

/// Va?+y? + 22drdydz
v

:/// \/pQ(COSngsinQ@—|—sin2<psin29+00529)\J|dpd<,0d9
Q

5 T 2a cos ¢ sin 6
:/ dgp/ d@/ p®sinfdp
-z 0 0
™ z 4
= 4q* (/ sin59d9) (/2008490(190) :8c;7T'
0 —3
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Solutie 5.21. Trecem la coordonate sferice generalizate date de relatiile

x = apsinf cos
y = bpsinfsin
2z =cpcosh.
cu jacobianul J = abcp?sinf. Noul

domeniu este

0<p<l1 -
Q: 0<f<m —
0<p <27
Avem Figura 5.16: _|_ 9_2 + Z_2 -1
2m e 1
Vol = / d(’p/ d@/ abep® sin§ dp = 2mabe ( p dP) ( 81n9d6)
0 0 0
4mabe
3

Pamantul are forma unui elipsoid cu a = b si egale cu raza ecuatoriala, iar ¢
este raza polara care este putin mai scurta decat raza ecuatoriala. Volumul
Pamantului este: Vol = 8 — 1083 207 317 374 km?.

Solutie 5.22. Trecem la coordonate sferice (p, 6, ¢) unde

IN
IN

3

IN

o o —
(VAN
[\:) SIE]

IN

p
0
¥

IN

Integrala data va fi egala cu

I:///V [(z =2+ (y+1)* + 2°] dadydz

3 z 2
:/ dp/2 d9/ (p* + 5 — 4pcos psinf + 2psin @ sin #)p? sin § dyp
1 0 0

3 3
=27 (/ (p* + 5p2)dp> (/ sin@d@) = @
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Solutie 5.23. Scriem pe V ca i multime
V={(r,y,2) eR|1<a”+y*+2° <4, 2°+y* <32, 2>0}.

Trecem la coordonate sferice. Inlocuind pe x, y si z in conditiile care definesc

X Y

Figura 5.17: Domeniul spatial cuprins intre cele 2 sfere si in interiorul conului

pe V rezulta

Q={(p0.9)|1<p<2, 007, 0<p<2r ).

il
3

Calculam integrala data in felul urmator:

/// dzdydz // ]J\dpdgpd@ / / / p°sinf dy sm9d<,0
R E— de
224+ y?+z
:27r/ dp/Ssin9d9:27r/ (—cos@)' dp = .
1 0 1 0

|3
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Solutie 5.24. Trecem la coordonate sferice. Vom avea

2 2
/// drdydz / dgo/ dp p~sin 6 40
Vi + 2+ (2 —a)? \/p — 2apcos 6 + a?

u=cos 6 p du
= 2m dp
—1 \/—2a,0u + p? + a?

27T u=1
= p\/ 2apu + p? +a2 ~dp

27 47
=—— p(a—p p—a)dp=

a Jo 3a’

Solutie 5.25. V este bila cu centrul in (1, —3,0) si raza 2. Trecem la coor-

donate sferice si translatam polul in centrul bilei

x =14 psinfcos p,
y = —3+ psinfsin g,
2z = pcosé,

de unde rezulta

Q:{(lo767§0>‘p€ [072]7 S [077T]7 ZBS [0727T]}'

Avem

///‘/(2x+y2)d$dydz

:///[2(1—l—psin@cosgo)+(—3+psin98in<p)2]\J|dpd9d<,0
T P2
/// (11 4 2psin @ cos ¢ — 6psin O sin ¢ + p? sin® §sin? ) p® sin O dep df dp

= / dp/ (227rp2 sin @ + mp* sin® 9) dé
0 0

_ /2 , Ampt dp:18887r
0 3 15
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Figura 5.18: Torul

Solutie 5.26. Corpul marginit de suprafata torului se reprezinta parametric
prin

x=(R+ pcosv)cosu, p € 0,r],

y=(R+ pcosv)sinu, wu € [0,27],

z = psinv, v € [0,2m].

Calculam jacobianul acestei transformari

cosvecosu —(R+ pcosv)sinu —psinwvcosu
J =|cosvsinu (R+pcosv)cosu —psinvsinu| = p(R+ pcosv).
sin v 0 pCOSv

Volumul torului va fi

r 2 2
Vol :/ dp/ dv/ p(R+ pcosv)du
0 0 0

= 27r/ (27rpR + p? sinv’§ﬂ> dp = 27°r*R.
0

Solutie 5.27. Ecuatia sferei 22 +y?+2% = 4z se scrie si ° +y?+ (2 —2)% = 4,
ceea ce ne arata ca are raza 2 si centrul in punctul
(0,0,2). Sfera x? + y* + 2> = 9 are raza 3 gi este
centrata in origine. Domeniul spatial care este comun

bilelor il notam prin

V={(z,y,2) e R*|2” + y* + 2* <min(9,42) } .
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Avem de calculat masa

M= [[[ ooy dsdyaz,
1%

unde p(z,y,z) = /2% + y? + 22 este functia densitate. Trecand la coordo-

nate sferice, obtinem
p® <min(9,4pcosf), adici 0 < p < min(3,4cosb).

Unghiul ¢ variaza intre 0 gi 27, iar pentru ca avem 4 cos > 0, obtinem ca 6

™

variaza intre 0 si 5. Noul domeniu este

Q:{(p,@,gp)|0§p§min(3,4cos€), Og@gg, O§<,0§27r}.

Cu acestea masa corpului va fi

3 min(3,4 cos 6) 2
M:///p-\ﬂdpdgodez/ d@/ dp/ p°® sin 0 do
Q 0 0 0
3 min(3,4 cos 6)
:27T/ d@/ p®sin 6 dp.
0 0

Explicitand minimul

3, 0 e {O, arccos ﬂ
min(3, 4 cosf) =
4cosf, 0 € arccos§ T
) 47 2 7
obtinem
3 s

arccos 3 3 3 4cosf
M:27r/ d@/ p3sin0dp+27r/ d@/ p2sinfdp
0 0 arccos 3 0

4

4 arccos % g 44 4 2]
+or / € 7 singdo
0 a 4

=27 - 32(— cos f)

I'CCOS 3

4
3t 3 50
— o2 (1—1) D PR M

us
2

4 3 )

arccos 1
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Solutie 5.28. Ecuatiile celor 8 plane care marginesc octaedrul se obtin prin

explicitarea cele 3 module care apar in ecuatia

2|z|+3|y|+6|z| = 12. Datorita simetriei facem Z

schimbarea de variabile
u=2x+3y+ 6z, ue[-12,12],
v=2x+3y—06z, ve[-12,12],
w=2x—3y+6z we[-12,12].

Jacobianul transformarii se poate calcula prin

= v, v, V| = —6] =—.
w, w, W, 2 -3 6 144

Pentru a delimita complet octaedrul mai este nevoie de
—12<2x -3y —62 <12, adica — 12 <v+w—u < 12,
in noile coordonate. Noul domeniu poate fi scris prin
Q={(uv,w)e[-12,12| —12<v+w—-u<12}.

Proiectia acestui domeniu pe planul uOv este patratul
D = [-12,12] x [—12,12]. Daca fixdm un punct (u,v) € [—12,12]* atunci

max(—12,-12+u —v) < w < min(12,12 + u — v).

Momentul de inertie al octaedrului V fata de planul XOY este

Ixoy = /// 22 dz dy dz.
v

Scazand pe v din u, obtinem z = “Z*. Asadar, cu ajutorul schimbarii varia-

bilelor avem

nor= [ff ("%

min(12,12+u—v) 02
= / / dudv udw
D

max(—12,—124u—v) 144 - 144

2
) - |J| du dv dw

(w—v)*
= YV min(12,12 + u — v) — max(—12, =12 + u — v)] du dw.
D
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Explicitand minimul si maximul avem

12, v<u

min(12,12+u—v):{ 124 u—v v>u

—124u—v, v<u

max(—12, —12+u —v) = { 1o o>y

Notand Dy = { (u,v) € D|v<wu}si Dy ={(u,v) € D|v > u}, obtinem

u—0)
I (24 — (24 — .
xoy = // PV u+v) dudv+// 1442 +u—wv) dudv

Calculam prima dintre integrale

u — /U
(24 — .
//D1 PV u+v) dudv
24w —u)?  (v—u)?
_ dv ) d
/12 (/ ae e )
B /12 8(12+w)*  (12+u)! 4
)L\ 144 41422 )

202 +u)!|® (124w " 24t () 24 _ 64
1442 201442 | |, 1442 20) 5

—12

La fel se calculeaza si cea de-a doua

u—v)
I, = // (24 + u —v) dudw.
2 ), 1442 )

v _ _ 3
:/ / 24(u — v)? +(u v) du ) do
o\, 1442 1442

4
:[1:6—

5

iIl final ]XOY = 1—?)8
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Integrale de suprafata

6.1 Notiuni teoretice
Integrala de suprafata in raport cu aria

1. Consideram M C R? un compact cu frontiera neteda pe portiuni. Fie
S : M C R? = R? o suprafatd parametrizata, de clasa C!, avand ecuatiile

parametrice

x(u,v)
y(u,v) (u,v) € M.

(u, v)

Vectorul de pozitie asociat unui punct de pe suprafata este

x
S: Ky
z

—

(u,v) = x(u,v) U+ y(u,v)j+ z(u, v) k.

y : T S
Presupunem ca suprafata este nesingulara, adica: 7/, x r! # 0 pe M.

Definitie 6.1. Aria suprafetei S : M C R* — R3 este numarul real

Aria S(M) :/ 17 x )| dud.
M

du dv se numeste element de suprafata.

7 7
rhox

Expresia diferentiala do = ’

Avem:

do =V EG — F?dudv, (6.1)

143
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unde

E
G

(@l)” + (y)* + (1)
(@) + () = (2))°

o ’ / / / /
F_Iu'xv+yu'yv+zu'zv‘

Fie U C R? cu proprietatea S(M) C U. Consideram f : U — R o functie

continua.

Definitie 6.2. Se numeste integrala de suprafata in raport cu aria a functiei

f pe suprafata S, numarul real

//S f(@y,z)do = //Mf[I(u,v),y(u,v),z(u,v)]

Pentru f =1, rezulta

Jlee=1],

2. Daca suprafata S are o reprezentare explicita

du dw.

7 7
T, X Ty

dudv = Aria S(M).

7 7
r, X Ty

S: z=z2x,y), (v,y) €D CR?
atunci, considerand pe z si y parametri, se obtine

drdy = /p? +¢*+ 1dady, unde p =2}, ¢ =2,.  (6.2)

Integrala de suprafata, in acest caz este

//S f(z,y,2)do = //Df[%y,Z(w,y)] P @+ Ldedy.  (6.3)

3. Daca suprafata S este data printr-o ecuatie implicita

7 7
T X Ty

da:’

F(z,y,2) =0,

atunci se aduce la forma explicita ( scriind o variabila in functie de cele-
lalte doua) sau se aduce la o forma parametrica (folosind, in unele situatii,

coordonate sferice, sau coordonate cilindrice).
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Fluxul unui camp vectorial printr-o suprafata

Consideram o suprafata neteda avand ecuatiile parametrice

r = z(u,v)
S:¢ y=yu,v), (u,v)eM
z = z(u,v)

—

™(u,v) = x(u,v) T+ y(u,v) 7+ 2(u,v) k

vectorul de pozitie al unui punct de pe suprafata. Presupunem ca in fiecare
punct al suprafetei se pot considera doi vectori normali, avand sensuri opuse.

Versorii acestor normale sunt

1 gﬁ\l

. X r!
n =4 -

~

r,Xr

/
u v

Fie v = P(z,y,2)7+ Q(z,y,2) ]+ R(x,y, 2) k un cAmp vectorial continuu,

definit pe un domeniu ce contine pe S(M). Fixam pe suprafata S(M) o
orientare, alegand de exemplu fata pentru care

Definitie 6.3. Fluxul vectorului v printr-o fata a suprafetei S, determinata

7 7
Ty X Ty
— —
!/

/
rhox

n=

de versorul normalei 7, este integrala de suprafata

@S(ﬁ)://sﬁ- i do.

Tinand seama de expresia normalei si a elementului de suprafata, ajungem

la o integrala dubla pe domeniul M:
P @Q R
Og(7) = // vy, 2, | dudo.
M ’ S

Fluxul unui camp vectorial printr-o suprafata neteda, inchisa se poate calcula

si cu o integrala de volum, folosind formula lui Gauss-Ostrogradski.



146 CAPITOLUL 6

Divergenta si rotor

Fie 7 = P(z,y,2)7+ Q(z,y,2) 7+ R(z,y, 2) k un cAmp vectorial definit pe
o multime deschisd U € R3, de clasa C'(U).

Definitie 6.4. Divergenta campului vectorial v este campul scalar
oP 0Q OR

divi= —+ — 4+ —.

VU= e + dy + 0z

Definitie 6.5. Rotorul campului vectorial v este vectorul scris simbolic

rotv = —

Q

8
© glo
v SJ|Q3 T

Dezvoltand determinantul dupa prima linie, rezulta ca
. OR 0Q)\ . oP OR\ | oQ 0P\ -
(= — — — S — — — | k.
vy (ay 02)2+<8z 8x)j+(8x ay)

Formula lui Gauss-Ostrogradski

Fie Q C R3 un domeniu simplu in raport cu axele de coordonate, cu frontiera
neteda, inchisa, cu versorul normalei exterioare 7. Daca v = P17+ Q7+ R k
este camp vectorial de clasa C'(U) , U D Q, atunci are loc formula lui

Gauss-0Ostrogradski:

// U- ﬁdaz///divﬁdw, (6.4)
fr(Q2) Q

adica fluxul lui ¢ dupa normala exterioara la frontiera lui €2, fr(£2), este egal

cu integrala de volum a divergentei lui ¢ pe domeniul 2.
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Formula lui Stokes

Fie S o suprafata care se poate proiecta pe unul din planele de coordonate
dupa o multime compacta, simpla in raport cu ambele axe de coordonate.
Daca S se proiecteaza pe planul XOY, atunci ecuatia suprafetei se poate
scrie

S:z=2(x,y), (x,y) € D,

unde D este o multime compacta, simpla in raport cu OX si simpla in raport
cu QY. Presupunem z € C?*(D).

Fie v = P+ Q7+ RE un camp vectorial de clasi clU),U > 8S. In
aceste conditii, circulatia vectorului ¢ pe frontiera lui S este egala cu fluxul

rotorului lui ¢ prin fata superioara a lui S, adica

/ ﬁ-df’://rotﬁ-ﬁda.
fr(S) s
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6.2 Exercitii

6.1. Sa se calculeze integrala // (z + 5z — 3y) do, unde S este suprafata

5
planului § + £ + £ = 1, situata in primul octant.

6.2. Sa se calculeze aria suprafetei z = xy situata in interiorul cilindrului de

ecuatie 7?2 + y? = a®.

6.3. Sa se calculeze / / rydo, unde S este suprafata
s
S={(r,y,2) eR* |2z =0+ ¢, ® +¢y* < 2w,y > }.
6.4. Sa se calculeze //(x2 + 92 + 22+ y)do, unde S : 2?4 y? = 22
s
0<2z2<1.

6.5. Calculati aria portiunii de suprafata definita de relatiile z = 1 — 22 + 12,
2 +y? <1
6.6. Sa se gaseasca aria portiunii din cilindrul parabolic 22 = 2z, marginita

de planele de ecuatii = 2y, y = 2z, © = 2V/2.

6.7. Se cere masa suprafetei cubului ale carui fete apartin planelor de co-

ordonate gi planelor x = 1, y = 1, 2z = 1, avand densitatea punctuala

p(z,y,2) = zyz.

6.8. Sa se calculeze (x +y + z) do, unde S este suprafata cubului ale

s
carui fete apartin planelor de coordonate si planelor z =1,y =1, z = 1.

6.9. Si se calculeze aria portiunii de suprafatd z = 2% + y? cuprinsa intre

z=1¢gi2=4.

6.10. Sa se calculeze

// zdo
s\ +y*+a?

unde S este portiunea din paraboloidul 2az = 2% 4 3? situata intre planele
z2=0siz=h,(a>0,h>0).
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2

6.11. Sa se calculeze aria suprafetei ? + y?> = 22, cuprinsi in interiorul

cilindrului 2% + y? = 4.
6.12. Sa se calculeze aria suprafetei descrisa prin ecuatia vectoriala
(u,v) = ucosv?+usinvf+u25, 0<u<3 0<v<m.

6.13. Sa se calculeze aria suprafetei elicoidale x = wcosv, y = usinv si

z =cv, unde u € [0, a] si v € [0, 27].
6.14. Sa se calculeze aria catenoidei avand ecuatia

(u,v) = acoshgcosuf—l— ozcoshssinujjL vk, uel0,27), ve[-21].
6.15. Sa se calculeze aria torului de ecuatie
Fu,v) = (R+rcosv)cosuT+ (R+rcosv)sinuj+rsinvk, wu,vel0,2n).
6.16. Sa se calculeze / / zdo, unde S este banda lui Mobius, parametrizata
prin °

- u - uy . - . -
(u,v) = <2+vcos§> cosu v+ <2+vcos§) sinw J+ vsin -k,

|

unde u € [0,27), v € [—1,1].

6.17. Se da semisfera 2? +y?+2% = a?, 2 > 0 i cilindrul 22 4+vy? = ax, z > 0,
(a > 0). Sa se calculeze
a) aria portiunii din suprafata semisferei situata in interiorul cilindrului,

b) aria portiunii din suprafata cilindrului situata in interiorul semisferei.

6.18. Sa se afle aria suprafetei formata prin rotirea curbei y = f(x) in jurul
axei OX, unde x variaza intre a si b, iar f este o functie derivabila si pozitiva.

Ca si aplicatie, si se calculeze aria suprafetei de rotatie a® — 22 +y? + 2% = 0.

6.19. Considerand suprafata Pamantului fara denivelari, ea verifica ecuatia
elipsoidului % + % 4+ % =1, cua = b = R, = 6378.137 km si ¢ = R, =
6356.7523 km, conform standardului WGS 84. Sa se calculeze aria cuprinsa
intre paralelele a; §i s §i meridianele 3 si 8. Care este aria de la suprafata

Pamantului cuprinsa intre paralelele 45° si 46° si meridianele 26° si 27°
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6.20. Fie S portiunea din planul 2z + 3y + 6z = 12 situata in primul octant.
Sa se calculeze fluxul vectorului v = 1827 — 127+ ByE prin suprafata S,

dupa normala indreptata in sens opus originii axelor de coordonate.

6.21. Calculati fluxul vectorului @ = 227+ y? 7+ 2%k prin portiunea din
suprafata conica 22 + y? = 22, cuprinsa intre planele z = 1 si z = 2, normala

fiind orientata spre exteriorul conului.

6.22. Si se calculeze fluxul vectorului @ = 7+ y 7+ (% + y?) k prin fata

exterioars a paraboloidului z = z? + %2, din interiorul cilindrului 2 +y* = 1.

6.23. Fie S suprafata cilindrica 22 + y? = 16, din primul octant, cuprinsa
intre planele z = 0 si 2 = 5. Sa se calculeze fluxul lui 7 = 27+ 27— 3y?z k

prin suprafata S, dupa normala exterioara la suprafata.

Folosind formula lui Gauss-Ostrogradski sa se calculeze
6.24. Fluxul lui v = 22y + 2)7+ y*7— (z + 3y) k prin fata exterioard a
tetraedrului cu varfurile de coordonate (0,0,0), (3,0,0), (0,3,0), (0,0,6).
6.25. Fluxul lui 7 = 237+ (y3 — 2) J+ y*k prin fata exterioard a corpului
marginit de paraboloidul z = 2 — (22 + %?) si planul XOY.
6.26. Fluxul lui 7= 227+ 42 7+ 22k prin fata exterioard a sferei de ecuatie
Yyt 2= 1
6.27. Fluxul lui v = 274yzj+x k prin fata exterioara a prismei cu varfurile
de coordonate (0,0,0), (a,b,0), (0,b,0), (0,0,c), (a,b,c), (0,b,c).
6.28. Fluxul lui 7 = y27+ 227+ 2%k prin fata exterioara a paraboloidului
z=1—2%—y% 2>0.

Folosind formula lui Stokes
6.29. Sa se calculeze // rot - rido, unde v =y + 27+ vk si S este fata

S

exterioara a paraboloidului z = 2 — 2% — 3%, 2 > 0.

6.30. Si se calculeze circulatia vectorului @ = y27+ 227+ 22 k de-a lungul
laturilor triunghiului cu varfurile A(2,0,0), B(0,2,0) si C(0,0,2), parcurse

in sens orar daca sunt privite din origine.
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6.3 Solutii

Solutie 6.1. Planul este dat prin ecuatia sa implicita, vezi Figura 6.1. Poate

Z
5 Y
4
sHi=1
X O 2 X
Figura 6.1: Suprafata S Figura 6.2: Domeniul D

fi adus la forma sa explicita daca se ia

r oy
= 1————) D
z 5( 5 1) (z,y) € D,

unde D este proiectia suprafetei S pe planul XOY, adica multimea reprezen-

tata in Figura 6.2:

x
D:{(x,y)€R2]§+%§1 si :L’,?JZU}.
Pentru ca p = —g ig= —%, integrala data se reduce la o integrala dubla,

5
conform relatiei (6.3)

or 17y 25 25
I: —_ = _— 1 _ _
//S(z+5x 3y) do //D(5—|— 5 4>\/ +4+16dxdy,
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iar aceasta se calculeaza pe un domeniu simplu in raport cu OY, astfel

4—2x
I= ”14 //( 5—x——17y)dd /dx/ ( 5—$——1Zy)dy
14
:/0 (54 34$+;$)dx:?8.

Solutie 6.2. Avem ecuatia explicita a suprafetei. Aplicam (6.2), unde p = y,

q = x si obtinem
Aria = // V14 y?+ 22 dedy,
D

unde D este multimea perechilor (z,y) care verificd inegalitatea 22 +y* < a?.
Trecand la coordonatele polare p si ¢ prin intermediul relatiilor x = pcos g

sl y = psinp, avem

a 2T
ATiCL:/ dp/ ,0\/1+p2d<p:27r/ o\ 1+ p? dp——[l—i—a)%—l )
0 0

Solutie 6.3. Suprafata S este partea din paraboloidul z = (2% + y?)/2, ge-

nerata de multimea plana
D={(z,y) eR’|2’+y* <2z, y>x}.

Aplicand (6.3) pentru p = x si ¢ = y, obtinem

]://xydaz// xy\/1+ 2?2 + y?2 de dy.
S D
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Trecand la coordonate polare, avem x = pcosp i y = psin ¢, iar domeniul

D se transforma in domeniul
A ={(p,0) € [0,00) x [0,27] | p < 2co5p, sin 9 > cos }

Din inegalitatea 0 < p < 2cosg, deducem ca ¢ € [—7/2,7/2], iar din

tgp > 1, domeniul lui ¢ se restrange la [%, g} Integrala dubla devine

5 2cos p
// xy\/1+x2+y2da:dy:/ dgp/ p®sin p cos /1 + p2dp
D z 0

5 2cosp
:/ singpcosgpdgp/ p°\/ 14 p2dp.
0

4

Cu schimbarea de variabild 1 + p? = r, obtinem

2(:0530 1+4COS2QO d 5 3 1+4C052§0
/ p3\/1+p2dp:/ (r—1) iy (A
; ! 2 53],
Folosind formula 3 + 2 cos 2¢p = 4 cos® ¢ + 1, avem
Tsin20 [(3+2cos2p)2 1 (3+2cosp)z 1
I = S S e K
™ 2 ) ) 3 3

u=3+2cos 2¢ /3 é . ﬁ + 3 % . 3\/§ 4 i
N L U5 3 15) 8 70 30

Solutie 6.4. Elementul de arie al suprafetei conului z = /22 + y? se obtine

calculand

Z
z’—ix
z /a:2+y2
o Yy
A—

si folosind formula

do = \/1 +(2) + (z;)dedy = V2dz dy.
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Notand D : 2 + y* < 1, obtinem, conform (6.3)

I://(x2+y2+22+y)d0://(x2+y2+x2+y2+y)\/§dxdy,
S D

Trecand la coordonate polare, se obtine
2m 1
I= / dgo/ (2p% 4 psin)pV2dp
0 0
1 o 1
:47r\/§/ p3dp+\/§(/ singodgp)-(/ dep):Wﬂ—FO:W\/i.
0 0 0

Solutie 6.5. Elementul de arie al suprafetei este

A

X

Figura 6.3: Problema 6.5

do = \/1 +(2)* + (z;)2dxdy = /1 +4(22 +92) da dy.

Aria suprafetei este Aria = // do = // V1 +4(22 + y2) dz dy, unde D
s D
este domeniul plan D : 2? 4+ y? < 1. Trecand la coordonate polare, obtinem

1

:%(5\/5—1).

0

2m 1 1(1 & 402)3
Arm:/ dgp/ \/1+4p2-pdp:27r-§%
0 0 B

2
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A
Y

Yy =2x

L~ — z

VT

|

O 21/2 X
Figura 6.4: Problema 6.6 Figura 6.5: Domeniul D

2
x
Solutie 6.6. Suprafata este z = Ch Elementul de suprafata este

do =1+ 2?2drdy. Aria va fi

Aria:// V14 22dedy =
D

2V2 2x

\/1+x2dx/ dy

0

2v/2 T 3 2V2
:/ \/1+x2<2x—§> dxzi/ vV 1+ a22dx
0 0

(9% _ 1) — 13.

Solutie 6.7. Sa calculam mai intai masa fetei O’A’B'C’, vezi Figura 6.6.

(1+a2)2 e

N —

3 1
2 2

N

0

Aceasta fata a cubului se gaseste in planul de ecuatie z = 1. Pentru ca
z, = 0 = 2, avem do = drdy. Notand cu D = [0,1] x [0,1] (adica
multimea plana marginita de patratul OABC'), obtinem

! ! 11 1
M:// p(x,y,z)daz// rydedy = rdz ydy ==-=- =-.
O'A'B'C’ D 0 0 2 2 4

Pe trei din fetele cubului (OO’ A’A, OO'C'C' si OABC') densitatea este p = 0.

1

Pe fetele paralele cu planele de coordonate, masa unei fete este 7 ( pentru
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fiecare fata se calculeaza la fel ca si in cazul fetei O’ A’B’'C"). Masa suprafetei

cubulul este 3 - i = %.

Figura 6.6: Cubul OABCO'A'B'C’

Solutie 6.8. Fata OABC apartine planului z = 0, vezi Figura 6.6 si are
elementul de arie do = dxdy. Notand D = [0, 1] x [0, 1], avem

//OABC(:JMLy+z)da://D(:chry)dzzcdy:/O1 (a:ery;)
[ G2

0

1

dx
0

=1.

Fata O'A’B'C" apartine planului z = 1 si are elementul de arie do = dx dy.

// (x+y+z)da://(:c+y+1)dxdy
O'A'BIC D
://(a:+y)dxdy+// dedy=1+1=2.
D D

(x+y+2z)do=3.

Va rezulta ca

/OABC U O'A'B'C
Datorita simetriei si integralele pe celelalte fete-perechi au aceeasi valoare.

In concluzie, integrala pe intreaga suprafata a cubului este I =3-3 =9.
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Solutie 6.9. Aplicdm (6.2) si avem do = /1 + 4(22 + y?) dz dy. Asadar

Aria:// daz/ V1 +4(z2? +y?) de dy,
s D

unde D este coroana circularda 1 < 22 + y? < 4, vezi Figura 6.8. Trecand la

coordonate polare, obtinem
2

2m 2 2\ 3
1(1+4p%)5
Arz’a:/ dgp/ p\/1+4p2dp:27r—% -
0 1 2
1

8 2

% (m/ﬁ - 5\/5) .

Figura 6.7: Problema 6.9 Figura 6.8: Domeniul D

/

Solutie 6.10. Avem 2, = % i 2,

2 2 2
do= VOV Gy,
a
Rezolvand sistemul

2az = 2% + 32,
z=h,

= £, de unde obtinem elementul de arie

deducem ca multimea D este

D={(z,y) eR* |2 +y* <2ah}.
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Integrala de suprafata are valoarea

+ /02 & 72 & 12 1
I_// an y a‘+zxc+y dxdy:—Q//(x2+y2)dxdy
Va2 +y? Ta? a 2a% J Jp

V2ah 1
=5 -2 (2ah)? = Th?.
2&2/ / 0% - pdp 27 1 (2ah)* = 7h

Solutie 6.11. Conul 22 + y?> = 2? intersecteaza cilindrul 2z + y?> = 4 in

z = =2, obtinandu-se doua cer-
curi. Aria suprafetei S va fi A
dublul ariei suprafetei care se gaseste
in semispatiul superior: Ariag =
2Ariag,. Suprafata Sy verifica ecuatia

explicita

Sy z= \/a:2+y2, (.T,y)GD,

unde D este discul plan cu centrul in

origine gi de raza 2. Elementul de

suprafata este

do = V2dz dy.

Agadar, aria este
Ariag = 2// do = 2[2// dz dy = 2v2Ariap = 2V/2 - 4 = 8/2r.
S1 D

2

Solutie 6.12. Avem x = ucosv, y = usinv §i z = «?, adica 2? + 3% = z,

ceea ce ne arata ca suprafata este paraboloid. Pentru calculul elementului
de suprafata aplicam (6.1). Avem

E = (cosv)? + (sinv)? + (2u)® = 1 + 4u?,

G = (—usinv)? + (ucosv)® + 0 = u?,

F =cosv - (—usinv) +sinv - (wcosv) + 2u - 0 = 0.
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Cu acestea, aria suprafetei S se poate calcula prin

3 T
Arm:// daz/ / uV1+4du2dude =
s o Jo

SRl

om (37@ — 1)
B 12 '

Solutie 6.13. Calculam F, G si F
E=1, G=u*+ F=0.

Astfel aria va i

27 a
Arm:// da:/ / vu? + c2dudv
s o Jo

2 2 2
L (g,r2+c2+%lnfl+— Va+0>

Cc

Solutie 6.14. Calculam E, G si F', reamintind formulele cosh x = % (e* + e ")

si (coshz) =1 (e” — e™™) = sinhz.

E = ()" + (y.)" + (2)%,

= a® cosh® B(— sinu)? + a* cosh® E(cos u)?
a a

v
= a? cosh? = X
a

i v . v
G = sinh? = cos® u + sinh? = sin® u + 1
a a

. (Y v
= 1+ sinh? = = cosh?® —.
a c

v, LU v LU
F = acosh —(—sinu) - sinh — cos u + a cosh — cos u - sinh — sinu = 0.
a a a a
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Aria suprafetei va fi
1 2 v
Am’a:// \/EG—FQdudv:/ dv/ a cosh? — du
D -2 0 a

sra [t ) o (B
= 2ma —lea +e . v=—|z€e"
o4 2 \ 2

St et) o
—2 9 (& € € (& .

1 a 2
— —e a

2 2

1
+3)
-2

Solutie 6.15. Torul este reprezentat in Figura 5.18. Calculam F, G §i F.

E = (2,)" + ()" + (2,)",
= (R +rcosv)?(—sinu)® + (R +rcosv)*(cosu)? + 0 = (R + rcosv)?.

G = (—rsinu)?cos® u + (—rsinu)?sin® u + (r cosv)* = 12,
F

= (R +rcosv)(—sinu)(—rsinv) cosu + (R + rcosv) cosu(—rsinv) sinu

Aria suprafetei torului va fi

2m 2m
Aria:// \/EG—FQdudv:/ dv/ r(R+ rcosv)du
D 0 0

2m
= 27r7"/ (R+rcosv)dv =277 - (2R +0) = 47°rR.
0

Solutie 6.16. Calculam parametri F/, GG, F' ai suprafetei

2
E = [—E singcosu — (2 + v cos g) sinu}
2 2 2

+ [gsinginu+ (2 veos ) cosu] + (Geon )
——sin —sin — — —
5 SN 5 sinu v Cos 5 ) cosu 5 08 3
2

Y +(2+ “)2
= — U COS —
1 5)
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U 2 U 2 u\ 2
G = <cos§cosu) + (cosisinu) + (sin 5) =1,

vo.ou (AN ()
F = <——s1n—cosu— <2+vcos—> smu) COS — COS U
2 2 2 2

+<v_u_+<2+ u) ) u_+v u .U
——sin —sinu VCoS — | cosu | cos —sinu + — cos — sin —
2 2 2 2 2 2 2
:—gsingcosg(0082u+sin2u)—i—gcos%sing:O.

Elementul de suprafata este

Figura 6.9: Banda Mobius-suprafata cu o singura fata

2 2
do = \/UZ+ (2—1—1}005%) du do.

Integrala data se calculeaza astfel

1 2m 2 2
//Szda:/ldv/o vsing\/%+<2+vcosg) du
t=cos % 1 1 U2
:2/ dv/ 200/ — + (2+vt)2dt
-1 —1 4
1 1
:/ dv/ v\/v2 4 (4 + 20t)2dt
1 1
a4 20t 1 1 44-2v
=" - dv Vo2 + p*dp.

2 1 4—2v
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Folosind formula
2
/Va2+x2dx: %ln <:E+\/a2+x2) —|—%\/a2+x2,
obtinem

//zda:i/l [(4+2v) v2+(4+2v)2—(4—2v)\/W] dv
s _

1

1 [t 44204+ /2 + (4 + 20)2
_/021n+v+ U—i—(%—u)dv'

4) 4— 20+ \/v2+ (4 — 20)?

Desfacand fiecare din cele doua integrale in doua si folosind substitutia

+

w = —v, se obtine
1 1
//ZdJ:Z/ (44 2v)\/v2+ (44 2v)2dv
S -1

1 1
—1/ (4 4+ 2w)y/w? + (4 + 2w)? dw
—1

1 1
+ Z/ v In(4 + 2v + /02 + (4 + 20)2) dv
-1

1
_Z/ v21n<4+2w+\/w2+(4+2w)2) dw

-1

=0.

Solutie 6.17. a) Ecuatia explicita a semisferei este z = (/a? — (22 + y?).

Avem
_x . _y
2 = i 2=

a? — (2% +y?) ToVa = (@)

ceea ce ne da

2 4 .2
dUZ\/1+%dxdy: a dx dy.
a? —a? —y

Cu aceasta, aria suprafetei este

Aria:// daza// ! dz dy,
s p /a2 — (22 + y?)
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unde D este multimea pland data de inegalitatea 22 + y? < ax. Trecand la

coordonate polare, noul domeniu este

Ari // ! dpd /gd /«» pdp
ria = a ——=pdpdp =a @ ——
AN/ a? — p? . 0 Vat—p?
:a/2 de <—\/a2—p2> acow:a/2 <—a 1—cos2g0—|—a) dy

0

s
2

N

™

2 2
=a’m — a2/ |sin ¢| dp = a7 — 2a2/ sin o dg = a*1 — 2a®.
- 0

s
2

A
Y
O 5 X
Figura 6.10: Corpul lui Viviani Figura 6.11: Domeniul D

b) Deducem ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice. Folosim coordo-
natele cilindrice

T = pPCos¢

Yy = psiny

z=2z.
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Inlocuind in ecuatia 2 + y? = az, rezultd p* = apcos v, adicd p = acos .

Ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice sunt

x = acos’y

Yy = acospsinp = gsin2¢p

z =z
Parametrul ¢ reprezinta unghiul polar din planul XOY', agsadar ¢ € [—%, ﬂ )
Parametrul z ia valori de la 0 (planul XOY") pana la intersectia cilindrului

cu sfera:

z=4/a?— (22 +y?) = \/a2 — (a2 cos* p + a2 cos? psin? )

= a\/l — cos? p(cos? p +sin? p) = alsing| .

Multimea valorilor celor doi parametri este
D’:{(cp,z)\ —ggwgg,ogzga\sm@\}.

Elementul de arie este do = vV EG — F?dpdz, unde

(1’:0)2 + (y;)2 + (z;)Q = % sin? 20 + a? cos? 2040 = aQ,

()" + ()" + () = 1,

E
G
F

I /o I
r,x, + Yy, + 2,2, = 0.

Aria suprafetei cilindrice este

jus

5 alsin p|
Aria://daz// \/@2-1—0d<pdz:a/ dcp/ dz
S ! _ 0

3
> [2 2 [7
:a/ |sin | dcpzZa/ sin ¢ dep
- 0

us
9
jus
= 2a°.
0

= —2a’cos
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Solutie 6.18. Ecuatia suprafetei obtinute prin rotatia curbei

y = f(x),
z=0

in jurul axei OX este

iar ecuatia jumatatii sale superioare este z = \/[f(x)]? — y2. De aici
L WRw
' f@)P -y 7 [f(@)]? =y

Agadar, aria suprafetei se exprima prin integrala dubla

Am'a2//13\/1+(Z;)2+(zé)2da:dyQ/Af(x)%dxdy,

unde D este domeniul din planul XOY marginit de curbele x = a, x = b,

y = f(z) siy = —f(x). Trecand la integrala iterata, gasim

Aria =2 /ab f(x)mdx /_if(:) \/ﬁ’

si pentru ca integrala interioara are valoarea 7, se obtine urmatoarea formula

Arm:27r/abf(x)\/1+[f/(x)]2dx. Z

Pentru suprafata de rotatie

-2ty + 27 =0,
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avem f(z) = +va? — a3, x € [0,1]. Aria va fi

2 — 322
Ama—27r/ vV —x3\/1+x7x)dx

T2 — .TB)

= /x\/9x2—16x+ dz.

= / T - 3\/ :1:—— —dx
Folosind formula

2
/Va2+x2dx:%ln<x+\/a2+x2) —|—g\/a2+x2,

si descompunerea

! 16
Arm:%/ (182 — 16)v/92% — 162 + Sda + 7T/ V92% — 167 + 8 da
0

se obtine

! 16
Aria = 1”—8/(18;5— 16)v/922 — 167 + 8dz + 7T/ +_d;,;
0

Posra M8 (8 2+§
. 3 8l 9 9 81
1
L8 8 8 2+8
_ . — l'__ x__ —_
3 2 9 9 81
0
(7+58\/_)
81 2

2
:18g 022 — 167 + 8

In(3v'2 + 4).

Solutie 6.19. Suprafata S a Pamantului, cuprinsa intre paralelele oy i ao

si meridianele 5y si (s, se poate reprezenta parametric prin

x = R.sinf cos ¢ . .
S:<¢ y=R.sinfsing QE[——ag,——

2 2 a1:| , P S [61762]‘
2z = Ry, cos0
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Calculam numerele E, G si F' corespunzatoare suprafetei S

E = R?cos® 0 cos® ¢ + R? cos® §sin® p + R; sin’ = R? cos® 6 + R; sin” 6
G = R?sin? §sin® ¢ + R?sin? 0 cos” p = RZsin®f
F=—R.cosfcosy- R.sinfsinp + R, cosfsiny - R, sinf cosy = 0.

Cu acestea, aria suprafetei S este

5o B2
Am’a:// da:/ d@/ Resinﬁ\/RECOSQQ—l—R%sinQHdgo
S R B1

sin a
u= (:059 62 Bl / \/R2U2 + R2(1 _ U2 du

nag

Ru(fr — o) /B2 R?/l

2
Folosind formula /\/a2 +22dr = % In <x +Va®+ x2) + gv a® + x?, se

sin ag
2
R2 + u? du.

sin g
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obtine
R.R%(B2 — B1) sinag/R2 — R2 + \/RI% + (R2 — R2) sin® oy
Aria = n
RZ - R sinay/RZ — R2 + \/RZ + (R2 — R2) sin® ay
1 2 2) «in?
5 R (B2 — p1) sin ag \/R Rp) sin® aeo
1 2 2) qin2
— gl Re(By — B1) sinoy \/R — R2) sin® a;.
Pentru cazul particular oy = gg, = Zigg, pr = ?gg si By = %, obtinem

Aria = 8 194 km?.

Solutie 6.20. Fluxul se calculeaza cu formula ®g(v) = // U - nndo. Ver-
s

sorul normalei la planul 2z 4 3y + 62 = 12 este

L 27+37+6k 2 3 L6
nN=—F—————-==511t3 — k.
V22432462 7 77
Ecuatia suprafetei se scrie sub forma
r Yy
Siz=2—-—= D
z 3 27 (‘I‘?y) 6 Y

unde D este proiectia suprafetei S pe planul XOY, adica

D={(z,y)|220+3y<12,2>0,y >0}.

Elementul de arie este

da—\/l )dedy—gdxdy

Calculam v- 7

= 2 3 6
v-n=(1827—127 3k)~ i+ =-J+=k) =
v-n ( zZ1 J+ 3y (72—1—7]+7)

!

36z — 36 + 18y
- .
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Z

Fluxul este

T

36 —5—2)—-36+18y 7
s(7) = // 3 ) Y 6dxdy—//(6—2x)dxdy
—6AD—2//xdxdy—6 12—2/ dx/
_72—2/ (4x—2i)da;_72—2(2x—2i) =24,
0 3 9 /1o

Solutie 6.21. Ecuatia suprafetei este z = /22 +y2, (z,y) € D, unde D
este

D={(z,y)|1<2*+y*<4}.

Normala la suprafata face cu OZ unghiul v > 90°, deci cosy < 0. Rezulta
_ Ty X Ty
ca 1=

————. Elementul de arie este do = || 7, x 7,||. Fluxul este
RS !
s(7) = //v ndo = — // (7 x 1) dzdy
unde
2?2 2?4 y?
S R 1 0 z 2 2 z’ +y°
V-(Tr, Xr — x2+ 2 = —|— y R ——
N W

Vary?
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Rezulta ca

//( _x—i—y )dxdy,
x2+y

unde D este coroana circulara 1 < 22 +4y? < 4. Se trece la coordonate polare.

2 2
Bs( ) = —/ dp/ (0" = p*(cos’ ¢ + sin® p)) pdy
1 0
2 2 o
:27?/ pgdp—(/ p3dp)-(/ (Cos3cp+sin3cp)dg0)
1 1 0
Si, pentru ca

2m 2
/ (cos® ¢ + sin® ) dp = / (cos ¢ + sin ) (cos? o + sin p — cos psin ) dy
=1

2
/ (cos 4 sin ¢ — cos? psin p — cos @ sin? ) dp
0

2

— Ccos Y
0

21

. 2
SlIl3 )

N cos3 o |*"
3

0 3

=0

= sinyp

0 0

rezulta ®g(v) = 27 —
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Solutie 6.22. Paraboloidul z = x? + 32 intersecteaza cilindrul 22 + y? = 1
pentru z = 1.

X

Ecuatia suprafetei este

z=a*+y? (v,y) €D,

unde D : 22+y* < 1. Normala la suprafata face cu axa OZ unghiul v > 90°,
deci cosy < 0. Rezulta ca

Ty X Ty

St

T xRl

s(0) = //v ndo = — // (7 x 7)) dz dy.

Calculam produsul mixt. Avem

Fluxul este

oy (2% +y)?
T-(rpx7y)=|1 0 2r :(x2+y2)2—2(x2+y2).
0 1 2y

Rezulta ca

0s(7) = = [[ [+ =207 + 4] oy,
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unde D este discul 2% + y? < 1. Se trece la coordonate polare si se obtine

1 2 1
Dg5(0) = —/0 dp/o (p' —2p%) pdp = —27T/0 (p° —2p%)dp

6 4\ |1
P’ 2p
:—2 _— —

Solutie 6.23. Pentru parametrizarea suprafetei folosim coordonatele cilin-

drice.
Z
n
X T

Obtinem

x =4cos p, -

. o . @ - O, 5] s
S:q y=4sinp, 2c(0,5

z =2z,

Fie M = [O } . Fluxul este

Ty X T
s(0) = U nda—// —F |7, x .|| dpdz
// 7 x 7 77
// (7, x 1) dpdz.

Calculam produsul mixt. Avem

z 4cosp —3-16sin’p -z
U(Tpx ) = |—4sing 4dcosgp 0 = 4z cos p+16sin p cos ¢.
0 0 1
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Rezulta

@S(ﬁ):// (4z cos ¢ + 16 sin p cos p) dp dz
M

5 z 5 z
:4/ zdz/ coscpdg0+16/ dz/ sin ¢ cos ¢ dy = 90.
0 0 0 0

Solutie 6.24. Notand A(3,0,0), B(0,3,0) si C(0,0,6) si 2, tetraedrul avand
drept fete planele de coordonate din primul octant si planul ABC', de ecuatie

Z
Y
B
r+y=3
@) A X
X
Figura 6.12: Suprafata S Figura 6.13: Domeniul AOB

obtinem pe baza formulei lui Gauss-Ostrogradski

CDS(E)://S{J'- ﬁda:///Qdivﬁdw:///ﬂllyda:dydz
6—2x—2y
:4// ydxdy/ dz:4// y (6 — 2z —2y) dedy
AOB 0 AOB
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By(7) = 8 3dx/03_x[(3—x)y—y2]dy:8/03((3_x)3 - (3_95)3) da

2 3

Solutie 6.25.

@S(ﬁ)://sﬁ-ﬁda:///gdivﬁdw:///£2(3x2+3y2)dxdydz
2—(2%+y?)
:3//(x2+y2)dxdy/ dz
D 0

=3 /D(x2 +9°) [2 - (2° +¢?)] dady,

unde D : 2% 4+ ¢y? = 2.

Se trece la coordonate polare si se obtine

A {pG[O,\/?]

@ € [0, 2m7].
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Rezulta

// 2p% — p*) pdpdy
27 \/5 21
—6/ pdp/ dp — 3/ p5dp/ dep
0 0 0 0

1 1
:6~27r~—(\/§)4—3~27r~6(\/§)6:127r—87T:47r.

4

Solutie 6.26.

@S(ﬁ)://sﬁ-ﬁda:///Qdivﬁdw:2///0(1+y+z)dxdydz
:2-VolQ+2///Q(y+z)dxdydz,

unde Q: 22 +92+22 < 1.

Stiind ca volumul sferei este

4
O5(0) = ? ///ydxdydz+2///zdxdydz

V1—z2—22 v/ 1—x2—y2
:——|—2// dxdz/ ydy+2// da:dy/ zdy
D, —V1-22—22 Do /1222

47rR

, se obtine
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Solutie 6.27.

@S(ﬁ)://sﬁ-ﬁda:///ﬂdivﬁdw
:///zda:dydz:// da:dy/ zdz
Q OAB 0
2 2
:C_// drdy = <. 9
2 JJoan 2 2

Solutie 6.28. Suprafata cercului din planul bazei .S, impreuna cu suprafata

paraboloidului S marginesc corpul 2. Aplicand formula lui Gauss-Ostrogradski

// -ﬁda:///divﬁdw:O.

SUS. Q

// ﬁ-ﬁda://ﬁ-ﬁda—i—// U - nido.
SUS. S c

De aici obtinem ca

se obtine

<y

Dar
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Pentru suprafata S. versorul normalei este 7 = — k. Astfel
Os(0) = —// <y277—|— z2j—|—x21_5> : (—E) do
Se
= // 2?do = // z? dz dy

2m 1 2w
1 1+ cos2p s
:/ congodgo/ pgdp:Z/ #dwz—.
0 0 0

W

Solutie 6.29. Curba frontiers a paraboloidului este cercul C': 2% + y* = 2.

Acest cerc are parametrizarea
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r = +/2cos
C: < y=+2sing ¢ e|0,27).
z=0

Pe baza formulei lui Stokes obtinem

//rotﬁ-ﬁda:/ ﬁ-dF:/ydx—l—zdy—l—xdz
s c c

2m
—/ 2sin® pdp = —27.
0

Solutie 6.30. Aplicam formula lui Stokes

Z

X

Figura 6.14: Suprafata S

/fr(S)

pentru suprafata triunghiului

1
o,
=y
I
\
to\
._g
o
o+
ST
3
o,
Q

S:z=2—-x—y, (z,y) €D,
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unde D este multimea din planul XOY marginita de AOAB. Versorul

normalei la suprafata S este

1 . I
<—pz—q1+ k) =

P S—
V1+p*+ ¢

Rotorul vectorului v este

=y
+
=y
+
NG

Sl
w
VS

T7 k
rot v = g 2 2 :—QZT—QxI—QyE.
or 0Oy 0z
¥ 2 g2
Obtinem
oo S S - T
//Srotv-nda—//9<—2z2—2a:j—2yk)~—3<2+j+ k) do
2 //(x+y+z)d
=—— o
v3.JJs
5l
=—— 2v/3dz dy
v3.JJp
= —4- Ariap

— -8
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