Curs 10

Integrale duble

10.1 Integrala dubla pe dreptunghi

10.1 Definitie. Fie D = [a,b] x [¢,d]|. Functia f : D — R este integrabila pe D dacd exista
numarul real I cu proprietatea ca pentru orice € > 0 ewista 6 > 0 astfel incat pentru orice
diviziune a intervalului [a, D]

a=Tg <11 < - <xp,=0>

si orice diviziune a intervalului [c, d|

c=yYo< < - <yp=d

asa incdt ||A]| = /(zp — xp-1)2 + (y; — yj—1)% < 0, si pentru orice alegere a punctelor inter-
mediare §;, € [xp—1,xi], k=1,...,n sin; € [yj—1,y;], 7 =1,...,m sda avem

I= ZZf(ﬁkﬂ?j) (e — zpm1) (Y5 — yj-1)| <€

k=1 j=1

10.2 Notatie. Daca numarul I exista, atunci el este unic si se noteaza ffD f(z,y)dx dy.

10.3 Observatie. Integrala dubla a unei functii f pe un dreptunghi poate fi privita ca limita

J[ raadzdy= tim TS ) (=m0

=1 j=

10.4 Interpretare. Sa consideram doua exemple care ne conduc la notiunea de integrala dubla.
Mai intai, avem o placa plana sub forma dreptunghiului D C R2. Placa este neomogena, avand
densitatea punctuala data de functia p : D — R. Ne propunem sa calculam masa acestei placi.

Impértim placa D = [a,b] X [¢,d] in dreptunghiuri mici Dyj = [zg—1,2k] X [yj—1,y;], unde
punctele z;, kK = 1,...,n reprezinta o diviziune a intervalului [a,b], iar y;, 7 = 1,...,m
reprezinta o diviziune a intervalului [c,d]. Aceasta impartire o facem uniform, in sensul ca
diagonala fiecarui dreptunghi este suficient de mica si nu depaseste o anumita valoare. Fie
(&k,m;) € Dy; un punct oarecare din dreptunghiul mic Dy;. Masa fiecarui dreptunghi mic este
aproximativ egald cu produsul dintre aria dreptunghiului mic si densitatea in punctul (&, n;),
iar masa placii este suma tuturor maselor dreptunghiurilor mici, adica

mpa Y > mpg=> > p&n)  ADig) =D > f(Gkm) - (@r — w1y — yi1).

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
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Cu cat dreptunghiurile sunt mai mici cu atat valoarea sumei calculate se apropie de valoarea
masei placii. La limitd mp = [[,, p(z,y) dz dy.

10.5 Interpretare. Avem o suprafata in forma explicita z = f(x,y), (x,y) € D. Ne propunem
sa calculam volumul V' al corpului marginit de aceasta suprafata, planul XOY si suprafata
cilindrica cu generatoarele paralele cu axa OZ si curba directoare frontiera dreptunghiului D.

Impértim dreptunghiul D in dreptunghiuri mai mici Dyj = [xp—1, k] X [yj-1,y;], unde
punctele z;, &k = 1,...,n reprezinta o diviziune a intervalului [a,b], iar y;, j = 1,...,m
reprezinta o diviziune a intervalului [c, d]. In fiecare dreptunghi mic consideram un punct
(xig,mj) € Dyj. Aproximam volumul cu suma volumelor paralelipipedelor avand ca baza drep-
tunghiurile D;; si ca inaltime valoarea f(&y,n;). Rezulta

m m

VY > &) - ADg) =D > F&amy) - (e — m) (Y — yj1)-

k=1 j=1 k=1 j=1
La limita se obtine volumul V = [[,, f(z,y) dz dy.
10.6 Propozitie. Daca f este integrabila pe dreptunghiul D atunci f este marginita pe D.

10.7 Observatie. Fie f : D — R o functie marginita definita pe un dreptunghi D = [a, b] X
[c,d]. Considerand diviziunea A = UDy;, Dy; = [xg_1,2k] X [yj—1,y;]. Definim
Mkj = sup f(xu y)
myg; = inf x,
kj (.9)€Dy; f( y)

SULA) =Y My - (xp — 2e1)(y; — yj1)
k=1 j=1

s(fL ) =) - (@ — wea) (g5 — ).

k=1 j=1
Se poate demonstra ca f este integrabila pe D daca si numai daca S(f, A) — s(f, A) tinde la

zero cand ||A|| tinde la zero.

10.8 Propozitie. Daca f, g sunt doua functii integrabile pe dreptunghiul D st o, B € R atunci
functia af 4+ Bg este integrabila pe D i

//D(afﬂLﬁg)(ﬂ?,y)dxdy:a//Df(x,y)dxdy—|—ﬁ//Dg(x,y)dxdy.

10.9 Propozitie. Daca f este o functie integrabila si pozitiva pe dreptunghiul D, atunci

//wa,y)dmdyzo.

10.10 Propozitie. Fie D un dreptunghi [a,b] x [c,d] si fie Dy ; = [xr_1,%n] X [y;—1,y;] (1 <
k<mn gil<j<m)dreptunghiurile obtinute prin divizarea intervalului [a,b] prin punctele a =
ro < 1 < -+ < X, = b gi divizarea intervalului [c, d] prin punctele c = yo < y1 < +++ < Yy = d.
Daca f este integrabila pe dreptunghiurile Dy, ;, atunci f este integrabila si pe D si

//Df($,y)dxdy: zn:f://ijf(%y)dxdy.
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10.11 Teorema (Formula de calcul). Daca f : D — R este o functie integrabila pe dreptunghiul
D = [a,b] X [¢,d] si pentru orice x € |a,b] integrala cu parametru fcdf(x, y) dy exista, atunci

/Dﬂx,y)dxdy:/ab (/Cdf(ﬂs,y)dy> dr.

Demonstratie. Fie A, 1 a = x9 < 1 < -+ < x, = b 0 diviziune intervalului [a,b] si A, : ¢ =
Yo < y1 < -+ < Yy = d o diviziune a intervalului [c, d]. Fie & € [zx_1, zx] puncte alese arbitrar.
Atunci my; < f(&,y) < My;, pentru orice y € [y;_1,y;]. Integrand, rezulta

Yj
M (Y; — Yj—1) < / f&k,y) dy < Myi(y; — yj—1)-
Yj—1

Insumand, avem

> (Y — y-1) / f(&roy dy<ZMk1 — Yj-1)
j=1

Inmultind aceste inegalitati cu (xy — zx_1) $i Insumand, obtinem

n d
S(.8) < (=) [ 1(6)dy < S(1.A).

Din definitia sumelor s(f, A) si S(f,A) si integrabilitatea lui f pe D, rezulta

//fxy dedy < S(f,A).

Atunci

S(va)_S(f7A)§ (‘rk‘_‘xkl)/ f(gkay)dy_/[)f(x?y)dwdy<S(f7A>_S(f7A>

k=1

si pentru ca diferenta S(f, A) — s(f, A) tinde la zero, cand ||A]| — 0 rezulta ca

Hilfio k—xkl/ffkydy—//fxydxdy

Pe de alta parte, considerand suma Riemann a integralei cu parametru g(x f flz,y)d
asociata diviziunii A,, avem

n b
lim xk—xk 1 / f(&,y)dy = lim Zg(fk)(xk—xk_l):/ g(x) dx.

1A1=0 2 1A2]—0 5=

Acest lucru demonstreaza ca

/Df<x,y>dxdy=/ dx—/ (/ f:cydy)
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10.12 Observatie. Daca f : D — R este continua pe D atunci

//Df(x,y)dmdyZ/ab (/cdf(x,y)dy) dx:/cd (/b () .

10.13 Exemplu. Si calculam [}, 1% dzdy, unde D = [1,2] x [0,1].
Aplicam formula de calcul si avem

2 1
// ‘ dxdy:/ (/ * dy) dx.
n2xfo,1 1 T2y 1 o 1L+uzy

Calculam integrala interioara.

1

1
1
dy = In(1 + zy)
/0 I +zy

0

Atunci, integrand prin parti, se obtine

2 2 1
1
// - dxdy:/ In(l+z)dz = (1 +2)In(l + ) —/ (14z)- =3In3-2In2—-1.
b 1 1 Jo 1+

1+ 2y

10.14 Definitie. Multimea A C R? are aria nuld dacd pentru orice ¢ > 0 existda dreptunghi-
urile D;, 1 =1,2,... astfel incat

AC GDi 1 iA(Di) < e.
i—1 i—1

10.15 Exemplu. Graficul unei functii continue f pe un interval marginit si inchis [a, b, definit
prin
Gy ={(z,y) €ER*|z € [a,}], y = f(x) }
este o multime de arie nula.
Functia continua f este integrabila, deci S(f, A) — s(f,A) tinde la zero cand [|A|| tinde la
zero. Pe de ala parte, dreptunghiurile Dy, = [z4_1, i) X [my, Mj] acopera multimea G si aria
insumata a dreptunghiurilor Dy este S(f, A) — s(f, A).

10.16 Observatie. Exista drumuri a caror suport nu este o multime de masura nula. Primele
exemple au fost construite de Osgood si Lebesgue in 19031,

10.17 Propozitie. Fie f : D — R o functie marginita si A C D o mulfime de arie nula. Daca
f este continua pe D\ A atunci f este integrabila pe dreptunghiul D.

'W. Osgood, A Jordan curve of positive area, Transactions of the American Mathematical Society, 4 (1903),
107-112, H. Lebesgue, Sur le probléme des aires, Bulletin de la Société Mathématique de France, 31 (1903),
197-203.
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10.2 Integrale duble pe domenii simple

10.18 Definitie. Fie D C R? o mulfime mdrginitd si fie un dreptunghi |a,b] X [c,d] care contine
multimea D. Spunem ca f : D — R este integrabila pe D daca functia

_ f(z,y), (x,y)eD
F(z,y) = { 0, (x,y) € [a,b] X [¢,d]\ D

este integrabild pe [a,b] x [c,d]. In acest caz scriem,

// f(:v,y)dxdyz// F(z,y)dzdy.
D [a,b] x[c,d]

10.19 Observatie. Se poate demonstra ca valoarea integralei nu depinde de dreptunghiul care
contine multimea D si nici de functia F', care prelungeste functia f pe dreptunghiul [a, b] X [¢, d].

Intr-adevir, fie [a1,b1] X [c1,d;] un alt dreptunghi care contine multimea D si fie functia
Fy @ [a1,b1] X [c1,d1] — R care reprezinta prelungirea lui f la [a1, b1] X [c1,d;]. Putem gasi
intotdeauna un alt dreptunghi M cu proprietatea ca [a,b] x [¢,d] C M i [a1, b1] X [e1,d1] C M.
Definim functia G : M — R prin

~J flxy), (z,y) €D
G(x’w_{ 0, (z,y)€ M\ D

Prin definitie, G(z,y) = F(x,y), pentru orice (z,y) € [a,b] X [¢,d] si G(z,y) = Fi(z,y), pentru
orice (z,y) € [a1, b1] X [c1,d;]. Deci,

// F(w,y)dxdy=// G(x,y)dxdy=// Fi(z,y) dz dy.
[a,b] x[e,d] M [a1,b1]x[c,d]

10.20 Definitie. Fie g1, g2 : [a,b] — R doua functii continue pe [a,b], cu proprietatea ca
g1(x) < ga(x) pentru orice x € [a,b]. Multimea

D={(z,y)la<z<b, gi(z) <y < go(r)}
se numeste domeniu simplu fata de axa OY.

10.21 Definitie. Fie hy, hs : [c,d] — R doua functii continue pe [c,d], cu proprietatea ca
hi(y) < ha(y) pentru orice y € [c,d]. Mulfimea

D={(x,y)lc<y<d, hly) <z <ha(y)},

se numeste domeniu simplu fata de axa OX.

10.22 Teorema. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa OY
D={(z,y)la<z<b, gi(z) <y < ga(x)}

unde g1, gs sunt functii continue pe |a,b]. Daca f: D — R este continua pe D atunci

J[ tamasan= | b ( /j:)ﬂx,y)dy) dr.
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Y 1 ‘\\y - 92 ('r) Y
d iiiiii ‘\\
x = hi(y) z = ha(y)

ol o

- y=a@)
O a b X O X
Figura 10.1: Un domeniu simplu in ra- Figura 10.2: Un domeniu simplu in ra-
port cu axa OY port cu axa OX

Demonstratie. Pentru ca ¢ si go sunt functii continue pe intervalul marginit si inchis [a, b],
exista numerele reale ¢ = infyeup g1(7) 51 d = sup,epuy g2(7). Atunci D C [a,b] X [c,d].
Definim F : [a,b] X [¢,d] — R prin

_ [ flzy), (xy)eD
F(x,y)—{ 0, (x,y) € a,b] X [¢,d]\ D

Functia F' este discontinua cel mult pe frontiera lui D. Frontiera lui D este formata din graficele
functiilor continue g; si g si eventual doua segmente verticale. Inseamni c frontiera lui D este
o multime din R? de arie nula. Acest lucru arata ci F' este discontinua cel mult pe o multime
de arie nula, deci este integrabila pe [a,b] X [¢,d]. Rezulta

b d
J[ repasa= [[ H%WM®=/(/FWM® da
D [a,b]x[c,d} a C
b g1(z) g2(x) d
=/ / me@+/ me@+/ F(z,y)dy | dz
a c 91(17) 92(ﬂ7)
b g2(x)
= / / f(z,y)dy | dx.
a g1(x)

10.23 Teorema. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa OX
D={(z,y)le<y<d, h(y) <z < ha(y)}

unde hy, hy sunt functii continue pe [c,d]. Daca f: D — R este continud pe D atunci

ey = [ ([ faydr) a.
/] [ (Lo

10.24 Observatie. Daca multimea D nu este simpla fata de niciuna dintre axele de coordonate,
atunci impartim domeniul D in domenii mai mici care sunt simple fata de cel putin una dintre
axe i apoi aplicam proprietatea de aditivitate a integralei duble fata de domeniul de integrare.
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10.25 Exemplu. Sa se calculeze / / xydx dy, unde D este domeniul
D

X
DZ{(%y)IyQSx, ng}-

Frontiera domeniului D este datd de parabola y? = z si dreapta y = 5. Punctele de
intersectie ale celor doua curbe se determina rezolvand sis-
temul , Y
= e
Yy=3.
2

Rezult ecuatia y? = 2y, adica y? — 2y = 0, cu solutiile y = 0

|

|

|
si y = 2. Pentru y = 0, obtinem x = 0, iar pentru y = 2, 0 4‘1 X
avem x = 4. Putem scrie

D:{(x,y)|0§:v§4, %gyg\/}}.
Rezulta

4 VT 442
// xydxdy:/ / xy dy dx:/ r—
D 0 z 0o 2 z

2

8

Aplicatii ale integralei duble

10.26 Definitie. Spunem ca o multime plana marginita D are arie daca functia caracteristica
a multimai

1, €D
xo(e) = { 0, z€R2\D.

este o functie integrabild pe R%. In acest caz, aria multimii D se calculeazd cu formula

A(D) = / /D dz dy.

10.27 Exemplu. Masa unei placi plane de grosime neglijabila care are forma unui domeniu
plan D, iar densitatea punctuala este data de functia p : D — R se calculeaza cu formula

m://Dp(x,y)dxdy.

Centrul de greutate al placii are coordonatele

o //D:zcﬂ(x,y)dxdy7 o //Dyp(a:,y)dxdy.
//D p(z,y) dzdy //D p(z,y) dz dy
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10.3 Schimbarea de variabile in integrala dubla

10.28 Teorema. Fie A o multime deschisd din R? si T : A — R? o aplicatie injectivd de
clasd C' astfel incat jacobianul transformarii J sa fie diferit de zero in orice punct din A. Fie
D =T(A). Daca f: D — R este integrabila atunci

J[ raaazas= [[ ool du

10.29 Observatie. Cand se face schimbarea de variabile

x = z(u,v)
{ y=yluw) WVER

/ /
'Tu xv
/ /|

Yu Yy
domeniu A se obtine determinand frontiera acestuia din ecuatiile frontierei vechiului domeniu

jacobianul se calculeaza cu formula determinantului matricii lui Jacobi J = Noul

D prin inlocuirea lui z cu z(u,v) §i y cu y(u,v).

In cazul in care frontiera domeniului D este cerc sau arc de cerc, este utila folosirea
coordonatelor polare p si ¢. Se face schimbarea de vari-

abile Y
r=pcosp, p=>0
T : )
y=psing, ¢ €[0,2m). Yyr----- ‘
Jacobianul transformarii este p :
_ D(y) |, al, }
/ / \
Dip,o) v, Yy v
_ | cosp —psin g _ 0 T
sinp  pcose ’ . X

10.30 Exemplu. Sa se calculeze / / eV d dy unde D este multimea
D

D={(z,y) eR*|1 <2’ +¢y° <4, y>0}.

Facem schimbarea de variabile Y
X = pcos,
Yy = psin .

Din conditia 1 < 2?2 + y? < 4 obtinem 1 < p? < 4, adica

p € [1,2]. Din y > 0 se obtine inegalitatea sing > 0, 0O X
adica ¢ € [0, 7]. Noul domeniu este

A={(p,p)|0<p<m 1<p<2}.

Jacobianul este |J| = p. Valoarea integralei este

512

2,2 T 2 2 e P
//e_z_y dxdy:/ </ e_ppdp> dp=m1m ——
D 0 1 —2

1
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10.4 Formula lui Green

10.31 Teoremi. Fie D C R? un domeniu simplu in raport cu una dintre axe. Fie C curba
simpla, inchisa care descrie frontiera domeniului D, parcursd in sens direct (sensul in care
domeniul D se gdseste la stinga). Fie P,Q : D — R functii de clasd C* pe D. Atunci

LP(z,y)dx+Q(w,y)dy=//l) (%(%y)—g—g(%w) dz dy.

10.32 Observatie. Formula se poate folosi gi pentru un domeniu D care este o reuniune finita
de domenii simple in raport cu una dintre axe.

10.33 Observatie. Formula lui Green ne permite sa gasim aria unui domeniu marginit de o
curba neteda de ecuatie data. Se poate folosi oricare din formulele

A(D):// dxdy:/xdy:—/ydle/acdy—ydx.
D c c 2 Je

10.34 Exemplu. Si se calculeze aria buclei foliului lui Descartes: 23 + 3® = 3azy, a > 0.

Pentru a parametriza aceasta curba o intersectam cu o Y
dreapta y = tx. Curba are punct dublu in origine, iar 4&’53
axele OX si OY sunt tangente buclei. Cum ¢ este panta )
dreptei, rezulta ca t € [0,00). Se obtine N

( AN

ML ~0 X
1+ \
C: t €10, 00).
B 3at? AN
T \,

Aria foliului lui Descartes va fi

1 1 [~ 3at  3at(2—1t3)  3at? 3a(l—2t3)
A‘i/cxdy_ydgc_ﬁ/g 48 0P 1468 giope U

9a? [ 282 —t° — 2+ 20 9a% [ ¢t
:ﬂ/ 3;_ dt:i/ —32dt
2 Jo (1+13) 2 Jo (1+183)
_3(12 -1 O°_3a2
2 1443 2

0



