Curs 10

Transformata Fourier

10.1 Transformata Fourier integrala (TF)

10.1 Definitie. Functia f : R — C definita prin

f(w) = /_00 e @ f(t)dt (10.1)

[e.9]

se numeste transformata Fourier integrala a functie: f.

10.2 Observatie. Integrala din (10.1) este o integrala improprie in sensul valorii principale,
adica

/ N e ™ f(t)dt = ][ h e ™ f(t)dt = lim ' e L f(t)dt.

o —00 =00 J o

Ea se poate scrie

o0

/ e @hHf(t) dt = / [cos(wt) Re f(t)+sinwt Im f(¢)] dt+i/ [coswt Im f(t)—sin(wt) Re f(t)] dt
si este convergenta, daca cele doua integrale care o compun sunt convergente.

10.3 Notatie. Transformata Fourier integrala sau simplu transformata Fourier a functiei f se
mai noteaza si

flw)=F{f()} (W)
In domeniul ingineriei electrice, o alti formi intalnitd a transformatei Fourier este

FLAO W) = / " et p) ar.

—00

In acest caz, v reprezinta frecventa de oscilatie a semnalului masurata in Hertz (sau oscilatii
pe secunda) si este legata de frecventa unghiulara w prin relatia w = 27v.
Unii definesc tranformata Fourier prin

R 1 > —jwt
for=—= [ e

pentru a avea o forma asemanatoare gi pentru transformata Fourier inversa.
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2 CURS 10. TRANSFORMATA FOURIER

10.4 Definitie. O functie f : R — C se numeste absolut integrabila pe R daca integrala

JCIK

este convergentd. Notam cu ||f||,, valoarea ei, iar prin L(R) vom desemna spatiul functiilor
complexe absolut integrabile pe R.

10.5 Teorema. Fie f : R — C o functie din L1(R). Atuncif : R — C este o functie marginita.

Demonstratie. Pentru orice w € R avem

fal =| [erwa] < [Tl oia= [T irola =,

Aceasta demonstreaza, pe de o parte, absolut convergenta integralei f e~ ™t f(t) dt si deci, si

convergenta ei, iar pe de alta parte marginirea lui f . O]
10.6 Teorema. Fie f € Li(R). Atunci f este o functie uniformd continud pe R.

Demonstratie. Pentru orice w si h numere reale si orice x > 0 avem
f(w+h ‘ _ ‘/ f 71wt 71ht )dt‘
_/\[ ]!f(t)!-! -1 dt+/ IF(8)] - |e~™ — 1| dt.
R\[—z,z

—T

Folosind inegalitatile

| —iht 1| < |€7’Lht|+1_2

ht
|e*’ht — 1| = ’—2/ e ™du
0

= |ht|,

hto
< ‘/ ‘e*””‘ du
0

deducem

T

fosm—fel<2 [ ioras [somase [ ol s,

R\[—z,z]

Pentru ca f este absolut integrabila pe R, rezulta ca

dt = h dt — ’ d
[ wra= [ g [ i)

tinde la zero cand x tinde la infinit. Pe de alta parte, putem alege h care sa tinda la zero astfel
incat x|h| sa tinda la zero.

Am demonstrat ci diferenta f(w + h) — f(w) tinde la zero atunci cand h tinde la zero,
indiferent de w. Acest lucru demonstreaza continuitatea uniforma a transformatei Fourier. [J

10.7 Exemplu. Pentru a,b € R, a < b, functia x[, definita prin

(1, zeal
X[a,b}(t)_{o r € R\ [a,b]
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este absolut integrabila si are transformata Fourier

. 2 5in (—(bfa)”> e w0,
Xap) (W) = { “ 2 7

b—a, w=0.
Intr- adevar, e‘“"t dt. Daca w = 0 atunci e‘“"t dt = b — a. Daca w # 0, atunci
X[a b]
b emwt [P gmiwh _ pmiwa 9 sy €79 et 9 (b—a)w
e~ Wt 4t = : — - — 2wt . = e ginp~— /7
“ —iw |, —w w —2i w 2

Observam ca aceasta functie X[, are proprietatile de a fi marginita, continua pe R, cu limita
la +00 egala cu zero.

10.8 Teorema. Fie f € L1(R). Atunci

lim f( )=

|w|—00

Demonstratie. Din exemplul anterior am observat ca x(,4)(t) are proprietatea de a avea limita
la infinit egala cu zero.
Orice functie in scara de forma

n

S(t) = ch . X(ak,bk)(t)a Cr € (C, ap < bk
k=1

are proprietatea de a avea limita la infinit egala cu zero.
Orice functie f € L;(R) poate fi aproximata oricat de bine prin functii in scara, iar acest
lucru demonstreaza ca f are limita la infinit egala cu zero. O]

10.9 Exemplu. Vom arata printr-un exemplu ca ultimile doua proprietati ale transformatei
Fourier nu raman adevarate daca functia nu este absolut integrabila pe R.

5111 t

Fie functia continua sinc definita pentru orice ¢ # 0 prin sinc(t) = . Conform Criteriului
lui Dirichlet, aceasta functie este integrabila pe R, fara sa fie absolut integrablla pe R. Datorita

paritatii, avem

o sint
sinc(w) = 2/ coswt - — dt.
0

Folosind proprietatile transformatei Laplace, avem

Sne(w) =2 £ {M} (0) = /OOO (£ {sin t(w + 1)} () — £ {sin t(w — 1)}] du

t
:/00{ wil - w—1 }du—arctgL—arctng.
o v+ (w+1)?2 w2+ (w—1)2 +1 w—1
Obtinem
0, |wl>1
sinc(w) =4 7, |w| <1
Z, Jwl =1
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10.10 Observatie. Daca avem o functie para f pentru care transformata Fourier exista, atunci
aceasta se poate calcula cu formula

~

flw) = 2/000 coswt - f(t)dt

iar daca f este o functie impara, atunci

flw)=—2i /OO sinwt - f(t)dt
0
10.11 Definitie. Functia
folw) = /00 coswt - f(t)dt
se numeste transformata Fourier cosimfs, iar functia
fo(w) = /00 sinwt - f(t)dt
0

se numeste transformata Fourier sinus.

10.1.1 Proprietatile transformatei Fourier

10.12 Teorema. Transformata Fourier este liniara, adica pentru orice o, B € C i orice f, g
pentru care exista tranformata Fourier, functia of + Bg admite transformata Fourier si

af+Bg=a-f+0-g
Demonstratie. Proprietatea rezulta din liniaritatea integralei. O

10.13 Teorema. Daca functia |f(t)|(1 + |t|) este integrabila pe R atunci

LFL(0)} (@) = ~iF {t(0)} ().

Demonstratie. Conditia ca |f(t)|(1 + |t|) s& fie integrabila pe R, asigura atat absolut integra-
bilitatea pe R a lui f cat si a functiei ¢ f(t) Folosind definitia derivatei, avem

d 1 f<w + h) —zwt _lht 1
CF{0) (@) = im T = lim / IO R —
Pentru orice h # 0
o0 —iht __ o0 ) o) —zht
/ FE)emiet % at — / (—it) f(£)e ! dt| < / 0] hl - th’ dr.

Ramane sa demonstram ca integrala din partea dreapta a inegalitatii de mai sus poate fi facuta

h|?|t]?
< min (2|ht|, %)

oricat de mica atunci cand h tinde la zero. Folosind inegalitatea
ht

ht
lem™ — 1+ iht| = ’—z/ (e7™ —1)du| < min(2, |u|) du
0

0

putem scrie, pentru orice x > 0

[ee) —zht 1 h
| o) it o

M ae<a [ ) aee Pestol,
R\[—,2]
Alegand z sa tinda la infinit §i h sa tinda la zero astfel incat xzh tinde la zero, teorema este

demonstrata. O
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10.14 Corolar. Fie n € N. Daca functia |f(t)|(1 + [t|™) este integrabild pe R atunci

d" n
S FUO} @) = F{=it) (1)} (@),
Demonstratie. Se face prin inductie, aplicand teorema precedenta. O

10.15 Teorema. Fie functia derivabila f : R — C cu proprietatea ca ' € L1(R) si f(£oo) =
0. Atunce

FF O} (W) =iw - F{f(1)} ().
Demonstratie. Folosim formula de integrare prin parti.

/ T ) dt = e-wtm)': Tiw / e f (1) dt = iwF {£(1)} ().

[ee) o0

FAF (0} (w)
O

10.16 Corolar. Fien € N. Fie f : R — C o functie de n ori deriwabila pe R cu proprietatea
ca f,f,..., f™ € Li(R) si f*)(£o0) =0, pentru orice 0 < k <n — 1. Atunci

F{rWM)} (@) = (iw)" - F{A()} ().
Demonstratie. Se face prin inductie, aplicand teorema precedenta. n

10.17 Exemplu. Vom calcula transformata Fourier a functiei f(t) = e q > 0.
Avem

L) = F{-ite "} @) = 5 F PO} @) = - f(@)

~ 2
~ v . . . U e . v . . W
Rezolvand aceasta ecuatie diferentiala liniara, obtinem solutia f(w) = Ce™ e, unde

. e © o 1 . 1 1 VT
C = f(0 =/ e " dt = 2/ e dt = 2/ e v w2 ldy = —T (_) -V
F0) oo 0 0 2/a va \2)  a

Am demonstrat formula

2

-e e, a>0.

}"{e_“t2} (w) =
10.18 Teoremdi. Fie f € Li(R) astfel incit f € Ly(R). Atunci

f(t+) —; f(t_) _ % /_Z JE(w)eiwt dw.

BE

In particular, in orice punct t € R in care functia f este continua, avem
16 =5 [ Fw)eta
= — w)e™" dw.
2r J_
Demonstratie. Fie a > 0. Notam

Y ,
I(a,t) = %/ Flw)e @ it 4.
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Prin trecere la limita, avem

lim I(a,t) et d
a{n & 27T/ f w

Pe de alta parte,

1 > 2, & . 1 > o 2 ;
I(a,t) = %/ e oW Tt (/ flu)e™™" du) dw = %/ fu) (/ e~ W L gmiwluTt) dw) du.

Aplicand exemplul anterior gi apoi facand schimbarea de variabila u = ¢ + 2y/av se obtine:

at):%/oof(u)-—e e du-\/_/ Flt+ 2vav)e™ do.

Cu schimbarea de variabila v = —w obtinem
1 [ 2 1 [ fit+2 t—2 2
I(a,t) = _/ ft —2vaw)e™ dw = —/ f(t+2y/av) + f( \/av)e_” dv.
V) VL 2

Stiind ca ffooo e " dv = /T, prin trecere la limita, se obtine

L= i)+ f0=) e fl4) 4+ f(E-)
ﬁ/ 5 eV dv = 5 .

il{%](a,t) =

]

10.19 Observatie. Daca f este continua si absolut integrabila pe R, cu transformata Fourier
o functie absolut integrabila pe R, atunci

F{iw}w=2r-f-0).

10.20 Definitie. Fie f,g € L1(R). Produsul de convolutie al functiilor f si g este functia

(f = 9)(t / F(u)g(t —u)d

10.21 Teorema. Fie f,g € L1(R). Atunci, pentru orice w € R are loc

Fra)(w) = fw) - glw).

Demonstratie. Daca f,g € L1(R) atunci f g € L1(R). Acest lucru rezulta din

£ xali= [ lrsaolars [~ (/ )] - 1g <t—u>|du) at
~ [T ot wra) au
= [ urr ([ ot o) du= 1ol

Calculam transformata Fourier a produsului de convolutie.

(7\*9>(w>=/ "”t</ flu) - g(t —u)d )dt
:/_Oof(u) </_ooe“”tg( )dt) du

= [T ([T e emyan) di i)



10.2. APLICATII LA REZOLVAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE

Originalul Imaginea
f(t) f(w) — fi’ooo e—iwtf<t) dt
Xfa)(t) 2 §in (@) s
Y (- T
|al |al |a|w? 9
w2
elol” \/ie_w
\/ |
ool N
a? + w?
_ T o—lallu
£t d? ol
b Tl [ L ]
(12 + a?)? 242 a]

7
Originalul | Imaginea
f(t) f(w)
ft) | flw—a)
flt—a) | e f(w)
(fx9)(®) | flw)-gw)
f(t) 2m f(—w)
(=it)"f (1) | [f(w)]™
FOE) | Gw) - fw)

Figura 10.1: Transformata Fourier

10.22 Corolar. Fie f,g € L1(R). Atunci, pentru orice w € R are loc

(Fow) = 5-(F %))

Demonstratie. Folosim inversa transformatei Fourier si relatia F {f(—t)} (w)

—

~ —_

FU0)- 90} () = 27 { F)(-0) - )0

1
mf{

o —

(f*9)(t)

b

—

1
—mf{

b(w) = oo 0)0)

(f xg) (1)

FL)} (=w).

bw

10.23 Teorema. Fie f pentru care este definita transformata Fourier. Atunci

F{ef(t)} (w)

flw—a)

St

Demonstratie. Se aplica definitia.

FLf(t—a)} (W) = e f(w),

pentru orice a,w € R.

]

10.2 Aplicatii la rezolvarea ecuatiilor diferentiale

10.24 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale x” = tx, care verifica conditia

lim z(t) = 0.

[t| =00

Aplicam transformata Fourier. Avem —w

2

3
. A yw ~ . V] .
solutia £ = C'e' 5. Trecand la inversa, obtinem

()

C

21

.

unde Ai(t) este functia lui Airy.

& = i(2)". Ecuatia liniara (z)" — iw

23 = 0 are

~w3 . o s
el it 4, = g/ cos <w— + wt) dw = CAZ(t),
™ Jo 3
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10.25 Exemplu. S& se rezolve ecuatia —z” + o’z = f(t), cand x verific& limp_oo x(t) = 0 si
a > 0 este un parametru dat.
Aplicand transformata Fourier obtinem w?# + a%% = f, de unde

A 1
_ rld —an
Solutia ecuatiei va fi

x(t) = %/ f(w)e = du.

10.26 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei lui Laplace u., —i—uZQ =0,undez € R,y > 0,
care verifica conditiile u(z,0) = g(x) si lim, . u(x,y) = 0.
Consideram transformata Fourier a functiei u in variabila x.

Ulw,y) = / ey (x,y) d.
Ecuatjia se rescrie —w?U + U,z = 0, iar conditiile devin U(w,0) = g(w) si limy o U(w,y) = 0.
Ecuatia este liniara de ordinul 2 in variabila y, cu solutia U = Cy(w)ellV + Cy(w)e . Din
conditia U — 0, atunci cand y — oo, deducem ca C}(w) = 0. Din conditia U(w,0) = §(w)
deducem ca Cy = §. Solutia se scrie

Ulw,y) = g(w) - e .

Fiinded e ¥ = h(w) cu h(z) = 77, obtinem

R
m(x2+y

) = (e = = [T

T ) (. — )2+ y?

10.27 Exemplu. S& se determine solutia ecuatiei cdldurii uf = a?u”, In bara infinitd, cu

conditia initiald u(z,0) = f(x), unde a > 0.

Fie U(w,t) transformata Fourier a functiei u(-,t). Ecuatia devine
Ul +a**U =0, U(w,0) = f(w).

Obtinem solutia
2 Qt

Ulw,t) = C(w)e ™, cuCw) = f(w).

— IL 2,,2
Tinand cont ca F { anl/ﬁe 2@\/5} (W) = e~ rezulta

1 ) Y 1 [es)
u(z,t) = 2a\/ﬁ/ f(u)e*(zm%) du = ﬁ/ flz+2avtv)e ™ dv, z€R,t> 0.
! 2.1

10.28 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei coardei vibrante infinite zj>» = v°z), cu
conditiile initiale z(z,0) = f(x), z/(z,0) = g(z), unde v > 0.
Fie Z(w,t) transformata Fourier a functiei z(-,t). Ecuatia devine

Zh + VP Z =0, Z(w,0) = f(w), Z(w,0) = g(w).

Obtinem solutia
Z(w,t) = C1(w) cos vwt + Cy(w) sin vwt.
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Din conditiile initiale se obtin si constantele

Ciw) = f@) s Colw) = 2920,

Folosind formula X|_,¢,(w) = 2 sin vwt, putem scrie solutia sub forma

1. , - 1
Z(w,t) = §f(w) (e™' + e ™) + 5@(”) *Xvtw (W)
Rezulta
(1) = 5 [+ v0) 4 F(@ = o))+ 5o (9% Xiovewn) ()
z+vt
= % [f(x+vt)+ f(z —vt)] + EL_Vt g(u)du, ze€Rt>0.

10.29 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei u; 4+ vu, = 0, care verifica conditia u(z,0) =
f(z).
Fie U(w,t) transformata Fourier a functiei u(-,t). Ecuatia devine
Ul +viwl =0, U(w,0) = f(w).
Solutia acestei ecuatii liniare omogene este
Uw,t) = Cw)e ™, cuCw) =U(w,0) = f(w).

Solutia ecuatiei cu derivate partiale este

u(z,t) = f(x — vt).



