Curs 11

Integrale duble

11.1 Integrala dubla pe dreptunghi

11.1 Definitie. Fie a,b,c,d € R astfel incit a < b si ¢ < d i fie D = [a,b] x [¢,d] C R?* un
dreptunghi. Functia f : D — R este integrabila pe D daca exista numarul real I cu proprietatea
ca pentru orice € > 0 exista & > 0 astfel incat pentru orice diviziune a intervalului [a,b],

a=xy < < <x, =0 giorice diviziune a intervalului [c,d], c =yo < y1 < -+ < Ym = d,
care formeaza reteaua de dreptunghiuri mai mici Dy; = [Tp_1, x] X [yj—1,y;] (undek=1,...,n
stj=1,...,m) asa incat

|A]l = max(diam(Dy;)) = max \/(l’k —ap1)? + (Y —yj-1)? <6

st pentru orice alegere a punctelor intermediare Py; € Dy;, sa avem

ZZf Pij) - (@e — me-1)(y; — yj-1)| <

k=1 j=1

E.

11.2 Notatie. Daca numarul / exista, atunci el este unic i se noteaza / f(z,y) dz dy.
D

11.3 Observatie. Integrala dubla a unei functii f pe un dreptunghi poate fi privita ca limita

//D f(z,y)dedy = lilnrgOZZf Pyj) - Aria(Dy;).

d _____
Yjp----
iy
Yj—1F----
Yip----
c _____
a I Tk—1 Tk Tn—1 b

Figura 11.1: impér’girea dreptunghiului D in reteaua de dreptunghiuri Dy



2 CURS 11. INTEGRALE DUBLE

11.4 Interpretare. Sa consideram doua exemple care ne conduc la notiunea de integrala dubla.
Mai intai, avem o placé plana sub forma dreptunghiului D C R2. Placa este neomogena, avand
densitatea punctuala data de functia p : D — R. Ne propunem sa calculam masa acestei placi.

Impértim placa D = [a,b] X [¢,d] in dreptunghiuri mici Dy = k-1, k] X [yj—1,y;], unde
punctele z;, kK = 1,...,n reprezinta o diviziune a intervalului [a,b], iar y;, 7 = 1,...,m
reprezinta o diviziune a intervalului [c,d]. Aceasta impartire o facem uniform, in sensul ca
diagonala fiecarui dreptunghi este suficient de mica si nu depaseste o anumita valoare. Fie
Py; = (&, 7m;) un punct oarecare din dreptunghiul mic Dy;. Masa fiecarui dreptunghi mic este
aproximativ egala cu produsul dintre aria dreptunghiului mic si densitatea in punctul (&, n;),
iar masa placii este suma tuturor maselor dreptunghiurilor mici, adica

mp ~ ZZme = ZZp(é‘k,nj) - Aria Dy = Zzp(fkﬂ?j) S = wp-1) (Y — Y1)

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
Cu cat dreptunghiurile sunt mai mici cu atat valoarea sumei calculate se apropie de valoarea

masei placii. La limita mp = [[, p(z,y) dz dy.

11.5 Interpretare. Avem o suprafata in forma explicita z = f(x,y), (x,y) € D. Ne propunem
sa calculam volumul corpului marginit de aceasta suprafata, planul XOY si suprafata cilindrica
cu generatoarele paralele cu axa OZ si curba directoare frontiera dreptunghiului D.

Figura 11.2: Volumul unui corp marginit de suprafata z = f(x,y), (z,y) € D se poate calcula
cu ajutorul integralei duble ([, f(z,y)dxdy

Impéartim dreptunghiul D in dreptunghiuri mai mici Dyj = [xp—1, 2] X [yj-1,y;], unde
punctele z;, k = 1,...,n reprezinta o diviziune a intervalului [a,b], iar y;, 7 = 1,...,m
reprezinta o diviziune a intervalului [c, d]. In fiecare dreptunghi mic consideram un punct
(&k,m;) € Dyj. Aproximam volumul cu suma volumelor paralelipipedelor avand ca baza drep-
tunghiurile D;; si ca Inaltime valoarea f(&,n;). Rezulta

Volum =Yy f(&n) - AriaDig =Y > f(&ny) - (2r = 2x1) Yy — yi-1)-

k=1 j=1 k=1 j=1

La limita se obtine volumul Volum = [[,, f(x,y)dz dy.
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11.6 Propozitie. Daca f este integrabila pe dreptunghiul D atunci f este marginita pe D.

11.7 Observatie. Fie f : D — R o functie marginita pe un dreptunghi D = [a,b] X [¢, d].
Consideram diviziunea A = UDy;, Dy; = [Tx—1, 2] X [yj—1,y;]. Definim

Myj= sup f(z,y)
(r,y)Eij

my; = inf x,
kj (,9)€Dy, f( y)

SUHA) =D Mg+ (e — wr1) (5 — yj-1)
k=1 j=1

S(FA) =D muy - (wn — 2r-1) (5 — yj)-

k=1 j=1

Se poate demonstra ca f este integrabila pe D daca si numai daca S(f, A) — s(f, A) tinde la
zero cand ||A|| tinde la zero. In acest caz,

//D f(z,y)dedy = sup s(f, A) =inf S(f, A).

11.8 Propozitie. Daca f, g sunt doua functii integrabile pe dreptunghiul D si o, 5 € R atunci
functia af 4+ Bg este integrabila pe D i

//l)(af+59)($ay)d$dy=a//Df(x,y)dxdy—i—ﬁ//Dg(x,y)dxdy.

11.9 Propozitie. Daca f este o functie integrabila si pozitiva pe dreptunghiul D, atunci

//Dﬂx,y)dwdyzo.

11.10 Propozitie. Daca f este marginita pe D si m < f(x,y) < M, pentru orice (x,y) € D,
atunct

m - Aria(D) < //D f(z,y)dedy < M - Aria(D).

11.11 Propozitie. Daca f este continud pe D atunci existd (c1,c2) € D astfel incat

J[ s drdy = fies,en) - avialD).
D
Punctul (¢1,c2) se gaseste pe segmentul care uneste punctul de minim cu punctul de mazxim.

11.12 Propozitie. Fie D un dreptunghi [a,b] X [c,d] si fie Dy j = [Tx—1,Tn] X [yj-1,Y;] drep-
tunghiurile obtinute prin divizarea intervalului [a,b] prin punctele a = x9 < 7 < -+- < xp, = b
si divizarea intervalului [c, d] prin punctele ¢ = yo < y3 < -+ < ym = d. Daca f este integrabila
pe dreptunghiurile Dy, ;, atunci f este integrabila si pe D i

//Df($,y)dxdy: zn:f://ijf(%y)dxdy.



4 CURS 11. INTEGRALE DUBLE

11.13 Teorema (Formula de calcul). Daca f : D — R este o functie integrabila pe dreptunghiul
D = [a,b] x [¢,d] si pentru orice x € |a,b] integrala cu parametru fcdf(x, y) dy exista, atunci

/Dﬂx,y)dxdy:/ab (/Cdf(ﬂs,y)dy> dr.

Demonstratie. Fie A, :a =x9 < 21 < --- < x, = b o diviziune intervalului [a, b] si
Ayic=yo <y < <Yy =d o diviziune a intervalului [¢,d]. Fie & € [zj_1,x)] puncte
alese arbitrar. Atunci my; < f(&,y) < My, pentru orice y € [y;_1,y,]. Integrand, rezulta

Yj
M (Y; — Yj—1) < / f&k,y) dy < Myi(y; — yj—1)-
Yj—1

Insumand, avem

> gy — v / f(&roy dy<ZMk] = Yj-1)
j=1

inmulgind aceste inegalitati cu (xy — xx_1) §i Insumand, obtinem
n d
S(.8) < 3 (o= i) [ 1(E)dy < S(1.).
k=1 ¢

Din definitia sumelor s(f, A) si S(f,A) si integrabilitatea lui f pe D, rezulta

//fxy dedy < S(f,A).

Atunci

S(va)_S(f7A)§ (‘rk—a:kl)/ f(gkay)dy_/Df<x7y)d$dy<S(f7A>_S(f7A>

k=1

si pentru ca diferenta S(f, A) — s(f, A) tinde la zero, cand ||A]| — 0 rezulta ca

Hilurgo k—xkl/ffkydy—//fxydxdy

Pe de alta parte, considerand suma Riemann a integralei cu parametru g(x f flz,y)d
asociata diviziunii A,, avem

n b
lim xk—xk 1 / f(&,y)dy = lim Zg(fk)(xk—xk_l):/ g(x) dx.

1A1=0 2 18210 5=

Acest lucru demonstreaza ca

/Df<x,y>dxdy=/ dx—/ (/ f:cydy)
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11.14 Observatie. Daca f : D — R este continua pe D atunci

//Df(x,y)dxdy—/ab </cdf(x,y)dy) dx_/cd (/abf(x,y)dx) dy.

11.15 Exemplu. Sa calculam // ’
pl+uzy

Aplicam formula de calcul gi avem

2 1
// v dxdy:/ (/ * dy> da.
n2xjo,1 L +2y 1 \Jo 1+uzy

Calculam integrala interioara.

dz dy, unde D = [1,2] x [0, 1].

1
=In(1+ z).
0

1
1
dy = In(1 + zy
/0 14+ xy ( )

Atunci, integrand prin parti, se obtine

2 2 1
1
// v dxdy:/ In(l+x)dz = (1+z)In(l 4+ z) —/ (1+z)- =3In3—-2In2—1.
b 1 1 Jo I+

1+ay

11.2 Multimi de arie nula

11.16 Definitie. Multimea A C R? are aria nuld dacd pentru orice ¢ > 0 existd dreptun-
ghiurile Dy, (k > 1) care acoperda mulfimea A §i a caror arie insumatd nu depaste valoarea
€: - .
AC U Dy si Z.Am’a(Dk) <e.
k=1 k=1

\
\
\ \
\ \
\ |
a b
Figura 11.3: Graficul unei functii integrabile este o multime de arie nula

11.17 Exemplu. Graficul unei functii integrabile f pe [a, b], definit prin

Gr={(z,y) e R?*|z € [a,b], y = f(x) }

este o multime de arie nula.

Intr-adevir, pentru cii f este integrabild, diferenta S(f, A)—s(f, A) tinde la zero cand || Al
tinde la zero. Pe de alta parte, dreptunghiurile Dy = [xy_1, 2x] X [my, M}] acopera multimea
G si aria Insumata a dreptunghiurilor Dy, este S(f, A) — s(f, A).
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11.18 Exemplu. O curba rectificabild este o multime din R? de arie nula.

intr—adevér, daca numim mijlocul unui arc de curba ca fiind acel punct de pe curba pentru
care lungimea pana la origine este egala cu lungimea pana la extremitate, atunci patratul cu
centrul in acest punct numit mijloc si cu latura de lungime egala cu L (lungimea curbei), va
acoperi 1n intregime curba. Continuand sa injumatatim fiecare portiune de pe curba rezultata si
sa luam mijloacele lor gi sa construim patrate cu centrul in aceste mijloace cu latura de lungime
egala cu jumatate din lungimea laturii patratului de la pasul anterior, se obtine o acoperire a
curbei. Dupa n + 1 injumatatiri, obtinem 2" patrate de latura L/2" care acopera curba. Aria
insumata a acestor patrate este L?/2", valoare ce tinde la 0, cand n tinde la infinit.

|t~

Figura 11.4: O curba cu lungimea finita L poate fi acoperita cu 2" patrate de latura 2%

11.19 Observatie. Exista drumuri a caror suport nu este o multime de masura nula. Primele
exemple au fost construite de Osgood si Lebesgue in 19031,

11.20 Propozitie. Fie f : D — R o functie marginita pe un dreptunghi D. Atunci functia f
este integrabila pe D daca si numai daca mulfimea punctelor de discontinuitate ale functier f
este de arie nula.

'W. Osgood, A Jordan curve of positive area, Transactions of the American Mathematical Society, 4 (1903),
107-112, H. Lebesgue, Sur le probléme des aires, Bulletin de la Société Mathématique de France, 31 (1903),
197-203.
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11.3 Integrale duble pe domenii simple

11.21 Definitie. Fie D C R? o mulfime mdrginitd si fie un dreptunghi |a,b] X [c,d] care contine
multimea D. Spunem ca f : D — R este integrabila pe D daca functia

_ f(z,y), (x,y)eD
F(z,y) = { 0, (x,y) € [a,b] X [¢,d]\ D

este integrabild pe [a,b] x [c,d]. In acest caz scriem,

// f(:v,y)dxdyz// F(z,y)dzdy.
D [a,b] x[c,d]

11.22 Observatie. Se poate demonstra ca valoarea integralei nu depinde de dreptunghiul care
contine multimea D si nici de functia F', care prelungeste functia f pe dreptunghiul [a, b] X [¢, d].

Intr-adevir, fie [a1,b1] X [c1,d;] un alt dreptunghi care contine multimea D si fie functia
Fy @ [a1,b1] X [c1,d1] — R care reprezinta prelungirea lui f la [a1, b1] X [c1,d;]. Putem gasi
intotdeauna un alt dreptunghi M cu proprietatea ca [a,b] x [¢,d] C M i [a1, b1] X [e1,d1] C M.
Definim functia G : M — R prin

~J flxy), (z,y) €D
G(x’w_{ 0, (z,y)€ M\ D

Prin definitie, G(z,y) = F(x,y), pentru orice (z,y) € [a,b] X [¢,d] si G(z,y) = Fi(z,y), pentru
orice (z,y) € [a1, b1] X [c1,d;]. Deci,

// F(w,y)dxdy=// G(x,y)dxdy=// Fi(z,y) dz dy.
[a,b] x[e,d] M [a1,b1]x[c,d]

11.23 Definitie. Fie g1, ¢s : [a,b] — R doua functii continue pe [a,b], cu proprietatea ca
g1(x) < ga(x) pentru orice x € [a,b]. Multimea

D={(z,y)la<z<b, gi(z) <y < go(r)}
se numeste domeniu simplu fata de axa OY.

11.24 Definitie. Fie hy, hs : [c,d] — R doua functii continue pe [c,d], cu proprietatea ca
hi(y) < ha(y) pentru orice y € [c,d]. Mulfimea

D={(x,y)lc<y<d, hly) <z <ha(y)},

se numeste domeniu simplu fata de axa OX.

11.25 Teorema. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa OY
D={(z,y)la<z<b, gi(z) <y < ga(x)}

unde g1, gs sunt functii continue pe |a,b]. Daca f: D — R este continua pe D atunci

J[ tamasan= | b ( /j:)ﬂx,y)dy) dr.
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Y 1 ‘\\y - 92 ('r) Y
d iiiiii ‘\\
x = hi(y) z = ha(y)

ol o

- y=a@)
O a b X O X
Figura 11.5: Un domeniu simplu in ra- Figura 11.6: Un domeniu simplu in ra-
port cu axa OY port cu axa OX

Demonstratie. Pentru ca ¢ si go sunt functii continue pe intervalul marginit si inchis [a, b],
exista numerele reale ¢ = infyeup g1(7) 51 d = sup,epuy g2(7). Atunci D C [a,b] X [c,d].
Definim F : [a,b] X [¢,d] — R prin

_ [ flzy), (xy)eD
F(x,y)—{ 0, (x,y) € a,b] X [¢,d]\ D

Functia F' este discontinua cel mult pe frontiera lui D. Frontiera lui D este formata din graficele
functiilor continue g; si g si eventual doua segmente verticale. Inseamni c frontiera lui D este
o multime din R? de arie nula. Acest lucru arata ci F' este discontinua cel mult pe o multime
de arie nula, deci este integrabila pe [a,b] X [¢,d]. Rezulta

b d
J[ repasa= [[ H%WM®=/(/FWM® da
D [a,b]x[c,d} a C
b g1(z) g2(x) d
=/ / me@+/ me@+/ F(z,y)dy | dz
a c 91(17) 92(ﬂ7)
b g2(x)
= / / f(z,y)dy | dx.
a g1(x)

11.26 Teorema. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa OX
D={(z,y)le<y<d, h(y) <z < ha(y)}

unde hy, hy sunt functii continue pe [c,d]. Daca f: D — R este continud pe D atunci

ey = [ ([ faydr) a.
/] [ (Lo

11.27 Observatie. Daca multimea D nu este simpla fata de niciuna dintre axele de coordonate,
atunci impartim domeniul D in domenii mai mici care sunt simple fata de cel putin una dintre
axe i apoi aplicam proprietatea de aditivitate a integralei duble fata de domeniul de integrare.
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Y

11.28 Exemplu. Sa se calculeze / / zy dx dy, unde D este domeniul
D

X
DI{(fc,y)\yzﬁx, ng}-

Frontiera domeniului D este data de parabola y? = z si dreapta y = 5. Punctele de
intersectie ale celor doua curbe se determina rezolvand sistemul

U+
y=73

Rezulta ecuatia 3% = 2y, adica y? — 2y = 0, cu solutiile y = 0 si y = 2. Pentru y = 0, obtinem
x = 0, iar pentru y = 2, avem x = 4. Putem scrie

D:{(x,y)|0§x§4, ggygﬁ}.
Rezulta

4 vz 4 VT 1 4 3
// xydxdy:/ / xy dy dx:/ L dx:—/ <x2—x—) dng

11.4 Aplicatii ale integralei duble

11.29 Definitie. Spunem ca o mulfime plana marginita D are arie daca functia caracteristica
a multimai

1, ze€D
xp(@) = { 0, =€R2\D.

este o functie integrabild pe R%. In acest caz, aria multimii D se calculeazd cu formula

Aria(D) = / /D dz dy.

11.30 Observatie. O multime marginitd D C R? are arie daci si numai daca frontiera lui D
este o multime de arie nula.

Pentru ca D este marginita, exista un patrat P care contine multimea D. Multimea D are
arie daca gi numai daca functia caracteristica xyp : P — R este integrabila pe P. Multimea
punctelor de discontinuitate ale functiei xyp este chiar frontiera lui D. Pe baza Propozitiei 77,
functia yp va fi integrabila pe P daca si numai daca frontiera lui D este de arie nula.
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N NI

AN\ == — b
i

NN = o D
NANNNNN-

— | ~—

11.31 Observatie. Aria unui domeniu D este marginea inferioara a sumei ariilor dreptunghi-
urilor unei retele de dreptunghiuri cu diametru tinzand la zero care au puncte comune cu D
sau marginea superioara a sumei ariilor dreptunghiurilor incluse in intregime in D.

Aria(D) = inf Z Aria(Dy) = sup Z Aria(Ey).
DkﬂD#@ EyCD

11.32 Definitie. Masa unei placi plane de grosime neglijabila care are forma unui domeniu
plan D, iar densitatea punctuala este data de functia p : D — R se calculeaza cu formula

m = //D oz, y) dz dy.

Centrul de greutate al placit are coordonatele

o //Dxp(ac,y)dxdy’ " //Dyp(x,y)da:dy‘
//D p(z,y)dedy //D p(z,y) dz dy

11.33 Exemplu. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale unei placi omogene de

forma domeniului marginit de bucla cicloidei

x = a(t —sint)
t 2
{ y=a(l —cost) € 0, 2]

si axa OX.

2ma

Figura 11.7: Domeniul marginit de bucla unei cicloide gi axa OX

Calculam aria domeniului D marginit de bucla unei cicloide si axa OX. Daca scriem ecuatia

curbei in forma explicita y = f(z), z € [0, 2mal, atunci

wriap) = [[ asay= [ ( / dy> we [



11.5. SCHIMBAREA DE VARIABILE IN INTEGRALA DUBLA 11

Cu schimbarea de variabila x = a(t — sint), avem f(x) = a(l — cost) si dz = a(1l — cost) dt.
Vom obtine

2m 2w 2m
Aria(D) = / a*(1 — cost)? dt = a* (27r — 2/ costdt + / cos? t dt)
0 0 0

1 2m
= a? (27T + 5/ (14 cos2t) dt) = 3ma’.
0

Atunci
[, dzdy 1 2ma
vG [[, dzdy  Aria(D) /0 v Jlw)de
1 2
= 5 / a(t —sint) - a*(1 — cost)?dt
3ma* J,
:3i (u+ 7 +sinu)(1+ cosu)*du
™ —T
a

= §/ (1+2cosu + cos®u) du = ma.

—T

Puteam sa obtinem aceasta valoare direct, observand ca dreapta x = ma este axa de simetrie

pentru domeniu. Pentru cealalta coordonata, calculam

~Jlpydedy 1 2ma [ 1) 1 2ra 2
YT, drdy _Am'a(D)/O (/0 ydy) df—m/o [f ()] dz

1 2w
/ a*(1 — cost)? dt
0

6ma?
a [ 5a

= r i (1 —3cost+3cos’t —cos’t) dt = 5

11.5 Schimbarea de variabile in integrala dubla

11.34 Teoremi. Fie G C R? o multime deschisd si marginitd si fie ¢ : G — R? o functie
de clasa C' pe G, care este bijectiva si are inversa de clasd C'. Fie A o multime din G care
are arie §i care are proprietatea cd si inchiderea lui A este tot o submultime a lui G. Daca
f:p(A) = R este integrabila pe p(A) atunci

J[ tewisay= [[ (7o o)w i) dude
e(8) A
Demonstratie. Demonstram acest rezultat in mai multe etape.
1. Daca
(u, v) = au+bv+c\ (o n ap Qg U
LA N sl + bQU + ¢ N Co b1 b2 v )
atunci aria lui ¢1(D) unde D = [a,b] X [c, d] este data de

ay as

Ariap1(D) = Aria D - |J(p1)], unde J(p1) = b by
1
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iar distanta dintre imaginile a doua puncte P; si P, poate fi estimata prin

dist(p1(P1), p1(P2)) < [|J(1) [l p - dist(Pr, By),  unde [|J(@1)[lp = \/a% + 0% + a3 + b3,

Multimea D este un dreptunghi. Consideram punctele A(a, ¢), B(b, ¢) si C(a,d) si imaginile
lor M = ¢1(A), N = ¢1(B), respectiv P = ¢(C). Atunci, putem scrie

MN = a(b—a)7+ ax(b—a)7, MP = bi(d — )7+ ba(d — ¢)J.

Pentru ca functia ¢; este afina, imaginea dreptunghiului D este un paralelogram. Aria paralel-
ogramului ¢ (D) o socotim ca valoare absoluta a produsului vectorial dintre vectorii M N si
M ﬁ Asadar

Ariapy(D) = ]Wv x W‘ — |lar(b = )T+ as(b — a)]] X [b1(d — )7+ b(d — ¢)]]]

= |arba(b — a)(d — ¢)R — asb1(b — a)(d — ¢)k| = (b — a)(d — ¢) - |a1bs — asby|

ay Qs

zAm'aD-|b iy
1 b

| = AriaD - |J(o1)].

Legat de estimarea distantei intre doua puncte P;(u,v) si Pa(w, 2), scriem distanta ca lungimea
vectorului diferenta ¢;(u,v) — 1 (w, 2) si folosim inegalitatea lui Cauchy-Schwarz de doua ori

dist(1 (1), o1 (P)) = v/[ax(u — w) + ba(v — )2 + [an(u —w) + ba(v — 2) 2
<@+ B ad 1/ (u—w)P (v 2
= | T(@0)ll - dist(Py, Py).

2. Pentru patratul D = [a, b] x [¢, d] cu diam(D) = /(b — a)? + (d — ¢)? si un punct oarecare
(v, B) € D aratam ca

Ariap(D) < |J(p)(ev, B)| - Aria(D) + 72 - || ()| p - w(J (), diam(D)) - Aria(D)
unde ||J(¢)|| este o valoare finita ce depinde de ¢ si D si

lim  w(J(p),diam(D)) = 0.

diam(D)—0
Fie
v—p

unde J(¢)(a, 5) este matricea lui Jacobi pentru ¢ in punctul (a, ). Conform punctului 1,
imaginea dreptunghiului D este un paralelogram cu Ariap;(D) = AriaD - |det J(¢)(a, 5)].

o) = pla ) + o) (12 5).

Pentru functia ¢ aplicam teorema lui Taylor gi deducem existenta unui punct (@, ) € D cu
proprietatea ca

i) = plan) + S B (177,

Cu ajutorul modulului de continuitate al functiei f € {}, 2}, 9.,y } definit prin

w(f,0) = sup {|f(P1) — f(B)|, dist(Py, P5) <6, P, P, e D}
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facem notatia
W(J<90)7 6) = max (w<x;m 5)7 W(m;n 6)7 w(yv,ﬁ 5)7 W(y:n 5)) .

Modulul unei functii f uniform continue are proprietatea de a tinde la zero cand 9 — 0. Pentru
ca functia vectoriald ¢ este de clasd C1(D), derivatele partiale ale componentelor sale, x si
y, sunt functii continue pe compactul D, deci uniform continue pe D. Acest lucru arata ca
w(J(p)) tinde la zero cand diam(D) tinde la zero.

Fie P = (u,v) un punct oarecare din D. Atunci ¢(P) se afla sau in interiorul paralelogra-
mului ¢ (D) sau in exteriorul lui. Daca ¢(P) ¢ 1(D) atunci

dist(p(P), p1(D)) = inf { dist(p(P), p1(Q)) |Q € D}

S dlSt< ( )7@1(”77})
< [[7()(@, 8) = J(e)(
<2 w(]( ),dlam(D)) diam(D) = K.

Inseamni ¢ orice punct din ©(D) se afla sau in interiorul paralelogramului ¢;(D) sau in
exteriorul lui la o distanti mai mics decat K. Inseamni ci putem acoperi multimea ¢(D) cu
paralelogramul o1 (D) si patru dreptunghiuri toate de latime 2K si lungimile egale cu lungimile
laturilor paralelogramului plus 2K. Lungimile laturilor paralelogramului sunt mai mici decat
diametrul multimii ¢;(D) care nu depageste maximul distantei

dist(1(1,0), 91(5.1)) < [ 7(9) ] - diam (D).

Pentru ca derivatele partiale ale lui x i y sunt functii continue pe compactul D, ele sunt
marginite si deci, valoarea lui ||J(¢)|| este finita.
Asadar,

Ariap(D) < |J(p)(e, B)| - Aria(D) + [||J (@) - dilam(D) + 2K] - 2K.
Pentru c& w(J(¢), diam(D)) < 2||J(¢)||p si [diam(D)]? = 2 Aria(D) obtinem estimarea
Ariap(D) < [J(p)(e, B)| - Aria(D) + 72 - [ J(9)| p - w(J (), diam(D)) - Aria(D).

3. Vom arita ci exista o multime deschisa F astfel incat A ¢ F C F C G.

Functia dist(-, A) : R? — R definita prin dist(P, A) = min { dist(P, Q), Q € Z} este con-
tinua, iar R?\ G este inchisa, deci functia distantd si atinge minimul intr-un punct Py € R*\ G.
Fie g = dist(Py, A). Pentru cd A C G, rezulta dist(R?\ G,A) = g5 > 0. Atunci definim
F={QeR*dist(Q,A) <eo/2} si F ={Q € R dist(Q,A) < e0/2}.

4. Demonstram ca fr p(A) C p(frA). Fie P € frp(A) C o(A) C ¢(A). Atunci exista
M € A astfel incat P = p(M). Pentru ca P este pe frontiera lui ¢(A), orice disc D(P,¢)
contine cel putin un punct comun cu p(A) pe care il notam @ si cel putin un punct care nu

apartine lui p(A), pe care il notam cu R.
Pentru ca @ € D(P,¢), distanta dintre P si () este mai mica decat . Pentru ca @ € p(A),
atunci exista N € A astfel incat QQ = ¢(N). Atunci

dist(N, M) = dist(¢~'(Q), ¢ " (P)) < || J(¢ -dist(Q, P) < ||J(¢

71)HF - HF'8

Am demonstrat cd N este un punct comun dintre discul D(M, ||J(p~1)||»€) si multimea A.
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Pentru ca R € D(P,¢), distanta dintre P si R este mai mica decat €. Pentru orice ¢ ales
incat & < grSty—, rezultd ci R € ¢(F). Pentru ca R ¢ p(A), exista L € F'\ A astfel incat
R = p(L). Avem

dist(L, M) = dist(¢ " (R), ¢ ' (P)) < ||J(¢™")||, - dist(R, P) < |[J(¢™ )| - &,

ceea ce demonstreaza cd discul D(M, ||J(¢!)||p€) contine si un punct care nu este in A.

Cu aceasta am demonstrat ca orice disc centrat in M contine cel putin un punct din A si
cel putin un punct care nu apartine lui A, deci M € frA si P € p(fr A).

5. Demonstram ca multimea ¢(A) are arie. Pentru ca A are arie, inseamna ca frontiera lui
A este de arie nula. Acest lucru implica faptul ca o(fr A) este de arie nula. Frontiera lui ¢(A)
este o submultime a lui p(fr A) si deci este de arie nula, ceea ce arata ca ¢(A) are arie.

6. Demonstram ca

Ariap(A) < / /A 17() (u, v)| dudo.

Fie ¢ > 0. Pentru ca A are arie, existd § > 0 si existd reteaua de patrate D, C R? cu
diam(Dy) < 0 care acopera pe A astfel incat sa avem Aria(A) + ¢ > >, Aria(Dy). Alegand
§ < £0/2 toate aceste patrate sunt incluse in F. Pentru ca ¢ este de clasa C' pe F putem alege
eventual un § §i mai mic cu proprietatea ca w(J(p),d) < m. Scriind suma Darboux
superioara pentru functia integrabila |J(¢)(u,v)| pe A, pentru un ¢ suficient de mic, obtinem

sup |J(p)(u,v)| - Aria(Dy) < //A |J(p)(u,v)| dudv + €.

. (wv)EDy

Atunci
Ariap(A) < ZAm'ago(Dk)
<Y swp [J(e)(u, )| - Aria(Dy) + 721 ()| Y w(J (), diam(Dy)) - Aria(Dy,)

i (Wv)EDy i
£

S//AU(SO)(U’UHdUdU+€+72||J(<P)||F'm'%:fma(l)k)

< [ 1@l dudo+ @25 -

Trecand la limita cu € — 0 obtinem inegalitatea anuntata.

7. Demonstram ca

Ariap(A) > / /A 17(0) (u, v)| dudo.

Fie ¢ > 0. Pentru ca |J(y¢)| este integrabila pe A, exista § > 0 si exista reteaua de patrate
Er C A cu diam(Ey) < 9 si

u,v)EEy

Z( inf |J(go)(u,v)\-Am’a(Ek)>//A]J(go)(u,v)| dudv — e.

Fie yu, = infy v)ep, |J(9)(u,v)|. Pentru ca ¢ este bijectiva si continua avem ca py, > 0.
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Tot ce am demonstrat anterior se poate aplica si functiei inverse ¢ 1. Astfel ca

Aria(Ey) = Ariap " (o(E)) // (u,v ! du dv
Ey)

k
du do
//Ek)lJ ) (u, v)|

< — - Ariap(Ey).
i

In concluzie, Aria(Ey) > py, - Aria(E),). Va rezulta
Ariap(A) > Z.Am'ago(Ek) > Z,uk - Aria(Ey) > / |J(p)(u,v)| dudv —e.
k k A

Trecand la limita cu € — 0, inegalitatea ceruta este demonstrata.
8. Demonstram ca

/W(A)f(x,y)dxdyz//A(fOSD)(Ua“)U(gO)I du dv.

Fie ¢ > 0. Pentru ca f este integrabila pe ¢(A), exista 6 > 0 si exista reteaua de patrate
Fy C p(F) cu diam(F},) < § care acopera pe ¢(A) astfel incat Ariap(A) +¢ > >, Aria(F},) si
exista reteaua de patrate G, C ¢(A) cudiam(Gy,) < § astfel incat Ariap(A)—e < ), Aria(Gy)
si in plus

Z sup f(Py) - Aria(Gy,) —6<// f(z,y) dxdy<z inf f(Pg)- Aria(Fy) + ¢

A PGy, PreFy

Fie D, C F astfel incat F, = ¢(Dy). Atunci

// flz,y)dedy < Z inf f(Pg) - Aria(Fy) +

PreFy

—Z inf (f o @)(Qk) - Ariap(Dy) +

Qr€eDy

ZQireu;kfogp (Qr) //D ©)(u,v)| dudv + ¢
< 2/ (f 0 0)(,0) - 1) (1,0)] dudo + 2

k Dy
= [[ (o) 1)) dudo+ R,

unde Ry = fquk\A ©)(u,v) - |J(¢)(u,v)| dudv + €. Pentru ca

Ariap(UDy \ A) = Aria(UFy \ p(A Z Aria(Fy) — Ariap(A) < €

Inseamna ca pentru € — 0 aria multimii UDj, \ A tinde la zero si deci gi Ry — 0. Cu aceasta,

/M)f(x’y)d“fdyS//A(fo@(u,v)u«oﬂ du dv

inegalitatea
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este demonstrata.
Invers, fie By, C A astfel incat Gy = p(F)). Atunci

// f(z,y)dedy > Z sup f(Py) - Aria(Gy) — €

PLeGy

—Z sup (f 0 )(Qx) - Ariap(By) — €

L QrEER

=3 swp (F0)(@)- [ 17w o)l dudo

L Qr€Eg

> Y [[ oo e)w o)l dude - ¢
k By
=[] et ) dudo -
=//A<foso><u,v>-|J<so><u,v>r dudv— R,
unde Ry = [f,\ g (f u,v) - |J(p)(u,v)| dudv + £. Pentru ca

Aria p(A\ UEL) = Aria(p(A) \ UGL) = Ariap(A) — Z Aria(Gy) < €

deducem ca aria multimii diferenta A\ UE}, tinde la zero si deci i Ry — 0, cand ¢ — 0. Cu
aceasta, inegalitatea inversa

/¢(A)f(x’y)dxdyZ//A(foﬁp)(uwﬂj(wﬂ dudv

este demonstrata. O

11.35 Observatie. Cand se face schimbarea de variabile

x = z(u,v)
{ y=yluw) VER

P

jacobianul se calculeaza cu formula determinantului matricii lui Jacobi J = | “‘. Noul

/

Yu Yo
domeniu A se obtine determinand frontiera acestuia din ecuatiile frontierei vechiului domeniu

D prin inlocuirea lui z cu z(u,v) §i y cu y(u,v).

In cazul in care frontiera domeniului D este cerc sau arc de cerc, este utila folosirea
coordonatelor polare p si ¢. Se face schimbarea de vari-

abile Y
r=pcosp, p=0
T: .
y=psing, ¢ €[0,27). Yr----- ‘
Jacobianul transformarii este P 1
_ D(z,y) _ A ‘ 3
/ / |
Dip.¢) |y, ©
_ Cf)S(,D —psin g ‘:p' O g‘rz X
singp  pcosy
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11.36 Exemplu. Sa se calculeze / / eV du dy unde D este multimea
D

D={(z,y) eR*|1 <2’ +¢y* <4, y>0}.

Facem schimbarea de variabile Y

{ T = pcos,

Yy = psin .
Din conditia 1 < 22 + y? < 4 obtinem 1 < p? < 4, adica X
p € [1,2]. Din y > 0 se obtine inegalitatea sing > 0, 0 X
adica ¢ € [0, 7]. Noul domeniu este

A={(p,p)|0<p<m 1<p<2}.

Jacobianul este |J| = p. Valoarea integralei este

2,2 T 2 2 e P ’
//emy dxdy:/ (/ e”pdp) dp=m1m ——
D 0 1 —2

11.6 Formula lui Green

11.37 Teoremi. Fie D C R? un domeniu simplu in raport cu una dintre axe. Fie C curba
simpla, inchisa, neteda pe portiuni, care descrie frontiera domeniului D, parcursa in sens direct
(sensul in care domeniul D se gdseste la stanga). Fie P,Q : D — R functii de clasd C* pe D.

Atunci 80 op
/CP(m,y) dz + Q(z,y)dy = //D (%(x,y) — a—y(m,y)) dx dy.

Demonstratie. Presupunem ca D este simplu in raport cu axa OY. Atunci
D={(z,y)la <z <b, gi(z) <y < goa)}

unde g1, 9> : [a,b] — R sunt doud functii derivabile pe [a, b] astfel incat g,(z) < go(z), pentru
orice z € [a,b]. Fie ¢ = inf, i) 91(7) 81 d = sup,¢(q 4 g2(2).

Pentru fiecare = € [a,b], fie F(x,y) o primitiva a functiei Q(x,y) in raport cu variabila
y € [c,d]. Atunci %—Z(x,y) = Q(x,y), pentru orice x € [a,b] si y € [c,d]. Pentru ca @ este de
clasa C! pe D, inseamna ca F este de clasa C? pe D si %—f = 86::8};/ = g;gw.

Conform formulei de calcul a integralei duble pe domenii simple, obtinem

I (G - 5w asay
:/ab (/:(:) ;;gv(x,y) dy—/:;:)g—]yj(aﬁ,y) dy) dz
= [ (500~ G 00100~ Plasala)) + Pl )

Pe de alta parte, frontiera lui D este formata din patru curbe: C' = C; U Cy U C3 U Cy. Vom
calcula pe rand integrala curbilinie pe cele patru curbe.
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Curba C] se parametrizeaza prin y = g1(x), x € [a,b]. Atunci

b b
L= [ PegdesQud= [ Pea@)ir s [ 0w g

Pentru ca
() = 5o an(e)) + 5 o) @) = G (o) + Qo n(0) 61 o),
rezulta

bOF

| Q@) g de = Fb.gu(t) = Flean(e)) = [ 5 (o on(w) o

a
si deci

I = / P, g1(2)) dz + F(b, g:(8)) — Fla, ga(a)) — / o)

Curba C se parametrizeaza prin z = b si y € [g1(b), g2(b)]. Atunci
92(0) o
b= [ Pay)detQuydy= [ SH0.)dy= Flb.ga) ~ Fb.n(0).
Cs a) YY

Curba C5, care este curba C5 parcursa invers, este parametrizata prin y = go(z), x € [a, b].
Atunci

13:/0 P(fr7y)d:c+@(w7y)dy=—/c P(z,y)dz + Q(z,y) dy

= —/fP(xagz(l‘))daf—/:Q(fagz(flf))-gé(x) dz.

La fel ca si in cazul lui I; se obtine

Iy= - / P(x, go(x)) dz — F(b, ga(b)) + F(a, ga(a)) + / 2—%92(%)) dz.

Curba C se parametrizeaza prin z = a si y € [g1(a), g2(a)]. O sa obtinem

g92(a)
[4:/0 P(:v,y)d:c+62(9:,y)dy=—/() g—Z(a,y)dyzF(ajgl(a))—F(“’QQ(‘L))'

Adunand cele patru integrale se obtine
/ Pz,y)de + Qz,y)dy = h+ b+ Iz + 1
c

= [ (Gt - G n(0)) = Ploule) + Plons(0))

ceea ce demonstreaza egalitatea ceruta. O]

11.38 Observatie. Formula se poate folosi si pentru un domeniu D care este o reuniune finita
de domenii simple in raport cu una dintre axe.
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11.39 Observatie. Formula lui Green ne permite sa gasim aria unui domeniu marginit de o

curba neteda de ecuatie data. Se poate folosi oricare din formulele

Aria(D):// dxdy:/xdy:—/ydle
D C C

/xdy—ydx.
c

11.40 Exemplu. Si se calculeze aria buclei foliului lui Descartes: z® + y* = 3azy, a > 0.

Pentru a parametriza aceasta curba o intersectam cu o
dreapta y = tx. Curba are punct dublu in origine, iar
axele OX gi OY sunt tangente buclei. Cum ¢ este panta
dreptei, rezulta ca t € [0,00). Se obtine

p

3at
="
C: L+ t €[0,00).
B 3at?
YT ies

Aria foliului lui Descartes va fi

Y

=

LY

3a(l — 2t3)

1 1 [ 3at 3at(2—1t3)
Aria == [ zdy —ydz = = : - :
e z/cx youer /0 116 (1+6)2  1+6

2

2 (1+13)3
_3a® -1 |7 3a?
2 1+, 27

~ 9a® /°° 202 — t° — 12 4+ 2t
0

dt

1 +13)2



