Curs 13

Integrale de suprafata

13.1 Panze si suprafete

13.1 Definitie. Fie D C R? o multime conexd si deschisd. O functie continud o : D — R? se
numeste panza de suprafata. Mulfimea S = o(D) se numeste imaginea pdnzei.

13.2 Observatie. Panza o este specificata daca sunt precizate componentele functiei vectoriale
o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). O altd modalitate este folosirea vectorului de pozitie 7 =
(u,v) = x(u,v)T+ y(u,v)7+ z(u, v)K sau parametrizarea

x(u,v),
o y = yl(u,v), (u,v) € D
z = z(u,v),

13.3 Observatie. Fie [, = {u| (u,v) € D} si I, = {v]|(u,v) € D }. Pentru o panza o : D —
R? gi pentru orice (u,v) € D functiile

ou: Iy =R, o,(t) =0(u,t) oo L, > R, o,(t) =0(t,v)
sunt drumuri in R3.

13.4 Definitie. O panzd o : D — R? se numeste simpla dacd o este injectiva pe multimea
D.

13.5 Definitie. O panzd o : D — R3 se numeste neteda dacd aplicatia o este de clasd Ct pe

D si 7, x 11, # 0, pentru orice (u,v) € D, unde

W= (W, 0)0+ g, (u,0) ]+ 2, (wv)R, T, = (u,0)1 4 Y (u, 0) T+ 2 (u,v)R

L

—y

13.6 Observatie. Vectorul 77, este tangent la curba o,, iar 7, este tangent la curba o,.

Conditia 7, x 7, # 0 inseamna ca vectorii 7, i 7, sunt nenuli si liniar independenti. In aceste

conditii ei formeaza vectorii directori ai planului tangent la suprafata. Ecuatia planului tangent

este
x — x(ug,v0) Yy — y(uo,v0) 2 — z(uo, vo)
!, (ug, vo) yr (1o, vo) 21 (ug,v9) | =0.
(o, Vo) Yy, (o, vo) 2, (1o, vo)
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Aceeasi conditie

ry X Ty # 0
ne asigura in acelasi timp ca in fiecare punct al suprafetei putem considera vectorul normal

N=7 xT7

u v

Versorul normalei este vectorul de lungime 1 pe directia normalei, adica

. N P ox 7
N |77, % 7]

13.7 Definitie. O suprafata se numeste orientabila sau cu doua fete daca normala la
suprafata variaza continuu pe intrega suprafata. Pentru o astfel de suprafata alegerea unui
semn pentru versorul normalei inseamnd alegerea unei fete a suprafetei.

13.8 Observatie. Exista suprafete care au o singura fata. Un exemplu este banda lui Mobius.

7

0\

=,
=74
=7

@@

13.9 Definitie. Doud panze o1 : Dy — R? si 0y : Dy — R3 se numesc echivalente dacd ewistd
o functie h : D; — Dy de clasa C, bijectivd, cu inversa de clasa C* astfel incat jacobianul lui

h sa fie strict pozitiv in orice punct al lui Dy, tar 04 = 090 h.

13.10 Observatie. Notam prin o; ~ 05 faptul ca panzele o; si 05 sunt echivalente. Relatia ~
este o relatie de echivalenta. De asemenea, se verifica imediat faptul ca doua panze echivalente
au aceeagi imagine, iar daca una este simpla sau neteda si cealalta are aceeasi proprietate.

13.11 Definitie. Se numeste suprafata o clasa de panze echivalente.

13.12 Observatie. O suprafata este multimea tuturor panzelor care au o imagine data si o
orientare precizata. O suprafata se poate specifica in 4 feluri:

1) forma parametrica: o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D

2) forma vectoriala: 7= z(u,v)7+ y(u,v))+ 2(u, v)R, (u,v) € D

3) forma explicita: z = f(z,y), (x,y) € D

4) forma implicita: F(z,y,2) =0, (z,y,2) € A C R?, precizand orientarea aleasa.
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Forma explicita nu este altceva decat o parametrizare de forma (u,v, f(u,v)), unde f este
o functie de clasd C'. Forma implicita ne conduce la forma explicita cel putin local, in jurul
unui punct dat, datorita teoremei functiilor implicite.

Oricare din aceste forme duce la identificarea unei suprafete si de aceea vom folosi notiunea
de suprafata in legatura cu oricare din aceste forme.

13.13 Exemplu. Panza descrisa de

r=(1—u—v)rs+urg+vre,
y=(1—u—v)ys+uys+vyc, D ={(u,v)|ue(0,1), ve (0,1), u+v <1}
z2=(1—u—wv)zg+uzg+v2c,

are ca imagine portiunea din planul determinat de punctele A(za,ya,24), B(zp,ys, 25) S
C(zc,yc, zc) aflatd in interiorul triunghiului ABC. Pentru v € (0,1), drumurile o, sunt
segmente paralele cu AC' care umple triunghiul. Pentru v € (0, 1), drumurile o, sunt segmente
paralele cu AB.

13.14 Exemplu. Panza descrisa de

T = xg+ rcosvsinu,

s s
Y = Yo + rsinvsin u, u € (O, 5), v E (O,§>
Z=2zZy+rcosu

este o portiune din sfera de ecuatie (z — 0)? + (y — y0)* + (2 — 20)* = 72, cu centrul (zg, Yo, 20)
si raza r. O alta panza echivalenta este © = u 4+ xg, y = v+ 9o $i 2 = 2o + V12 — u? — v?,

pentru u,v > 0, u2 4+ v? < 2 Intr-adevir, functia h(u,v) = (rcosvsinu,rsinvsinu) cu
. . . v 2 . . _
jacobianul J(h) = r?sinucosu > 0 este de clasd C' pe (0,%)" si are inversa h™'(u,v) =
(arcsin —V“if”Q, arctg %) de clasa C*.

13.2 Aria unei suprafete

13.15 Definitie. Fie o o panzd neteda descrisa vectorial prin 7(u,v), unde (u,v) € D iar D
este o multime deschisa si conexa. Fie o submulfime M C D care are arie. Numim arie a
portiunii de suprafata (M) numdrul real

Aria(o(M)) :// 7 % 7| dudv.
M

13.16 Observatie. O justificare pentru aceasta formula este urmatoarea: consideram multimea
M = [a,b] x [c,d] si fie o partitie a intervalului [a, b], respectiv [c, d]

Up=a<u <---<u,=b, vy=c<vy<---<v,=d.

Notand My; = [ug—1,ux] X [vj—1,v,] calculam aria lui S Insumand ariile imaginilor o(Mj;).
Aproximam aria imaginii o(My;) cu aria paralelogramului format de vectorii

(g, vj—1) — T(Ug—1,Vj_1), (ug—1,v;) — T(Up—1,V;-1).
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Dar

F(Uk,vj—ﬂ - F(Uk—hvj—l) = ﬁ(gmvj—l) ) (Uk - Uk—l), &k € (Uk—l,uk)

—

Fup—1,v5) — T(Uk-1,0j-1) = Ty(uk—1,m5) - (V; —vj—1), n; € (Vj_1,v)).

Suma

aproximeaza suma
Aria(o(M)) =Y Y Aria(o(My;)).
=1 j=1
Datorita faptului ca functiile vectoriale 7, si 7, sunt continue pe D suma ¥; are aceeasi valoare

la limita cu suma

o= 3 S 17 my) % 7] (wr — ) (0 — v;1)

k=1 j=1
// |7 x 7| dudv.
M

13.17 Observatie. Se poate arata ca aria portiunii suprafetei o (M) nu depinde de parametrizare.
Expresia

care tinde la integrala dubla

do = |7, x 7| dudv

se numeste element de suprafata. Vom da in continuare cateva formule de calcul pentru

do. Avem
T 7R
— ~ | ’ /2 Y T - =
T, X Ty, =), vy, 2| =AU+ Bj+ CR,
/ / !/
x’U y'U Z’U
unde
/ / / / / /
z 2l T
A=m 2 B={0 Tl o=
y'U v v v v y
Atunci

do = |7, x 7| dudv = VA% + B2 + C?dudv.

Daca suprafata are reprezentarea explicita z = z(z, y) atunci formula devine

do = /14 22 + 22 dx dy.

O alta reprezentare a elementului de suprafata pentru panze se poate obtine plecand de la
formula
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si notand
_ A - 12 /2 2
E= 7Au' ru_xu+yu +Zu
T 2 2
=Ty Ty =Ty +yv +Zv
e W, ’ o I,
F Ty Ty = TyZy T Yy Yy T 242
Rezulta

do = VEG — F?2dudw.

13.18 Exemplu. Sa calculam aria sferei de raza R.
Datorita simetriei, aria sferei va fi de 8 ori aria portiunii din octantul pozitiv, care se

parametrizeaza
xr = Rcosvsinu,
: : T 7
y = Rsinvsinu, u € <0,§>, v e (O,§>.
z = Rcosu,
Avem

E =22 +y?+2?=(Rcosvcosu)? + (Rsinvcosu)® + (—Rsinu)* = R?
G=a?+y?+2?=(—Rsinvsinu)® + (Rcosvsinu)? + 0? = R?sin’u
F =22, +yuyy + 2,2, =0

si atunci

Aria(sferei) = 8/2 /2 VEG — F2dudv = 8R*(— cosu)|§v|§ =47 R%.
o Jo

13.3 Integrale de suprafata in raport cu aria

13.19 Definitie. Fie o o panza neteda descrisa vectorial prin 7(u,v), unde (u,v) € D iar D
este o multime deschisa st conexa. Fie o submultime M C D care are arie. Fie F: U — R o
functie continud pe o mulfime deschisd U C R® ce contine pe S = o(M). Numim integrala
de suprafata in raport cu aria (de speta I) numdrul real

//s F(z,y,z)do = //M Fla(u,v),y(u,v), 2(u,0)) | 7, x 7| dudv.

13.20 Observatie. Daca suprafa‘ga S este inclusa in planul XOY atunci z = 0 si vectorul de
7 X Ty, =1x]=FKsi do = drdy. Rezulta

I

// (x,y,z da—// (x,y,0)dzdy.

Integrala de suprafata se reduce la o integrala dubla in cazul suprafetelor incluse in planul
XO0Y.

pozitie se reduce la ¥ = x'+ y7. In acest caz,

13.21 Observatie. Aria suprafetei S este data de formula

Aria(S) = / /S do.

Masa unei placi subtiri avand forma suprafetei S, cu densitatea punctuala data de functia p se

masa(S) = / /S plz,y, 2)do

calculeaza cu formula
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13.22 Exemplu. Si se calculeze // (22 +y* + 28 do,unde S: 22 4+9%2 =22, 0<2< 1.
s

Suprafata S este un con care se poate scrie in forma explicita z = \/x? + 42, iar (z,y) € M,
unde M este discul centrat in origine de raza Z
r = 1. Elementul de suprafata se calculeaza
plecand de la

, x

2=
V2 +y?

z?’/: 4

si folosind formula

da—\/1+ z’ )dxdy—\/_dxdy
Obtinem

I://S(x2+y2+z2)da://M(x2+y2+x2+y2)x/§dxdy:2\/5//M(x2+y2)dxdy.

Trecand la coordonate polare, se obtine

411

2 1
]:2\/5/ d@/ p3dp:47r\/§-pz = 1V2.
0 0

0

13.4 Fluxul unui camp vectorial printr-o suprafata

13.23 Definitie. Fie S o suprafata neteda orientabila pe care fizam o anumita orientare alegand
un anumit semn pentru versorul normalei la suprafata. Fie un camp vectorial continuu v =
P(z,y,2)1t+Q(x,y, 2)J+ R(x,y, )k definit pe un domeniu care confine suprafata S. Se numeste
fluxul lui v prin fata suprafetei S determinata de n, integrala de suprafata

://U-ﬁda.
s

13.24 Observatie. Produsul ¢ - 77do se numeste flux elementar. Daca ¢ reprezinta campul
vitezelor unui fluid in miscare, atunci ¢ - 77 do este cantitatea de fluid ce trece prin elementul
de suprafata in unitatea de timp, in sensul indicat de 7. Daca U i 7 au sensuri opuse atunci
produsul ¢ - ndo este negativ. Fluxul se schimba printr-un semn, daca se schimba sensul
normalei la suprafata.

13.25 Observatie. Daca notam cu «, 3 si v unghiurile pe care le face 77 cu axele de coordonate
OX, OY, respectiv OZ, atunci

<I>5(17)://Sﬁ-ﬁda://S(Pcosoﬁ—QcosﬁJchosv)da

Daca notam cu dydz, dzdx si dxdy proiectiile elementului de suprafata do pe planele de
coordonate YOZ, ZOX, respectiv XOY', obtinem

@S(U)://U-ﬁda://dederdedeerxdy.
S S
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Integrala de suprafata
// Pdydz+ Qdzdx + Rdxdy
S

se numeste integrald de suprafata in raport cu coordonatele (de speta a II-a).

13.26 Observatie. Pentru calculul fluxului tinem cont de expresia versorului normalei si de
expresia elementului de suprafata.

. S = LT X Ty
O(V) = v-ndo = U |7, x 7| dudv
S M |ruXTv’

13.27 Exemplu. Si se calculeze fluxul vectorului o = 27+ y7+ 2(22 +y?)& prin fata exterioara
a paraboloidului z = 2?2 + 2, din interiorul cilindrului 2% + 3? = 1.
Paraboloidul z = 22 + y? intersecteaza cilindrul z? + y?> = 1 pentru z = 1. Ecuatia

suprafetei este
22
Z—.I’ﬂ-y,(ﬂ?,y)EM,

unde M : 224 y? < 1. Normala la suprafata
face cu axa OZ unghiul v > 7, deci cosy <
0. Asadar

R-i=|g|-|7|-cosy <0.

Dar , ,
X T
- x
=4 =,
|7 % 7
Pentru ca

7 N

semnul din fata expresiei ce definegte 77 se alege ”-”. Fluxul este

@g(ﬁ)://ﬁ-ﬁda:—//ﬁ-(ﬁ;x 7,) da dy.
S D

Calculam produsul mixt. Avem

vy (2 +y°)?
v (Fx m)y=1 0 21 = (2 +y*)? — 2(2* + ).
0 1 2y
Rezulta ca
bs(@) = — [[ (612~ 20 + 7] dody,
D
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unde D este discul 22 + y? < 1. Se trece la coordonate polare si se obtine
1 2 1
D5(V) = —/ dp/ (p" —2p%) pdep = —27/ (p° —2p°)dp
0 0 0
6 4\ |1
P 7 | R (.
6 4 /|, 6 2 3

13.5 Formula lui Gauss-Ostrogradski

13.28 Teorema. Fie un corp V. C R3 marginit, invelit de o suprafata S netedd pe portiuni.
Dacd v = P+ Q7+ RE este un camp vectorial de clasd C* pe V atunci

//dedz+dedx+Rdxdy:///(P;—l—@;—i—R;)dxdydz,
s v

//U-ﬁdaz/// divvdxdydz,
s 1%

unde 1 este versorul normalei indreptat inspre exteriorul corpului V' si

sau

orP 0@ OR

divge 28 L o€ o
e ox + dy + 0z
este divergenta lui v.

13.29 Exemplu. Si se calculeze fluxul campului 7 = (z — 2)7— (32 + y)J+ (2 — xy?)R pe fata
exterioara a suprafetei 22 + y? + 2% = %
Aplicam formula lui Gauss-Ostrogradski pentru bila marginita de sfera centrata in origine

de raza a. Divergenta campului ¥ este div(¥) =1 — 14 1 = 1. Fluxul lui ¢ este

4 3
O(0) = /// divoderdydz = /// dzdydz = Volumul(V) = 7;:1 )
1% 1%

13.6 Formula lui Stokes

13.30 Teorema. Fie S o suprafata orientabila, neteda pe portiuni i deschisa, avand ca fron-
tiera curba C, simpla, inchisa, neteda pe portiuni, orientata astfel incat daca cineva parcurge
curba avand suprafata la stanga sa, versorul normalei este orientat de la picioare la cap. Fie
7 = P(x,y,2)T+ Q(z,y,2)]+ R(z,y, 2)R un camp vectorial de clasd C* pe un domeniu ce
include suprafata S. In aceste conditii,

/de+Qdy+Rdz:// (R~ Q) dydz + (P. — R.) dzda + (Q, — P') dady.
C S

13.31 Observatie. In cazul unei suprafete plane care este inclusa in XOY', teorema lui Stokes
se reduce la teorema lui Green:

/de+Qdy+Rdz:// (Q, — P,) dady.
c s
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S

13.32 Observatie. Formula lui Stokes se poate rescrie

/U~d’?z//rot17-ﬁda,
c S

rot v = 8_R_8_Q 7+ 8—P—8—R 7+ 8—Q—8—P R
~\ oy 0z g  or)’ or Oy )

ceea ce Inseamna ca circulatia vectorului ¥ de-a lungul unei curbe inchise C' este egala cu fluxul

unde

rotorului printr-o suprafata deschisa care se sprijina pe curba C'.

13.33 Exemplu. Sa se calculeze circulatia vectorului @ = 3?7+ 227+ 22< de-a lungul laturilor
triunghiului cu varfurile A(2,0,0), B(0,2,0) si C(0,0,2), parcurse in sens orar daca sunt privite
din origine.

Aplicam formula lui Stokes

/ 17~d7_”://r0t17-ﬁda,
fr(S) S
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pentru suprafata triunghiului
S:z=2—x—y, (z,y) € M,

unde M este multimea din planul XOY marginita de A OAB. Normala la suprafata triunghiu-
lui face unghi ascutit cu axa OZ, ceea ce inseamna ca semnul lui 77 se alege astfel incat 7- & > 0.

Versorul normalei la o suprafata data explicit are formula
~ +1
n =
VIH G2+ ()2

(20— 2,7+ R) .

In cazul nostru

o 1
NI

Rotorul vectorului ¥ este

7] R

rot v = g 2 2 = —221"— 227 — 2yR.
or Jy 0z
W 2 g2

Obtinem

1
//rotﬁ-ﬁdaz//(—227—2xf—2y/¥)-—3(7+f+fi') do
S s

:—%//S(x—i—ijz)da

= —%//DQ\/gdxdy
=—4- Aria (M)

— -8



