Seminar 10

Teorema reziduurilor

10.1. Sa se precizeze punctele singulare ale functiei f(z) = = ( sin(rz) o tipul lor.

23(2—1)(224+1)

10.2. S& se precizeze punctele singulare ale functiei f(z) = tffgfz) .e* i tipul lor. Care dintre

ele se gasesc in interiorul cercului |z — 1| = 27

10.3. Sa se calculeze reziduul functiei f(z) = ctg7z - 55 in punctul z = n, n € Z.

2+

10.4. Sa se calculeze f =2 m dz.

v eﬂz . [ A~ . v v oA .
10.5. Sa se calculeze fc ey e dz, unde C este curba simpla, inchisa, parcursa in sens direct,

formata din laturile triunghiului cu varfurile —1, 1 si iv/3.

Indicatii

10.1. Punctul z = 0 este radacina de ordinul 3 a numitorului si de ordinul 1 a numaratorului,
deci este un pol de ordinul 2. Punctul z = 1 este radacina de ordinul 1 a numitorului si de

ordinul 1 a numaratorului, deci este punct eliminabil. Punctul z = —5 este pol de ordinul 1.
10.2. Punctele unde se anuleazd 1 + ¢** sunt z, = % Log(—1) = w k € Z. Punctele
unde cosmw = 0 sunt wy = 2'“2—“, k € 7Z. Toate aceste puncte sunt poh de ordlnul 1. Punctul

= 0 este un punct singular esential izolat. Inegalitatea |z — 1| < 2 este echivalenta cu
Vm2(2k +1)2 +4 < 4, adicd (2k +1)? < %, care este adevarata doar pentru k =0 si k = —1.
Inegalitatea |wy — 1| < 2 este echivalenta cu |2k — 1| < 4 si este verificata de k = —1,0,1, 2.

Punctul z = 0 se afla in interiorul discului |z — 1| < 2. In concluzie, singurele puncte singulare
ux} e 1 1 3
aflate in interiorul cercului [z — 1| = 2 sunt 2y = 5, 2.1 = =5, w_1 = —3, Wy = 3, Wy = 5,
— 5 & » —
wy =381 2=0.
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10.3. Punctul z = n este pol simplu, deci Rez(f,n) = lim : = .
P P Afn) z=n (sinz) 22+1  7w(n?+1)

m sunt pOlll 212 = +¢ de ordinul 1 §1

z3 = —1, pol de ordinul 2. Toate se gasesc in interiorul cercului |z| = 2 (pentru ca |z;| =1 < 2).

10.4. Punctele singulare ale functiei f(z) =

Conform Teoremei reziduurilor,

/Z|:2 CESNEESIE dz = 2mi Rez(f, ) + 2mi Rez(f, —i) + 2mwi Rez(f, —1).
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Integrala are valoarea 0.
10.5. Triunghiul este echilateral, iar f(z) = Mm
aceste puncte singulare, z = ¢ se afla in interiorul lui C, z = —i se afla In exterior, iar z = 1

are polii simpli 2 = +7 gi z = 1. Dintre
este punct unghiular al curbei €, avand unghiul dintre semitangente 7 — 5. Atunci valoarea
integralei este

(1 +1) N mie”
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L(ZQ+1)(Z_1) dz:QWZ-Rez(f,z)—l—?-Rez(f,l) =



