Seminar 13

Integrale triple

Sa se calculeze
13.1. ///(1 +x+y+2)?drdydz, unde
1%
V={(r,y,2)|e+y+2<1, z,y,2>0}.

13.2. /// (z? +y*)?drdy dz, unde V este corpul 22 + 4% < 22, 0 < 2 < 1.
v

13.3. /// z- e @) qr dy dz, unde
v

V={(z,y,2) |2 +y"+2*<4, 2>0}.

drdyd
13.4. / / / %, unde V' este multimea punctelor care verifica
vyt Tyt Tz

1§x2+y2+z2§4, x2+y2§3z2, z > 0.

Tema

13.5. Sa se calculeze

/// (22 —y* + xz) dr dy dz,
v

unde V' este paralelipipedul dreptunghic [—1,1] x [1,2] x [0, 3].

13.6. Volumul corpului méarginit de paraboloidul 22 + y? = z si planul z = 2.

13.7. /// V2 4+ y? + 22drdydz, unde
1%

V={(z,y,2)|2* +y*+2° <9, 2,94,2>0}.

13.8. ///\/ ————— —dxdydz unde V este % +§j—§+z—2§1
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Indicatii
13.1. Scriem corpul V sub forma

V={(z,y,2) €R® | (1,9) € D, gi(z,y) < 2 < ga(,) }

si aplicam formula

[ remopasavas= [ o] asas

Proiectia corpului V'
V={(zy2)|e+y+2<1 2,y22>20}

pe planul XOY este triunghiul format de dreptele x =0, y =0 si z +y = 1. Asadar
D={(z,y) eR*|2>0,y>0,z+y<1}.

Daca fixam un punct (z,y) din D, atunci pentru ca (z,y,z) € V, z ia valori de la planul XOY
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Figura 13.1: Tetraedrul V' Figura 13.2: Domeniul D

la planul  + y + z = 1. Deci cand (z,y) € D avem 0 < z < 1 — x — y. Rezulta
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13.2. Corpul V se scrie sub forma

V={(wy.)|@yeD ViryZ<z<1},

unde D este discul 22 + y? < 1. Valoarea integralei se calculeaza astfel

X

Figura 13.3: Conul 22 + y? = 22

1= [[[ e s prasaga= [ ( /;W@wydz) dody
= //D(x2 + 9?)? [1 — /22 +y2} dz dy.

Facem schimbarea de variabile la coordonate polare x = pcos p, y = psin ¢ si obtinem
2m 1
I= // (2* +y%)? [1 —Va? +y2} dody = / / pH(L—p)-pdpde
D o Jo

! 1 1 T
:2 5—6d :2 _—— = = —.
7T/O(p p’)dp 7r<6 7) o1
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13.3. Ecuatia 22 + y* + 22 = 4 reprezintd o sferd de centru (0,0,0) si razd 2. Corpul V

A

A

reprezinta jumatatea superioara a unei bile de raza 2. Trecem la coordonate sferice

x = pcospsinf
y = psinpsinf
2z = pcost.

Inlocuind aceste relatii in inegalitatea 2 + y? + 22 < 4 obtinem p € [0,2]. Din z > 0 obtinem

0 € [0, %} Asupra lui ¢ nu este nicio restrictie, deci ¢ € [0,27r]. Jacobianul la coordonate

sferice este |J| = p?sinf. Cu acestea valoarea integralei este

2 2m
I= /// 2 e ) qp dy de :/ [/ (/ peosf e p? sin@dcp) d9] dp
v o |Jo 0
2 . z
=27 (/ ple? dp) . / cosfsinfdo | .
0 0

™ s

/2 cosfsinfdf = /2 sin §(sin #)" df =
0 0

Wl

Avem

sin? |2
2

si prin schimbarea de variabild —p* =t

2 2 1 2 2 1 -4 4e~4 1 -4
/ ple ™ dp = —/ e " (—p*)(—2pdp) = —/ etdt = ——— —/ et dt
0 2 Jo 2 Jo 2 2

| 1
2 2 2 2

Rezulta



13.4. Multimea V este
V:{(a:,y,z)€R3|1§x2+y2+z2§4, x2+y2§3z2,220}.

Trecem la coordonate sferice. Inlocuim pe = = pcossing, y = psinpsind si z = pcosf in

Z
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Figura 13.4: Domeniul spatial cuprins intre cele 2 sfere si in interiorul conului
conditiile care definesc pe V. Obtinem
1<a?+y*+22=p2<4 si 2?4+ y? = p*sin® 0 < 3p* cos? 4 si z=pcosf >0
Asadar, tg? 0 < 3 i cosf > 0
Qz{(p,@,gp)|1§p§2, ogegg, 0§g0§27r}.

Calculam integrala data in felul urmator:

_dzdydz |J|dpdg0d9 " p*sinfdy 2sin 0 dy
v a2+ P+ 22 a2 2
—27T/ dp/ 81n9d9—27r/ —cos )

dp—7r




