Seminar 14

Integrale de suprafata

14.1. Aria torului ¥ = (R+17 cosv) cosut+ (R+ 1 cosv) sinuj+rsinvk, u € [0, 27], v € [0, 27],
0<r<R.

14.2. Sa se calculeze forta de atractie gravitationala a sferei goale omogene de raza R > 0
exercitata asupra unui punct material de masa m aflat la distanta a # R fata de centrul sferei.
Discutie dupa a.

14.3. //zda, unde S: 22 +y? + 22 = R?, 2 > 0.
s

2
14.4. //mda, unde S: 22 + 9?2 + 22 =R?, 2,y,2 > 0, 22 +y*> > Rux.
s

14.5. Sa se calculeze fluxul lui v = 2'+ yz7'+ zK prin fata exterioara a prismei cu varfurile de

coordonate (0,0,0), (a,b,0), (0,b,0), (0,0,¢), (a,b,c) si (0,b,c).

>

14.6. Si se calculeze fluxul lui ¥ = 9%+ 227+ 22F prin fata exterioari a paraboloidului
z=1—2%—3% 2>0.

Tema

14.7. S& se calculeze aria suprafetei 7 = u cosv? + usinv)+ u?<, u € [0,3], v € [0, 7].

14.8. Sa se calculeze // r*do, unde S este ¥ = ucos vy’ + usinvy+ uk, u € [0,3], v € [0, 7.
S

14.9. Sa se calculeze //(z +1)do,unde S: 2?2 +¢y* =22 0<z<4
s

14.10. S& se calculeze fluxul lui ¥ = (2zy + 2)7’+ y?J — (v + 3y)< prin fata exterioara a
tetraedrului cu varfurile de coordonate (0,0,0), (3,0,0), (0, 3,0), (0,0,6).

14.11. Sa se calculeze // rot ¥+ ndo, unde ¥ = yi'+ 2)+ zK iar S este suprafata exterioara
S

a paraboloidului z = 2 — 22 — ¢%, 2 > 0.
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Indicatii

Figura 14.1: Torul

14.1. Torul este suprafata obtinuta prin rotatia in spatiu a unui cerc in jurul unei axe
coplanare dar care nu atinge cercul. Daca r este raza cercului si R este distanta de la centrul
cercului la axa de rotatie OZ atunci parametrizarea acestei suprafete este

x = (R+rcosv)cosu
y=(R+rcosv)sinu u,v € 0,27
z =rsinv

Calculam coeficientii suprafetei cu formulele

? 5
‘+

)"+ (y,)" + ()
)+ (4) + ()

E
G
F=ux, -2, 4+y,  y,+ 2, 2,

In cazul nostru E = (R + rcosv)?, G = 2, F = 0. Calculim elementul de arie cu formula
do = VEG — F? dudv, iar aria cu formula Aria = [, do. Avem

do =r(R+ rcosv)dudv

2w 2m 2m
Aria = / / r(R+rcosv)dudv = 27r/ (rR+1?cosv)dv = 47°rR.
o Jo 0



14.2. Conform lui Newton, forta de atractie gravitationala a unui punct P de masa M
exercitat asupra unui punct A de masa m este de data de

AP

F=GmM - ——..
T AP
Un ansamblu format din punctele Py, P, ..., P, de mase My, Ms, ..., M, exercita asupra unui
punct material A, forta
—
F=F+F+- -+ F,=GmM GmM. coo+ GmM,—.
1+ Lo+t m 1AP3+ m 2AP23+ +Gm AP

Fie 22 + y? + 22 = R? ecuatjia sferei si fie A(0,0, a) pozitia punctului material de masa m.
Datorita simetriei, componentele fortei in directia lui OX si OY sunt zero. Ramane sa calculam
componenta verticala a fortei.

Pentru a calcula forta de atractie exercitata de intreaga sfera asupra punctului A, impartim
sfera in mai multe parti mici S, k = 1,..., N de arii o} care contin punctele Py(xy, yx, 2k)-
Presupunem_§fera omogena cu densitatea constanta p. Fiecare parte Sy exercita o forta egala

cu Gmpakﬁ—%. Atunci forta totala este aproximata prin

N
Ze — Q

F, ~ Gmpoy, - 3

; (22 4+ y? + (2x — a)?]?

Cand N — oo gi diametrul partilor S tinde la zero, limita acestei sume devine egala cu forta:

F, = Gmp// 4 5 do.
[22 + 4% + (2 — a)?2

Folosind parametrizarea sferei x = Rcospsinf, y = Rsinpsinf, z = Rcosf, unde ¢ €
[0,27] si 0 € [0,7] si E = R?sin”f, G = R%* si F' = 0 se obtine

™ _ 2 o3
r :27erp/ (Rcos® —a)R smH3 40
o (R?>+a?—2aRcosf)?2

Cu schimbarea de variabild vV R? + a?2 — 2aR cos @ = u se obtine

F, = du

a?

7GmpR /a+R R? — a% — u?
B W
T7GmpR R? — g?
Daca a < R atunci F, = 0, iar daca a > R atunci

4rGmpR? . GmM

F=- 2 2

a a

Concluzia este ca intr-un punct situat in interiorul unei sfere goale nu exista forta de atractie
gravitationald, iar in exterior, forta de atractie are aceeasi valoare ca atunci cand intreaga masa
a sferei ar fi concentrata in centrul ei.
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14.3. Metoda I. Folosim coordonate sferice si parametrizam jumatatea de sfera prin

x = Rcospsinf -
y = Rsinpsinf ¢ €[0,27], 0 € [O’E]
z = Rcosf

Dacd v = 6 si v = ¢ atunci coeficientii suprafetei sunt £ = R?>, G = R?sin®f si I = 0.
Valoarea integralei este

27 z : 29
I://zdaz/ /2 Rcos - R?sinfdedf = 27 R? - .
S o Jo 2

Metoda II. Scriem ecuatia sferei in forma explicita z = y/R? — 22 — 4?2, (x,y) € D, unde D
este discul de raza a din planul bazei obtinut prin proiectia tuturor punctelor de pe suprafata

s

2 3
=7R°.

0

pe planul XOY. Calculam derivatele partiale

/ x : / y
2y = — si oz, =—

z R2 — 22 — 42 Y /Rz_xQ_yQ'

Elementul de suprafata se calculeaza cu formula

do = \/1 + (2)% + (2,)? dz dy.

Pentru problema aceasta

% + 1 R
do=4/1+ ————F—dxdy = dx dy.
o \/ +R2_x2_y2 rdy \/RQ—(x2+y2) ray

Valoarea integralei este

2
//zda:// VR —x? — 2 %dxdy:R// dedy = R-Aria = R-mR* = nR®.
s D R*— a2 —y D
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Figura 14.2: Suprafata de pe sfera Figura 14.3: Domeniul D

14.4. Ecuatia 2% +y? + 22 = R? reprezinta o sfera centratd in origine si de raza R. Ecuatia
2?2 + 9y = Rx poate fi rescrisa 22 — Rx + y? = 0 sau

(=3) - (3)

si reprezinta in spatiu un cilindru circular cu axa x = %, y =0 giraza <.
Scriem ecuatia explicita a suprafetei z = /R? — 22 — 42, (z,y) € D. Elementul de arie este

do =4/ R2+§_y2 dx dy. Integrala de suprafata se reduce la integrala dubla

22 R? — 2% — 42 R? 1
- do = . drdy = — v/ R2 — 22 —2dxdy.
//5$2+y2+22 7 //D R? || B? — 2% — 32 o R//D v

Calculam integrala dubla folosind coordonate polare. Avem x = pcosy, y = psin . Unghiul

¢ variaza intre 0 si 7/2 pentru ca z,y > 0 (suntem in primul cadran). Conditiile asupra lui p le
deducem din conditiile 2? + y? < R? gi 22 + y*> > Rz. Avem p? < R% i p*> > Rpcos p. Atunci
¢ € [0,%] sip € [Rcosp, R]. Atunci

1 1 [z ("
]:—// \/RQ—(x2+y2)dxdy:—/2 </ p\/RQ—PQdP> de
R D R 0 Rcos

Notand t = y/R2 — p? atunci 12 = R? — p? i tdt = —pdp. In plus pentru p = R avem t = 0 si
pentru p = Rcos ¢ obtinem ¢ = y/R? — R2cos? p = 1/ R?(1 — cos? ) = R|sin¢|. Atunci

1 z Rsing 2 z 2 5
[:_/2 (/ t2dt> dgp:R—/Qsin?’godgo:5/2(1—0082gp)singodcp.
R Jg 0 3 Jo 3 Jo

Cu schimbarea de variabila cos ¢ = u obtinem

2 1 2 1 9 2
[:R_ (1_u2)du:R_(1__):i.
3/, 3
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14.5. Pentru a calcula fluxul, aplicam formula lui Gauss-Ostrogradski

// U-ﬁdo—///divﬁdxdydz.
fr(V) 14

Pentru v = P(x,y,2) 1+ Q(z,y,2) 7+ R(z,y, 2) k putem calcula divergenta cAmpului vectorial
U prin
oP 0 OR
div =22 4 99 98

Jdr Oy 0z

In cazul acesta v = 20+ yz7+ xK si div ¥ = z.

Fluxul:// ﬁ-ﬁdoz/// div vdxdydz
s v
:///zdxdydz:// dxdy/ zdz
1% OAB 0

c?  ab
= — dedy = — - —.
2//0,43 TR



14.6. Suprafata cercului din planul bazei S, impreuna cu suprafata paraboloidului S de
ecuatie z = 1 — 2% — y? marginesc corpul V. Aplicand formula lui Gauss-Ostrogradski se obtine

Dar

De aici obtinem ca

@S(ﬁ):// U ﬁdaz—// v~ ndo.
S (&
Pentru suprafata S, versorul normalei este 77 = — k. Astfel
(I)S(ﬁ):—// P+ 27+ 2% k) (—k) do
( )- (=)
:// x2daz// 2 dxdy
SC Sc

2m 1 2m
1 1+ cos2¢p
:/ congodgp/ p3dpzzl/ ngp
0 0 0

e



