Seminar 2

Primitive de forma [ R(sinx,cosx)dx

Functiile R sunt functii rationale de forma R(x) =

coeficienti reali.

Sa se calculeze integralele:

Problema 2.1.
a) /(cos Sx — sin 2x) dx
b) /cos 2z - sin3x dx
Problema 2.2.
a) /cos.2 xdz,
b) /sin2 3z dx
Problema 2.3.
sin®

a) / QiHsz dx

sinx
b)/ 1+ cosx + cos?x dz

Problema 2.4.
a)/césxdaj
sin x
3
b) / 2 e
sin® x
Problema 2.5.
sin? x
d
a)/COSGSC o
d
b) / X
(sinz + cosx)?

Problema 2.6.

)/ dx
a —_—
5+ 4sinz

P(x)
Q(z)’

unde P, () sunt polinoame cu

c) /sin 3x - sin 2z dx

d) /cosx - cos 3x dz

c) / sin® z do

d) / cos” x dz
8 / sinx dx
cos 2x
dx
4) / sin x + sin 2x

) / dx
C —_—
COS T COS 2%

) / sin 2z dx
(2 + sinz)?

dx
C) N
COoS*x +sin~x

dx
d [ —
) / sin? z cost

b)/ dx
5 —3cosx




2 SEMINAR 2. PRIMITIVE DE FORMA [ R(SIN X,COS X)DX
Indicatii si raspunsuri
2.1. a) Se folosesc formulele

) cos ax sin ax
/smaa:dx:— , /Cosaxd:v: , a#0.

a a

Obtinem
: : 1. 1
I'= [ (cosbx —sin2x)dzr = [ cosbrdr — [ sin2xdz = gsm5x + 50052x +C.
b) Folosim formula
1
sina - cosb = 5 [sin(a + b) + sin(a — b)]
pentru a = 3z §i b = 2x. Se obtine I = —% cos b — %cosx +C.
c) Se foloseste formula

1
sina - sinb = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)]

si se obtine [ = %Sin:p— %sin5x+0.

d) Cu ajutorul formulei
1
cosa - cosb = 5 [cos(a — b) + cos(a + b)]
si se obtine [ = %sin 2x + %sin4x +C.
2.2. Cu a = b in formulele din exercitiul anterior, rezulta noile formule

14 cos2a . 9 1 —cos2a
—_— sin“q = ———

2
cos’a =
2 ’ 2

a) Vom obtine

1 1 in 2
[:/COSQ.CEdiE:5/(1+C082$)d$:5 (.ﬁl:—{—smz x) +C.

b) Rezulta

1 1 -
I:/Sin23xdx:5/(1—C086x)d$:5(x_SHlG :c) o

c¢) Reducem gradul succesiv.

f:/sin4xdx:/ 1—cos2z 2dx:/1—2cos2x+00822xdx
2 4
1 1 1 4
=1 (x—sin2x+/cos22:cdx) =1 {x—SiHQJI—l—i (x+sm4 $>] e

d) Pentru a integra functii trigonometrice la puteri impare procedam in felul urmator.

I:/cos5xd:c:/Cos4x-cosxd$:/(l—sin2x)2-cosxdx.



Cu schimbarea de variabila u = sinx, avem du = cosz dz si

20wd b 9 gin’ .5
I:/(1—u2)2du:/(1—2u2+u4)du:u—%—i—%zsinx— Sl; a:+31n5x+a

2.3. Pentru integrale de forma | R(sinz,cos ) dz, dacd se verifica conditia
R(—sinz,cosz) = —R(sinx, cos x)

atunci se face schimbarea de variabila u = cosx. Toate integralele din acest exercitiu
verifica aceasta conditie. a) Avem

3 2y 2 _ 2 _
I—/ sin® z dx—/(l u?)( du)_/u 1du-/u 4—1—3du
2+ cosx 2+u u+2 u+ 2

3 2 2
:/(u—2+ +2) du:u——2u—|—31n\u+2\:cos x—?cosa:+31n(2+cosx)+(§’.
u

2 2
b) Cu schimbarea de variabila u = cos z avem

]_/ sinx B / du B / du
) l+cosx+cos?x w?+u+l (ut 1) +2

2 arct u+% 2 aret 1+2008x+0
= ———arctg —==% = ———arctg ———— :
VBUETE T TR TR
¢) Aplicand formula [ %2 = LIn ‘—ﬁlgl

+C.

/ sinx / du 1 / du V2 V2cosz — 1
cos 2« 2u? — 1 2) u?—3 4 V2cosz + 1

d) Dupa schimbarea de variabila u = cos z rezulta

/ dw / dw / du
I pum R R pum R = — .
sinz + sin 2z sinz(1 + 2cosx) (1 —u?)(1+ 2u)

Acum se descompune 1n fractii simple

-1 A B C

(1 —u2)(1+2u) —u Tive T2
cuA=-1/6, B=1/2si C = —4/3. Rezulta

1 1 2
I= éln(l —cosx) + éln(l—l—cosx) — gln(1—|—2cosx) + C.

2.4. Cand are loc conditia R(sinz, —cosx) = —R(sinx, cos x) atunci notam u = sin z.
Toate integralele din acest exercitiu verifica aceasta conditie. a) Avem

d
Iz/cosxdx:/—u:ln|u|:ln|sina:|+0.
u

sin x

3 1— 2
o[ 1,
sin-x U

3 gyt —1 1
Z/u_4du—/U‘2du:u e +C.

-3 —1 3sin®z  sinz




4 SEMINAR 2. PRIMITIVE DE FORMA [ R(SIN X,COS X)DX

/ dx / du / du / 2du
I = - = = -
COS T oS 27 1 —u?)(1 —2u?) u?—1 2u? — 1

_11 1—s?n3:__ \/ismx—l LC
2 1+4sinz V2sinz + 1
d)
sin 2z dz 2u du u—+2—2du
(24 sinx)? (24 u)? (2+u)?
4

=21In(2 i _—
n( —|—smx)—|— 2+sinx +

2.5. Atunci cand este indeplinita conditia R(—sinx, —cosz) = R(sinz, cosz) se face

. . . . . v _ du . o u . . 1
substitutia u = tgx si se tine cont ca dx = Thu2r ST = s §1 COST = s

a)

) u? 3 5
d t t
:/s1n6:1:dx:/ 1+u2 u —/u2(1—|—u2)du:/(u2—|—u4)du: g .’E+ g x—I—C.
cosb x (1+u2) 1+u? 3 5!

I—/ dx _/ du r 1 L C
~ ) (sinx+cosz)? ) (u+1)2 u+l  1+tga

[_/ dz _/(1+u2)du_/(1+ui2)d
) costx +sintz 1+ut 24 L

Cu schimbarea de variabila ¢t = u — % avem dt = (1 + u—12) du si t? = u? + u% — 2. Asadar

/ dt 1 ot t 1 tu—% 1 ttgm—ctgx+c
= arc arctg ——% = — arctg ————=— .
Pr2 PR VRUPT R TR T/
d)
d 1 224 1 3 te?3
I:/.Q—x:/M:——+2u+u—:—ctgm+2tg$+ gI+C.
sin® z cost x u? U 3 3

2.6. In cazul in care nici o conditie de la exercitiile anterioare nu este verificata se face

2du 2u 1—u?

substitutia u = tg 7 si se tine cont de faptul ca dz = {55, sinx = 55 §i cosz = {5

a) Avem
d d 2 d 2 4+ 5tg%
S B Y S R S TR FSLLT
5+ 4sinz 54+bu?+8u 5 (u+3)+2 3 3
b)

dx 2du du arctg2u  arctg (2 tg ”2—”)
) — — _ L.
5—3cosw 5(1+ u?) — 3(1 — u?) 1 + 4u? 2 2




