Curs 1

Integrale triple

1.1 Integrala tripla pe paralelipiped

Definitie 1.1. Fie V = [a,b] X [¢,d] X [e, f]. Functia F': V — R este integrabila pe V'
daca exista numarul real I cu proprietatea ca pentru orice € > 0 exista 6 > 0 astfel incat

pentru orice diviziune a intervalului [a,b] : a=2z9 <z < - <z, =b,

orice diviziune a intervalului [c,d] : c=yo <y < -+ <ym =4d

si orice diviziune a intervalului [e, f]: e=20<z <---<z,=f

asaincat \/(z — x5-1)? + (y; — yj—1)? + (2 — zi-1)? < 4, si pentru orice alegere a puncte-
lor intermediare & € [xp_1, 2], k=1,...,n,n; € [yj—1,y;], 7 =1,...,msix; € [zi-1, 2],
t=1,...,psaavem

n

m P
ZZF&“’%’X% (xk_mkﬂ)(y Yj— )(zi — zic1)| < e.

k=1 ]:1 =1

Notatie 1.2. Daca numarul I exista, atunci el este unic si se noteaza

///‘,F@’y»@diﬂdydz.

Interpretare 1.3. Sa consideram un exemplu practic care ne conduce la notiunea de
integrala tripla. Avem un corp neomogen de forma unui paralelipiped dreptunghic V.
Ne propunem sa calculam masa acestui corp daca densitatea in fiecare punct este data
de functia p: V — R.

Impértim paralelipipedul dreptunghic V = [a,b] X [c,d] x [e, f] in paralelipipede mai

mici Viji = [Tg—1, Tk) X [yj-1,Y;] X [zi-1, 2], unde punctele i, k = 1, ..., n reprezinta o di-
viziune a intervalului [a, b], punctele y;, j = 1,..., m reprezinta o diviziune a intervalului
[c,d], iar z;, i = 1,...,p reprezinta o diviziune a intervalului [e, f]. Daca in fiecare para-

lelipiped mic consideram ca densitatea este constanta, atunci masa unui paralelipiped mic
este produsul dintre volum lui si densitate. Daca (£, m;, xi) € Viji este un punct oare-
care, atunci masa paralelipipedului Vjj; este p(&, 15, xi) X (26 —2k—1) (Y5 —yj—1) (2i — zi—1)-
Rezulta

masa(V) ~ Z Z P(&k> 055 Xi) - Volum(Vigq)

k=1 j=1

=S5 0 xa) - (@ = @) (Y5 — yio1) (2 — zi).

k=1 j=1 i=1
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La limita se obtine masa lui V.

Observatie 1.4. Masa paralelipipedului V' = [a, b] X [¢,d] X [e, f] cu densitatea data de
functia p : V — R, se calculeaza cu formula

masa(V) = / / /V plz,y, 2) de dy dz.

Propozitie 1.5. Daca F' este integrabila pe V atunci F' este marginita pe V.

Propozitie 1.6. Daca F, G sunt doua functii integrabile pe V si o, f € R atunci functia
aF + BG este integrabila pe V i

///V(O‘FWG)(f’yvz)dwdde:a///vF(x,y,Z)da:dyderﬁ///vG(x,y,z)dg;dydz.

Propozitie 1.7. Daca F este o functie integrabila gi pozitiva pe V', atunci

/// F(z,y,z)dxdydz > 0.
v

Teorema 1.8 (Formula de calcul). Daca F' : V' — R este o functie continua pe para-
lelipipedul V' = [a,b] X [¢,d] x [e, f]. Atunci

////F(x,y,z)dxdydz:/ab (/cd (/efF(a:,y,z)dz> dy) de.

Exemplu 1.9. Sa se calculeze masa corpului
V={(r,y,2) eR*|0<2<a0<y<b0<z<c}

avand densitatea p(z,y,2) = +y + 2.

masa(V) = / / /V p(z,y, =) dz dy d=
:/Oa (/Ob (/Oc(x+y+z)dz) dy) dr
({3
b2

¢ ch*  be abc(a + b+ c)

Definitie 1.10. Multimea V C R?® are volum mnul daci pentru orice ¢ > 0 exista
paralelipipedele V;, i = 1,2,... astfel incat
oo o
V C U Vi s Z Volum(V;) < e.
i=1 i=1
Exemplu 1.11. Suportul unei suprafete netede pe portiuni este o multime de volum
nul. Exista suprafete a caror suport nu este o multime de volum nul.

Propozitie 1.12. Fie F': V — R o functie marginita gsi A C V o multime de volum nul.
Daca F' este continua pe V' \ A atunci F' este integrabila pe paralelipipedul V.
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1.2 Integrale triple pe domenii simple

Definitie 1.13. Fie V o multime marginita si fie un paralelipiped astfel incat V' C
[a,b] % [c,d] x [e, f]. Spunem ca F': V — R este integrabila pe V daca functia

| F(z,y.2), (z,y,2)eV
G(z,y,2) = { 0, (2,9,2) € [a,b] x [e,d] x [e, f]\ V

este integrabild pe [a,b] x [¢,d] x [e, f]. In acest caz scriem,

/// F(z,y,2z)dxdydz = /// F(z,y,z)dxdydz.
1% [a,b] X [c,d] X [e, ]

Observatie 1.14. Se poate demonstra ca valoarea integralei nu depinde de paralelipi-
pedul [a, b] X [c, d] X [e, f] i nici de functia G, care prelungeste functia F' pe paralelipiped.

Definitie 1.15. Fie D o multime plani si fie hy, ho : D — R functii de clasa C! pe D,
cu proprietatea ca hy(z,y) < he(z,y) pentru orice (z,y) € D. Multimea

V={(.y.2)(@.9) € D, hi(x,y) < = < ha, )}

se numeste simpla fata de axa OZ. Multimea D reprezinta proiectia lui V' in planul
XOY.

z = ho(x,y)

Figura 1.1: O multime simpla in raport cu axa OZ este o reuniune de segmente verticale
cu extremitatile aflate pe doua suprafete

Teoremi 1.16. Fie V C R? o multime simpld in raport cu axa OZ si ' : V — R o
functie continua pe V. Atunci

ha(z,y)
/// F(x,y,z)dxdydz:// / F(z,y,2z)dz | dedy.
1% D hi(z,y)

Observatie 1.17. Daca multimea V' nu este simpla fata de niciuna dintre axele de
coordonate, atunci impartim corpul V' in domenii mai mici care sunt simple fata de cel
putin una dintre axe si apoi aplica proprietatea de aditivitate a integralei triple fata de
domeniul de integrare.
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X

Exemplu 1.18. Sa se calculeze / / / Va2 + y?dxdydz, unde V este corpul delimitat
v
de paraboloidul 22 + y? = 4z si planul z = 1.

Corpul V' se poate scrie

2 2
VZ{(w,y,Z)€R3I(x,y)€D, - Iy Szél},

unde D este interiorul cercului 22 + 3% = 4.

Avem

1
]:/// \/xQ—I—dexdydz:// </ \/m2+y2dz) dx dy
Vv D xQIyQ
2,2
:// Va2 +y? (1—31j Ty ) dx dy.
D 4

Cu schimbarea de variabile la coordonate polare rezulta

27 2 2 3 5
p pPop
[= 2 (1) dpdp=2n (- 2

Aplicatii ale integralei triple

2_327r

T

Definitie 1.19. Spunem ca o multimea V C R? are volum daca functia caracteristic a
multimii

1, zeV
(@) _{ 0, TR\ V.

este o functie integrabild pe R?. In acest caz, volumul corpului V se calculeaza cu formula

Volum(V) = / / /V dz dy dz.

Exemplu 1.20. Masa unui corp V' C R3 cu densitatea punctuala data de functia p :
V' — R se calculeaza cu formula

masa(V) = ///V p(x,y, z)dedy dz.
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Centrul de greutate al corpului V' are coordonatele

///xpxy, drdydz ///ypxy, drdydz

/// (r,y,2 dxdydz /// (r,y,2)drdydz
/// zp(x,y, z)dedy dz
/// (r,y,2 dxdydz

1.3 Schimbarea de variabile in integrala tripla

Teorem3i 1.21. Fie Q o multime deschisa din R? si 7" : Q — R? o aplicatie injectiva de
clasa, C! astfel incat jacobianul transformarii J sa fie diferit de zero in orice punct din
Q. Fie V=T(). Daca F : V — R este integrabila atunci

///VF(x’y’Z)dxdde:///Q<FOT>(u,v,w)|J| du dv dw.

Observatie 1.22. Cand se face schimbarea de variabile

x = x(u,v,w)
y=y(u,v,w) , (w,v,w)e
z = z(u,v,w)

/ /

T T

/
xu v w

jacobianul se calculeaza cu formula determinantului matricii lui Jacobi J = |y, v, v, |-

!/ / /

Zu Ry Rw

Noul corp 2 se obtine determinand frontiera acestuia din ecuatiile frontierei vechiului
corp V prin inlocuirea lui z cu z(u, v, w), y cu y(u, v, w) si z cu z(u, v, w).

In cazul in care frontiera domeniului V este sferd sau o portiune de sfera, este utila
folosirea coordonatelor sferice p, ¢ si 6. Se face schim-

(x7 y7 Z)

barea de variabile

x=pcospsingd, p>0
T:¢ y=psinpsing, ¢ € 0,2n)
z = pcosb, 6 € [0, 7].
Jacobianul transformarii este

/ / /

I 270 I A
=7 Y Yp Yg
D(p, ¢, 0) ;or
Z; zfp 2y
= p*siné.
2?2 P 22
Exemplu 1.23. Sa se calculeze volumul elipsoidulul — + 5] + — =1

Trecem la coordonate sferice generalizate date de rela‘gnle
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x = apsinfcos z
y = bpsinfsin g
2z =cpcosh.

cu jacobianul J = abcp?sinf. Noul
domeniu este

0<p<l1
Q: 0<o<m
0<p <27

Avem

2 s 1 1 ™
Volum (V') = / dcp/ d9/ abcp® sin @ dp = 2mabe (/ 0 dp) (/ sin@d@)
0 0 0 0 0

B 4rabe
3

In particular, obtinem volumul sferei de raza R

47 R3
Volum(sfera) = 7r3 :

1.4 Formula lui Gauss-Ostrogradski

Teoremi 1.24. Fie un corp V' C R3? marginit, invelit de o suprafatd S neteda pe
portiuni. Dacd ¥ = P7’+ Q7+ RF este un camp vectorial de clasa C' pe V atunci

//dedz—i—@dzdx—l—Rdxdy:///(P,;ﬁLQ;—l—R;)dxdydz,
s v

//U-ﬁdaz/// divvdxdydz,
S 1%

unde 77 este versorul normalei indreptat inspre exteriorul corpului V.

Sau

Exemplu 1.25. Si se calculeze fluxul campului @ = (x — 2)7— 3z + y)7+ (2 — 2y?)R
pe fata exterioara a suprafetei 22 + % + 22 = a2
Aplicam formula lui Gauss-Ostrogradski pentru bila marginita de sfera centrata in

origine de raza a. Divergenta campului ¢ este div(v) =1 — 14 1 = 1. Fluxul lui ¥ este

_, o 4ra’
Og(0) = divvdrdydz = dzdydz = Volumul(V) = 7
v v




