Curs 13

Transformata Fourier

13.1 Transformata Fourier integrala (TF)
13.1 Definitie. Functia f : R — C definita prin

flw) = / e f(t)dt (13.1)
se numeste transformata Fourier integrala o functiei f.

13.2 Notatie. Transformata Fourier integrala sau simplu transformata Fourier a functiei f se mai
noteaza si

flw)=F{f®)} ().
In domeniul ingineriei electrice, o alti formé intalniti a transformatei Fourier este
S .
FUOY0) = [ e
—0o0

In acest caz, v reprezinta frecventa de oscilatie a semnalului masuratd in Hertz (sau oscilatii pe
secunda) si este legata de frecventa unghiulara w prin relatia w = 27v.
Unii definesc tranformata Fourier prin

R 1 o —iwt
flw) = o= / e

pentru a avea o forméa asemanatoare si pentru transformata Fourier inversa.

13.3 Observatie. Integrala din (13.1) este o integrald improprie in sensul valorii principale, adica

/ T it f(t)dt = lim " it f(t)dt.

—0 T—r00 —x

Ea se poate scrie

oo

/00 e @HE(t)dt = /Oo [cos(wt) Re f(t) + sinwt Im f(¢t)] dt + z/ [coswtIm f(t) — sin(wt) Re f(t)] dt

—00 —00 —00

si este convergenta, daca cele doua integrale care o compun sunt convergente.

13.4 Definitie. O functie f : R — C se numeste absolut integrabila pe R dacd integrala

JACE

este convergenta. Notam cu || f||,, valoarea ei, iar prin Li(R) vom desemna spatiul functiilor compleze
absolut integrabile pe R.
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13.5 Teorema. Fie f : R — C o functie din L1(R). Atunci f:R — C este o functie marginitd.

Demonstratie. Pentru orice w € R avem

fal=| [ e wal < [T sorac= [T sora- i,

—00

Aceasta demonstreaza, pe de o parte, absolut convergenta integralei ffooo e~ W f(t)dt si deci, si

convergenta ei, iar pe de alta parte marginirea lui f . ]

13.6 Teorema. Fie f € L1(R). Atunci f este o functie uniformd continud pe R.

Demonstrafie. Pentru orice w si h numere reale si orice z > 0 avem

flw+h)— ‘—‘/ F(b)e b (et — )dt‘
/Lw xw”f(ﬂ!~)1ht 1‘dt*‘jf1|f@)W)em¢——1(dt

Folosind inegalitatile

‘e—’iht_ 1‘ S ‘e—iht‘ _|_1 -9

. ht .
‘e_mt — 1‘ = ’—z/ e "du
0

= |ht],

ht
< ‘/ |6_Z“’ du
0

deducem

xT

fosm—fels2 [ irwlas [romase [

Pentru ca f este absolut integrabila pe R, rezulta ca

L wera= [ ora [ o

tinde la zero cand x tinde la infinit. Pe de altd parte, putem alege h care sa tinda la zero astfel incat

F@1dt + [l f]l; -

x|h| sa tinda la zero.
Am demonstrat ca diferenta f(w + h) — f(w) tinde la zero atunci cand h tinde la zero, indiferent
de w. Acest lucru demonstreaza continuitatea uniforméa a transformatei Fourier. O

13.7 Exemplu. Pentru a,b € R, a < b, functia x[, ) definita prin

1, z € Ja,b]

Xap)(t) = { 0 zeR\a,b]

este absolut integrabila si are transformata Fourier

A %Sin ((b;a)w) e_lwaTer7 w #£ 0,
X[a,b] (w) =
b—a, w=0.

Intr-adevir, Xap) (W) = f; e~ dt. Daci w = 0 atunci f; et dt = b — a. Daca w # 0, atunci

b ) e—iwt
/ efzwt dt = :
a —w

Observdm ca aceasta functie Y45 are proprietatile de a fi marginita, continud pe R, cu limita la oo

b — — —wbze b—a
Wb _eTiwa 9 awy e ™2 — 2 2 _parr . (b—a)w
— - = —.e 2 . = —e 2 SIn

—w w —21 w 2

a

egala cu zero.
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13.8 Teorema. Fie f € L1(R). Atunci

lim f(w)=0.
|w|—o0
Demonstratie. Din exemplul anterior am observat ca X(4)(t) are proprietatea de a avea limita la
infinit egala cu zero.
Orice functie in scara de forma

$() =Dk X(appn) (), & €C, a <y
ps

are proprietatea de a avea limita la infinit egala cu zero.
Orice functie f € Lq(R) poate fi aproximata oricat de bine prin functii in scara, iar acest lucru
demonstreaza ca f are limita la infinit egala cu zero. O

13.9 Exemplu. Vom arita printr-un exemplu ca ultimile doua proprietati ale transformatei Fourier

nu raman adevarate daca functia nu este absolut integrabila pe R.
sin ¢
t

Dirichlet, aceasta functie este integrabila pe R, fara sa fie absolut integrabila pe R. Datorita paritatii,

Fie functia continua sinc definitd pentru orice ¢ # 0 prin sinc(t) = . Conform Criteriului lui

avem - "
_ sin
sinc(w) = 2/ coswt - —~ dt.
0

Folosind proprietatile transformatei Laplace, avem

Sme(w) = 2- £ {C"S“’t‘“nt} (0) = /OOO £ {sin t(w + 1)} (1) — £ {sin t(w — 1)}] du

t
:/00[ wtl — w1 ]du:arctgu—aurctguOo
0 W+ (w+1)? w4+ (w—1)2 w+1 w—1|y "
Obtinem
0, |wl>1
sinc(w) =< 7, |w| <1
5 Jwl=1.

13.10 Observatie. Daca avem o functie para f pentru care transformata Fourier exista, atunci
aceasta se poate calcula cu formula

flw) = 2/ coswt - f(t)dt
0
iar daca f este o functie impara, atunci
flw) = —21'/ sinwt - f(t) dt.
0

13.11 Definitie. Functia
fel(w) :/ coswt - f(t)dt
0

se numeste transformata Fourier cosinus, iar functia

fs(w) = /OOO sinwt - f(t)dt

se numeste transformata Fourier sinus.
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13.1.1 Proprietatile transformatei Fourier

13.12 Teorema. Transformata Fourier este liniard, adica pentru orice o, 8 € C si orice f,g pentru
care exista tranformata Fourier, functia af + Bg admite transformatd Fourier i

af+fg=a-f+B-7
Demonstratie. Proprietatea rezulta din liniaritatea integralei. O

13.13 Teorema. Daca functia |f(t)|(1+ |t|) este integrabila pe R atunci

%]—'{f(t)} (W) = —iF {tf (1)} ().

Demonstratie. Conditia ca |f(¢)[(1 + |t]) sa fie integrabila pe R, asigura atat absolut integrabilitatea
pe R a lui f cat si a functiei ¢f(t). Folosind definitia derivatei, avem

%]—"{f(t)}(w):lim flwth) - hm/ Flt)e it ﬂdt.

h—0 h h—00

Pentru orice h # 0

T ot [T ingwe al < [

Ramane sa demonstram ca integrala din partea dreapta a inegalitatii de mai sus poate fi facuta oricat

dt.

et _ 1 4 iht
h

de mica atunci cand h tinde la zero. Folosind inegalitatea

min(2, |u|) du

ht ht
‘e*"ht—l#—iht‘ = ’—1/ (e7™ —1)du| < ‘
0

h|?|t?
< min <2|ht\,| |2| | >

putem scrie, pentru orice x > 0

JC

Alegand x sa tinda la infinit gi h s& tinda la zero astfel incat xh tinde la zero, teorema este demonstrata.

et _ 1 4 iht
h'dt§2/ r@) at+ e,
R\[—z,z]

O
13.14 Corolar. Fie n € N. Daca functia |f(t)|(1 + |t|™) este integrabila pe R atunci
d” .
FLO} (w) = F{(=)"f{) } (w)-
Demonstratie. Se face prin inductie, aplicand teorema precedenta. ]

13.15 Teorema. Flie functia derivabild f : R — C cu proprietatea ca ' € L1(R) si f(£oo) = 0.
Atunci

FLF)} (w) = iw- F{f()} ().
Demonstratie. Folosim formula de integrare prin parti.

FrOy@ = [Tt poa— et o] i [T oS a—ir (0} @)

—00
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13.16 Corolar. Fien € N. Fie f : R — C o functie de n ori derivabila pe R cu proprietatea ca
fof's o f™ e Li(R) si f¥)(+o0) =0, pentru orice 0 < k <n — 1. Atunci

FLrmwm} @) = ()" F L0} @)
Demonstratie. Se face prin inductie, aplicind teorema precedenta. ]

13.17 Exemplu. Vom calcula transformata Fourier a functiei f(t) = e q > 0.
Avem

) = F it @) = L F PO} ) =~ )

2
~ v . . . (ORI ) . . r _we
Rezolvand aceasta ecuatie diferentiala liniara, obtinem solutia f(w) = Ce™ 4a, unde

. o0 o0 o0 1 . 1 (1\ 7
C = f(0) = _“tht:2/ _“tht:2/ —u s ldu=—I(=)=Y"
£(0) /_Ooe e O et T \2) T A

Am demonstrat formula

]—'{e*“tQ} (w) = \\/fz-ezj, a > 0.

13.18 Teoremi. Fie f € Li(R) astfel incat f € Li(R). Atunci
t
f( +) + f / f zwt dw.
T o

In particular, in orice punct t € R in care functia f este continud, avem

1 [ . :
= / f(w)e™ dw.
2 J_ o
1 [ . -
= 271_/_OO f(w)e_““’2+7’“’t dw.

hm I(a,t) / f et dw.

a

Demonstratie. Fie a > 0. Notam
Prin trecere la limita, avem

Pe de alta parte,

I(a,t) = % / g aw it ( / f(u)e ™ du> dw = % / f(w) ( / e ® L gmiw(u) dw) du.

Aplicand exemplul anterior si apoi facand schimbarea de variabila u = t + 2y/av se obtine:

wt)= 5 / " - ﬁ() = ¢17r / " f 4 2vane du

Cu schimbarea de variabila v = —w obtinem
1 o0 1 o £ 9 i_9
Iat) = = /_OO = 2w du = /_Oo HUE2/a0) 1022000 g,

Stiind ca ffooo e dv = /7, prin trecere la limita, se obtine

: _ L ) A f) e fOH) + ()
i{%l(a’t)_ﬁ/ e dv—f.
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13.19 Observatie. Daca f este continua si absolut integrabila pe R, cu transformata Fourier o functie
absolut integrabila pe R, atunci

F{iw}w=2m s

13.20 Definitie. Fie f,g € L1(R). Produsul de convolutie al functiilor f si g este functia

(f * 9t / F(w)g(t —u)d

13.21 Teorema. Fie f,g € L1(R). Atunci, pentru orice w € R are loc
(f*9)(w) = f(w) - §(w).

Demonstratie. Daca f,g € L1(R) atunci f xg € L1(R). Acest lucru rezulta din

irsati= [ 1o as [ ([Tl -] au) a
= [T ([ late - wla) au
= [ ([ o av) au=1s1, gl
Calculdm transformata Fourier a produsului de convolutie.
Frae) = [ e ([~ s gt - wau) a
/_OO ) </_OO ety (t — )dt) du

- [T ([T e e ) du= f) g

O
13.22 Corolar. Fie f,g € L1(R). Atunci, pentru orice w € R are loc
(Fo)() = 5-(F*3)(w)
Demonstratie. Folosim inversa transformatei Fourier si relatia F {f(—t)} (w) = F{f(t)} (—w)
FU@)- ) @) = a7 { F0 300 ) = o7 { a0} @)
— 1 F{ T 0} () = 5 (i)
O

13.23 Teorema. Fie f pentru care este definitd transformata Fourier. Atunci
Flef)} (w) = flw—a) si F{f(t—a)}(w)=e""“f(w), pentru orice a,w € R.

Demonstratie. Se aplica definitia. ]
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13.1.2 Exercitii rezolvate

a a

13.24 Exemplu. Si se determine tranformata Fourier a functiei f(t) = (1 — M) -H (1 — M>’ unde
a > 0 este un parametru, iar H este functia lui Heaviside.
Folosind paritatea functiei f, rezulta

f(W)ZQ/OOOCOSWt'<1—Z>-H(1—Z> dt:2/0acoswt-(1—2) dt

_2<1—t)Sin“taJrQ/aSthdt_ L2 %y 0.
a w 0

0 a w aw? 2
Pentru w = 0, avem f(0) = 2[(1-4) dt =a.

13.25 Exemplu. Si se determine tranformata Fourier a functiei f(t) = e~ unde a > 0 este un
parametru.
Folosind paritatea functiei f si transformata Laplace a functiei coswt obtinem

flw) =2 [ coswt-e ot dt =2 L{coswt} (0) =
w) = coswt - e =2-LA{coswt}(a) = 5.
0 a? + w?
13.26 Exemplu. Si se determine tranformata Fourier a functiei f(t) = M#GQ, unde a > 0 este un

parametru.
Notam g(t) = e~ gi folosim exercitiul anterior si inversa transformatei Fourier.

f@) =5 F { v }<w) =T F W) @) = T glw) = T e,

t2 + g2 o 2r a a

13.27 Exemplu. Sa se calculeze valoarea integralei
o
t
/ CoS w dt,
o (24 a?)?

Folosim transformata Fourier in cosinus gi legatura cu transformata Fourier

/OOOM&:}}{M}(w):;.f{m%w)'

unde a > 0 este un parametru.

Daca derivam in raport cu a formula F {ﬁ} (w)=7- e~ vl avem
Fl 220 Vo T mael - Tl —alu
(2 4 a?)? a? a '

De aici, deducem

*  coswt s 1
Ehihatduny. ——— ] .
/0 (12 + a?)? 1a2° <a + |w])

13.28 Exemplu. Sa se calculeze valoarea integralei
*  tsinwt
/ 2 : wz 5 dt,
0 (t +a )
Folosim transformata Fourier in sinus si legatura cu transformata Fourier
°  tsinwt t i t
s dt=F{ 5 (W)= F 555 ¢ (W
It e CR Bty

il () b

unde a > 0 este un parametru.
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13.29 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale " = tx, care verifica | l‘im z(t) = 0.
t|—o0

2 Z = 0 are solutia

!/

& =i(2). 2

Aplicam transformata Fourier. Avem —w Ecuatia liniara ()" — iw

3
A 1Y A . v .
T = Ce* 3. Trecand la inversa, obtinem

B s 3
x(t) C/ el Tl dy = C/ cos <u:; + wt) dw = CAi(t),
0

T o oo T
unde Ai(t) este functia lui Airy.

13.30 Exemplu. Si se rezolve ecuatia —z” + a?z = f(t), cand x verifica conditia limyy o 2(t) = 0
si @ > 0 este un parametru dat.
Aplicand transformata Fourier obtinem w?# + a?%& = f , de unde

1 .

s = f(w) 'f{;ae‘“t'} (w).

Solutia ecuatiei va fi

x(t) = % /_OO f(u)e= vl qu.

13.31 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei lui Laplace u/, + ugg =0, unde x € R, y > 0, care
verifica conditiile u(z,0) = g(z) si limy o u(z,y) = 0.
Consideram transformata Fourier a functiei u in variabila x.

[e.e]
U(w,y) = / ey (x, y) da.
—00
Ecuatia se rescrie —w?U + U;’g = 0, iar conditiile devin U(w, 0) = §(w) si limy o U(w,y) = 0. Ecuatia
este liniara de ordinul 2 in variabila y, cu solutia U = C} (w)el“l¥ 4 Cy(w)e~1*!¥. Din conditia U — 0,
atunci cand y — oo, deducem ca C(w) = 0. Din conditia U(w,0) = §(w) deducem ca Cy = §. Solutia
se scrie
Ulw,y) = §lw) - eV,

Fiindcd e Y%l = h(w) cu h(z) = W, obtinem

uleg) = g+ m)@) =+ [ v g,

7)o )y

13.32 Exemplu. Si se determine solutia ecuatiei caldurii uj = azug , In bara infinitd, cu conditia

initiald u(x,0) = f(x), unde a > 0.
Fie U(w,t) transformata Fourier a functiei u(-,¢). Ecuatia devine

N

Ul +d*w0?U =0, U(w,0)=f(w).

Obtinem solutia
Ulw,t) = C(w)e ™ ¥, cuCw) = flw).

1 o0
u(z,t) = fu)e™ 22 du = ﬁ/ flz+ 2a\/iv)e_”2 dv, zeR,t>0.
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13.33 Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei coardei vibrante infinite 2}, = V2
initiale z(z,0) = f(z), z;(x,0) = g(x), unde v > 0.

Fie Z(w,t) transformata Fourier a functiei z(-,¢). Ecuatia devine

2’y cu conditiile

Zp + VP2 =0, Z(w,0) = f(w), Zi(w,0) = j(w).
Obtinem solutia
Z(w,t) = C1(w) cos vwt + Ca(w) sin vwt.

Din conditiile initiale se obtin si constantele

(w)

rvw

Najy

Ci(w) = flw) s Calw) =" w#0.

Folosind formula X[_, ¢ (w) = %sin vwt, putem scrie solutia sub forma

Z(w,t) = % Fw) (e +emt) 4 %ﬁ(w) R-wty (@).
Rezulta
(1) = 5 [f(@ +v0) + F@ ~ D]+ 5 (9% Koot o)) (@)
1 1 x+uvt
=3 [f(x+vt)+ f(z —vt)] + 21//:t—ut g(u)du, zeRt>0.

13.34 Exemplu. Si se determine solutia ecuatiei uj + vu, = 0, care verifica conditia u(z,0) = f(z).
Fie U(w,t) transformata Fourier a functiei u(-,t). Ecuatia devine

Ul +viwU =0, U(w,0) = f(w).
Solutia acestei ecuatii liniare omogene este
Uw,t) = C(w)e ™ cu Cw) =U(w,0) = f(w).
Solutia ecuatiei cu derivate partiale este

u(z,t) = f(x — vt).
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Originalul Imaginea Originalul | Imaginea
f(t) flw) = [ e ™! f(t)dt £(t) f(w)
Vo (1) 2sin (e ) emied? f(t) | fw—a)
el e (Fr)®) | F)- o)
o—lallt afﬂﬂ () 27 f (—w)
ﬁ %eflauw\ (=it)"f(8) | [f(w)™
— ez (0 o) o) | () fw)

Figura 13.1: Transformata Fourier



