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Problema 1.

Sa se determine intensitatea campului electric si potentialul electric <>
in interiorul si in exteriorul unui cilindru circular infinit lung, de raza a,
permitivitate €o, incarcat uniform cu densitatea de volum py=constant, a
sarcinii electrice.

Rezolvare: |

Determinarea intensitatii campului electric

|
1) Tn interiorul cilindrului .

Datorita simetriei cilindrice perfecte se poate aplica teorema lui Gauss:

E.da=%
[@E dA : 1)

Pentru a se putea aplica teorema lui Gauss, se va alege o
suprafatd inchisd X; (suprafata gaussiand), de forma unui
cilindru de raza ri<a si inaltime h — figura alaturata.

Se reprezinta pe desen vectorul Ei(campul electric in interiorul A
cilindrului), care va avea o directie radiala (o sarcina distribuita
pe o suprafata sau intr-un volum cilindric va crea un camp

electric radial). Se reprezinta pe desen si vectorul dA, care
reprezintd normala la suprafata X; (normala exterioard, este
indreptata spre exteriorul suprafetei).

Vom adapta terorema lui Gauss pentru problema considerata:

[[jE-d_Azqi 2)

Se va evalua mai intdi membrul stang al ecuatiei (2), tinandu-

se cont de orientarea vectorilor E; si dA pe cele trei suprafete
ale cilindrului (aria laterala si ariile bazelor).

E-dA=[[[ E -dA +2[[[E,-dA=[[[E,-dA=E, [[[ dA=E,-2xrh @)
D;.'[ | |;";nl‘EipalralelcudA—i_ D';J;é_f; D’;:‘j; | | D;-'[ o
N

=0

unde E; este constant pe suprafata ¥ (toate punctele de pe suprafata se afld la aceeasi distanta
ri de axa cilindrului).
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Tn continuare, se va evalua membrul drept al ecuatiei (2):
2
9 _pv-Va _ Py h
€y €y €y “)

Sarcinile electrice se regdsesc in tot volumul delimitat de suprafata Z;.
Vi reprezinta volumul cilindrului de raza r;.

= E, -2nth=Pv T 1 T —E =Pl (5)
€ 2¢,

=

R p . r
E .
2g, T, (6)

2) Tn exteriorul cilindrului
Pentru a se putea aplica teorema lui Gauss, se va
alege o suprafata inchisa X (suprafata gaussianad), de
forma unui cilindru de raza re>a si inaltime h — figura

alaturata.

Se reprezinta pe desen vectorul [ (cdmpul electric
in exteriorul cilindrului), care va avea o directie h
radiald (o sarcina distribuita pe o suprafatd sau Intr-
un volum cilindric va crea un camp electric radial).

Se reprezintd pe desen si vectorul d_A, care vy _______ L. _ ~ s ée
reprezintdi normala la suprafata X, (normala ) | Ee™y |
exterioara, este indreptata spre exteriorul suprafetei). : ) _
= U v dA
[ﬂ E.-dA= (7) :
[
J] E.-dA gj dA +2gij dA = gij dA=E, gjdA E, -2nr.h (8)
Ze Al E, paralelcudA E, LdA
%/—/

=0

unde E. este constant pe suprafata X, (toate punctele de pe suprafata se afld la aceeasi distanta
r. de axa cilindrului).

& _

py "V,

cil. __

p, -ma’h

€ €y € ©)

Vi — volumul ocupat de sarcinile electrice in interiorul suprafetei inchise Z. (volumul

cilindrului de raza a)
2

h:pv'ﬂ:azh:E :pv'a

€, 2g, -1,

= E,_-2mr, (10)



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

b

UNIVERSITATEA TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

— T,
E =XV a2 ._&
° 2, r2 (11)

mi

' Pi |[Po Pe

Y

1) Tn interiorul cilindrului

P o Toj o
Vpi=jEi-d§=—j E,-dr :—jEi-dr:_%v.ja'ri.dr:_%v(rpf—aZ) 12)
0 0

P, =dr

i a

8 E; paralel cudr

, unde punctul P, este considerat a fi punctul pe cilindrul de raza a, pentru care valoarea
potentialului se anuleaza (potentialul de referinta).
2) Tn exteriorul cilindrului
P, oy oo
V, =[E,-ds=| E,.dr =[E,.dr= (13)
Pe =dr

T E, paralel cudr  '®e

oy 1 r
:p_V.aZ. J-_.dr:p_v.az.|ni:_p_v.a2.|nrp
2¢g, P e 2¢g, Iy 2¢,

, punctul P, este considerat a fi punctul unde valoarea potentialului se anuleaza (potentialul

de referinta), respectiv V, = Pv a2nr, = 0, expesie care se anuleaza pentru rpp=1.
5 Po 2 Py

€
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Problema 5.  Un cablu coaxial format dintr-un conductor cilindric de razi a si un
conductor tubular de raza interioara b si exterioara c, este strabatut de un curent electric i,
repartizat uniform in sectiune J=cst. Cablul se considerd a fi infinit lung. Sa se determine
intensitatea campului magnetic creat in cele 4 regiuni indicate in figura.

Rezolvare:

* Cablurile coaxiale sunt cele mai intalnite tipuri de linii de transmisie, folosite in diverse
aplicatii: conectarea componentelor si dispozitivelor de microunde, transmiterea semnalelor
de la un echipament la altul sau in cazul masuratorilor de microunde. Cablurile coaxiale sunt
realizate dintr-un conductor interior si unul exterior, dispuse concentric, separate de un
dielectric. Tn exterior cablul este acoperit cu un material izolator, pentru protectie.
Conductorul exterior se conecteaza la masa, asigurandu-se Tn acest fel ecranarea cablului.*
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=

conductor \

interior  gielectric conductor : . =
exterior izolatie
Constructia si exemple de cabluri coaxiale

Cablul coaxial este fromat dintr-un conductor de dus parcurs de curentul i si un conductor de
ntors, parcurs de curentul -i.

Pentru rezolvarea problemei se aplica teorema lui Ampere:
H-ds=Yi; <[[|H-ds=([J-dA
fFiE- 51 o5 |

Regiunea (1)

Pentru a se putea aplica teorema lui Ampére, se alege o curba inchisa I'; de integrare,
circulard, de raza r, € (0,a) - conform figurii, care reprezinta chiar o linie de camp magnetic.

Liniile de cdmp magnetic sunt cercuri concentrice cu conductorul. Vectorul intensitate camp

magnetic (H_1) reprezinta tangenta in orice punct la linia de camp si el este constant de-a
lungul unei linii de camp. Directia vectorului E este dat de directia curentului, conform
regulii burghiului drept. Tn acest caz, curentul intra in conductor, respectiv H_1 este Tndreptat

in jos. ds reprezintd un element infinitesimal din lungimea liniei de camp (curba I'7), ds
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reprezintd vectorul tangent in orice punct la curba Iy, iar directia lui este aceeasi cu directia

vectorului cdmp magnetic H_1 - precizari valabile pentru toate celelalte regiuni !

Tinand cont de cele de mai sus, aplicim teorema lui Ampére de-a lungul curbei Iy

(IR, G=i, o [)F, ds=[[3-dA 1, ds= [[3-dA
" tn 8 )

H, colinear cu ds, respectiv J paralel cu dA si au aceeasi orientare la suprafata Sry,

respectiv intrd in suprafatd (J are aceeasi orientare ca si i).

@Hl-@ds:J-gdAcHl-an:J-nrf -

[ e g 5 .
unde J=— deoarece conductorul cilindric de raza a este parcurs de curentul i, uniform
T

repartizat 1n sectiune cu densitatea de curent J=cst.

i

—H,= 2na’ (4)

Regiunea (2)

Se aplica teorema lui Ampere pe curba inchisa I'p, circulard, de raza r, e(a,b) -
conform figurii, care reprezintd chiar o linie de camp magnetic.
fH,-ds=3"i, <[f]H,-ds=[[J-dA<[fH, ds= [[J-dA 6
r, T, T, Sr,

Sr,
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&H,-[jds=1- [[dAeH,-2ar, = J-a” (6)
S

I )

Suprafata Sr, este parcursa de curentul 1 uniform repartizat n sectiune cu densitatea de curent
J=cst.

i i
dar J=— =H, = 7
na’ 2 2m, (7)

Regiunea (3)

Se aplicd teorema lui Ampere pe curba inchisa I's, circulara, de raza r, e (b,c) -

conform figurii, care reprezinta chiar o linie de cdmp magnetic.
mH_3£ = Z isr
T3 :
S, =i+ [[3-0A=i-[[3-0A=i-3- [[dA=i-3- (7 —nb) ®)
Sty Sty Sty

Practic suprafata Srz inchide in interior tot curentul de conductie de dus (i) si o parte din
i

curentul de conductie de intors (-i), distribuit uniform in sectiune cu densitatea J = el
nc*—T7

i (nr? —7b?) i-(nc® —nb®) —i-(nr? —nb?)
:>H3-2nr3=I—m<:>H3-2m’3= nCZ_TCbZ 3

H 2 2 2 2 H 2 2
<:>H3-27'cr3:| n-(c°=b"-r; +Db ):>H i (c"-1) )

- (c? —b?) ¥ 2mr,-(c?-b?)
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Regiunea (4)
Se aplica teorema lui Ampére pe curba inchisa I's, circulard, de raza r, € (C,0) -

conform figurii. Prin conductorul de dus circuld curentul i, iar prin cel de intors se intoarce
curentul -i. Astfel, in regiunea 4, curba I's inchide in interior tot curentul (cel care intra si cel

care iasd), care va fi egal cu zero.

fIH, -ds =g,
Ly (10)
D5, =i-i=0=H, 2nr, =0=H, =0

o mmm e —

g |
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[4

Problema 6. Se considera un conductor cilindric de razi a, foarte lung (practic infinit),
de permeabilitate o, care are in interior o cavitate cilindrica excentrica, tot infinit lunga, de
raza b<a. Distanta dintre axa cilindrului si axa cavitatii este c. Partea masiva a cilindului, mai
putin cavitatea, este parcursd de un curent repartizat uniform in sectiune cu densitatea de
curent J=cst., conform figurii. Sa se arate cd in orice punct din interiorul cavitatii cimpul
magnetic este un camp uniform (are aceeasi valoare si aceeasi orientare).

Rezolvare:
Se considera un punct P in interiorul cavitdtii, unde se doreste a se determina campul
magnetic. Problema se rezolva utilizand principiul suprapunerii efectelor. Se rezolva mai

ntai problema in intreg cilindrul de raza a, fara cavitate si se determina campul magnetic H, ,
apoi se rezolva problema in cavitatea de raza b, determinandu-se campul magnetic H, .

Campul total se obtine prin suprapunerea celor doud campuri: H=H:+H..
Pentru rezolvarea problemei se aplica teorema lui Ampére. Toate precizirile de la
problema 2, privind aplicarea teoremei lui Ampére, se pastreaza !!!

Problema cuplata cilindru+cavitate

®5
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ﬁ=ﬁ1+ﬁ2

Cilindru Cavitate

[,-ds= (][ 3-A
r, S,

H, colinear cu ds H, colinear cu ds

J paralel cu dA, ambii intrd in suprafati, J paralel cu dA, J iese din suprafatd, iar
produsul lor scalar este:

dA intrd, produsul lor scalar este:
J-dA=J-dA-cos90° =J-dA

J.-dA=1J-dA-cos180° = —J-dA

= [H,-ds=[[J-dA<H, - 21, = - mr] = [H, ds=-[[J-dA=
I Sry I, Sr,
:Hl_ﬂ <H,-2nr, =-3-7rf
2 J.rz
- =>H,=-
— JIxr
o2 —_jxa
22

S HH R, e X X I
2 2 2
0,0,=c
Tn final, H = 10,0, |
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Tntre vectorii J si r, produsul este vectorial. Deoarece cei doi vectori sunt perpendiculari (J

perpendicular pe suprafata, deci si pe r), produsul lor vectorial este: ‘ij‘ =J-r-sin90° =J-r

Daci produsul intre cei doi vectori ar fi scalar, atunci ‘3 : F‘ =J-r-c0s90° =0.

Analog pentru vectorii J si Fl Jsi E respectiv J si 0,0,.

Avand 1n vedere ca, intensitatea cAmpului magnetic nu depinde de pozitia punctului P

in interiorul cavitatii, deoarece distanta 0,0, =C este constanta si J=constant, rezultd ca in
interiorul cavitatii cdmpul magnetic are tot timpul aceeasi valoare si directie, fiind astfel un
camp uniform.
Problema 7.

Un cadran metalic de forma dreptunghiu-
lara (de lungime a=4[cm] si latime
b=15[cm]) se afli in apropierea unui
conductor metalic drept, infinit lung parcurs de
un curent electric variabil Tn  timp,

i(t

i(t) = IV2 - sin(w - t) (avand valoarea efectiva Y R '
I = 1[A] si frecventa f = 50 [Hz]), a se vedea
Fig. 1. Sa se determine tensiunea
electromotoare indusd, ep(t), in cadranul

metalic dacd acesta se deplaseaza cu viteza Fig. 1. Cadran metalic in vecindtatea unui conductor
constanti, v = 50 [cm/s], fa‘gé de conductorul drept infinit lung parcurs de un curent i(t).

infinit lung. Distanta initiald de separatie dintre cadran si conductor este de dy = 2 [cm].
Conductorul infinit lung se considera de dimensiuni (razd) neglijabile n comparatie cu restul

dimensiunilor geometrice ale problemei.
Rezolvare:
Pulsatia semnalului de curent din conductorul infinit lung este:
w=21m-f=314.15[Hz] (1)

Conductorul metalic fiind infinit lung, inductia campului magnetic, B, creat va varia in
functie de distanta de separatie conform relatiei, obtinutd in cadrul unei probleme anterioare:
Pl
B(r) =———
") =52 )
unde: r este distanta de separatie a punctului in care se evalueaza inductia magnetica fata de

conductorul parcurs de curentul i, iar u este permeabilitatea magnetica a mediului (in cazul
de fati aer u = pg = 4-m- 1077 [H/m]).
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Sensul si directia lui B se obtin aplicand regula mainii drepte.

a) Cadranul se deplaseaza pe directie perpendiculard pe lungimea conductorului,
conform celor prezentate in Fig. 2.

In acest caz, pe baza ecuatiei de miscare, distanta de separatie dintre cadranul metalic si

conductorul infinit lung la un moment dat este:

d=dy+v-t (3)

ity S = electromotoare induse:

dd,,

®F er(t) = — dr 4)

unde: T' reprezintd conturul cadranului metalic, iar @,,

_ ‘ , este fluxul magnetic prin suprafata Sp delimitata de
Fig. 3. Suprafata pe care trebuie evaluat i

fuxul magnetic conturul T (a se vedea Fig. 3), creat de curentul care
parcurge conductorul drept.

Acest fluxul magnetic se poate determina conform relatiei de definitie:

qu=ﬂ§-EZ )
S

unde: S este suprafata prin care se calculeaza fluxul magnetic (in cazul de fata suprafata St),

iar d4 este vector normal la unitatea de suprafatd infinitezimala dA.

Se precizeaza faptul cd pentru problema studiata vectorii B si dA sunt paraleli si ca
urmare produsul lor scalar devine:

B-dA=B-dA-cos(0°) = B-dA (6)

ity

Fig. 2. Desen genera Cazul A.



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

b

UNIVERSITATEA TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

Luand n considerare ci inductia magneticd, B, variaza doar cu distanta de separatie
fatd de conductorul infinit lung, pentru a reduce efortul de calcul necesar evaluarii integralei
de suprafata (o integrald dubla), se defineste o fasie dA de grosime infinitezimala dr aflata la
distanta r fatd de conductor (a se vedea Fig. 4).

Aria acestei fasii infinitezimale este egala cu:
dA=Db-dr (7)

Fiind o fasie de grosime infinitezimala, se poate considera ca toate punctele din spatiu
care formeaza fasia sunt la aceeasi distantd fatd de conductor si ca urmare prezintd aceeasi

—

valoare a inductiei magnetice, B.

In consecinti integrala dubla de suprafatd aferentd evaludrii fluxului magnetic se poate
transforma intr-o integrala simpla dupa r:

(pm:ﬂﬁ.ﬂ:ﬂ_B-dA:fB(r)-b-dr (8)

Pentru a acoperi toatd suprafata Sp integrala de mai sus trebuie evaluatd de la r = d
pana la r = d + a, corespunzator deplasarii fasiei de grosime infinitezimale alese dintr-un
capat in altul a cadranului metalic:

d+a
quszﬁ-ﬂ: f B(r)-b-dr
Sr da
dotv-t+a
- i(t) d v
- f Bo B\ b -ar e
2-m-T - i
do+vt DY e n: -
dotv-t+a i : !
J‘ o+ IN2 - sin(w - t) ) ; a -
B 2'm-T (9) ®p5
d0+v-t
-dr
Ho - I\/E b - Sin(w : t) Fig. 4. Fdsia infinitezimald pentru care B
= 2. se poate considera constant.
do+v-t+a
1
—-dr
r
d0+17't

_,uo-lx/f-b-sin(w-t)

Ea-l;T+v-t+a) (10)

d0+v't

= &,
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In continuare se introduce relatia obtinuta a fluxului magnetic, ecuatia (10), in formula
de definitie a tensiunii electromotoare induse, ecuatia (4) si se aplica tehnica derivari prin

parti:
d d ! !
er(t) = ——[Pn(O] = - [f(O) - gO] = -If'(©) - 9O + f(O) - g'(O)] (11)
unde:
_uO-I\/E-b-sin(a)-t) , _,uo-h/f-b-w-cos(a)-t)
f® = — > f1() = — (12)
respectiv
do+v-t+a
90 = in (=g ) 09
Pentru a calcula derivata functiei g(t) se aplica relatiile de derivare:
Fi(u(®)) = F"- (1) (14)
F\ F'-G—-G'-F
(E) E (15)
ca urmare:
0 = do+v't v-(do+v't)—v-(do+v-t+a)
I\ =g ¥v-t+a (do +v-t)2
—v-a (16)

" dotv-b)-(dotv-tta)

Asadar tensiunea electromotoare indusa in cadranul metalic o sa fie data de urmatoarea
relatie de calcul:

o IN2-b-w-cos(w-t) do+v-t+a
or(d) = — n(fetiita)

2T do+v-t
fr
’ (17)
+,u0-1\/7-b-sin(w-t) —v-a
2T do+v-t)-dy+v-t+a)
f pr
Formula de calcul care se poate rescrie ca si:
/,Loblef[ (do + vt + a) . va
ér 27 wcos(wt) In dy+ vt sin(wt) (do +vt)(dy + vt + a) (18)

In Fig. 5 se prezintd forma de unda a tensiunii electromotoare induse in cadranul
metalic corespunzator datelor numerice din enuntul problemei. Se poate constata scaderea
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treptata a amplitudinii acestui semnal de tensiune o data cu trecerea timpului (cu indepartarea
cadranului de conductorul infinit lung sursa a cAmpului magnetic):

er(t) (mV)

t (3)

Fig. 5. Forma de unda a tensiunii electromotoare induse

n cadrul CurSUIUI, pe baza celor doua componente: cea de transformare si cea de miscare:
er(t) = ep (t) +er, () (19)

unde: e, este componenta de transformare a tensiunii electromotoare induse (ce s-ar induce
in cadran daca acesta ar fi fix si s-ar analiza fiecare pozitie a cadranului ca o pozitie fixa si
fenomenul de deplasare in ansamblul ei), iar er  este componenta de tensiune electromotoare

datorata deplasdrii cadranului metalic:

dB —.,
Sr
er,, (t) =](5X§)'E§ (1)

in relatia (21) ds reprezintd elementul de lungime tangent la conturul I' al cadranului.

Pentru a determina componenta de transformare a tensiunii electromotoare induse se
introduce relatia inductiei magnetice (2) in ecuatia (20) si se aplica tehnica de transformare a
integralei duble de suprafata in integrala simpla dupa r prezentatd la metoda anterioara de
rezolvare (a se vedea Fig. 4 si respectiv ecuatia (8)):

wo=- [ a5 a0 e @
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do+v-t+a \/_
d (1o V2 sin(w-t)
= er () = — f E( 2 ST b -dr
d0+V't
d0+V't+a ’\/_
‘IV2-w-cos(w-t
= er, () = — f a 2'1‘['1'( )-b-dr
d0+V't

to b 1\V2-w-cos(w-t) l <d0+v-t+a>
-In

= ep.(t) = —
erT() 2'T[ do‘l‘v't

(23)

Se constata: componenta de transformare corespunde cu primul termen din relatia
tensiunii electromotoare induse obtinute prin prima metodda de rezolvare prezentatd (a se
vedea ecuatia (17)).

Pentru a evalua componenta de miscare a tensiunii electromotoare induse se noteaza
laturile cadranului ca in Fig. 6 si se descompune integrala pe fiecare latura in parte:

B C D A
fdszfds+fds+fds+fds (24)
r A B C D

Aplicand regula mainii drepte se determind ca directia produsului vectorial (V X §) este

paraleld cu directia conductorului infinit lung si ca urmare integrala aferenta laturilor AB si
respectiv CD are valoarea 0. Pe aceste laturi unghiul dintre (¥ x B) si ds este de 90° si ca

urmare produsul scalar (V x B) - ds va fi nul:

B Cc
e,—m(t)=j(13x§)-d_s) +J(ﬁx§)-d_§
A B

=0 *0
- d - i > ; - —_— ¢ - —_— (25)
. - +f(ax3)-ds+f(ax3)-ds
r
I D‘ < =0 . #0
. =
- a -
) c A
® B (v<B) N — —_— N — —_—
e, ()= |(¥xB)-ds + | (¥ xB)-ds (26)
B D
Fig. 6. Conturul I" de integrare Termenii de sub integrald (v — viteza de deplasare a

cadranului si respectiv B — inductia magneticd) avand valori
constante de-a lungul celor doud laturi BC si DA ies de sub integrald, iar [ ds reprezintd
lungimea acestor laturi (lungime egald cu latime b a cadranului). Se atrage atentia asupra
faptului ca de-a lungul laturii DC vectorul ds are sens opus fata de sensul produsului
vectorial (\7 X ﬁ) si ca urmare integrala de-a lungul laturii BC o sa aiba o valoare negativa.
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A B
:epm(t)=f|ﬁx§|-ds—f|ﬁx§|-ds (27)
b c

Cele doua integrale nu se anuleaza reciproc pentru ca laturile DA si BC ale cadranului
se gasesc la distante diferite fatd de conductorul infinit lung (d, + vt si respectiv dy + vt +
a) si ca urmare inductia magnetica B are valoare diferita de-a lungul acestor laturi:

=er (t)=v:-B(dy+vt):b—v-B(dy+tvt+a) b

A @By as BBy s (28)
o - V2 - sin(wt) Uo * IV2 + sin(wt)
S e, () =v b LS SNy B ST
m-(dy+v-t) 2-m-(dy+v-t+a)
Mo v-b- V2" sin(wt) [ 1 1 (29)
B 2.1 (do+v-t) (doy+v-t+a)
_uo-v-b-lx/i-sin(a)t) a
= e (0 = 2-m (do+v-t)(do+v-t+a) (30)

Se constata ca relatia componentei de miscare, ecuatia (30), corespunde cu termenul al
doilea din relatia tensiunii electromotoare induse obtinute prin prima metoda de rezolvare
prezentati (a se vedea ecuatia (17)). In consecinti cele doud metode prezentate sunt alternativ
viabile.

In figura 7 se reprezinti forma de undi a celor doua componente: cea de transformare si
cea de miscare in comparatie cu forma de undd a tensiunii electromotoare totale induse,
aferenta dalelor numerice din enuntul problemei. Se constantd ca pentru aceastd problema
predomina componenta de transformare:

Fig. 7. Forma de undd a tensiunii electromotoare induse si celor doua componente ale acesteia
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b) Cadranul se deplaseaza paralel cu conductorul infinit lung, conform celor

prezentate in fig. 8.
In acest caz, distanta de separatie dintre conductorul infinit lung si cadran raméane

constanta 1n timp.

d =d, (31)

Pentru evaluarea fluxului magnetic prin suprafata, Sy, delimitata de conturul T' al
cadranului se aplicd aceeasi tehnica de transformare a integralei duble de suprafatd in
integrald simpla dupa r prezentata la O (a se vedea Fig. 4 si respectiv ecuatia (8)):

d+a do+a

(.74 - g [ P INZisin(@-0)
(pm_sf,fB dA f B(r)-b-dr f L b-dr (32)

2'mr
d do

Fig. 8. Desen general Cazul b.

= &,

=’uo.Iﬁ-b-sin(w-t)_ln(d0+a) 33)

2'7T do

Introducand relatia (33) in formula de definitie a tensiunii electromotoare induse,
ecuatia (4), se obtine:

_d B d [uo-IN2-b-sin(w-t) do+a
er(t) = - [@n(O] = —— e -ln( . )I (34)
‘IN2-b-w-cos(w-t) do +
:>er(t)=—ﬂo zf‘)ﬂ ik -ln( Odo a) (35)

Tn Fig. 9 se prezintd forma de undi a tensiunii electromotoare induse in cadranul
metalic corespunzator datelor numerice din enuntul problemei. Se poate constata ca in acest
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caz amplitudinea tensiunii electromotoare induse ramane
constantd In timp, nu este afectata de deplasarea cadranului:

d v
i A B "-r(t) (mV]
r "
ity] -
D [
- a -
®p (vB)

Fig. 10. Conturul I" de integrare

t (s)

Fig. 9. Forma de unda a tensiunii electromotoare induse in Cazul B

componente de transformare si de miscare, ecuatia (19).

Pentru a determina componenta de transformare a tensiunii electromotoare induse se
introduce relatia inductiei magnetice (2) in ecuatia (20) si se aplica tehnica de transformare a
integralei duble de suprafata in integrala simpla dupa r prezentatd la metoda O (a se vedea
Fig. 4 si respectiv ecuatia (8)):

__([9B . _([%BD Ho - 1(2)
w0 [ LG [EO e [AE
do+a
B d (o V2 sin(w - t)
:>epT(t)——df a( T m T >-b-dr

(37)

o b IN2 w-cos(w-t) do+a
= ep(t) = — -ln( )

2 T do

Pentru a evalua componenta de miscare a tensiunii electromotoare induse se noteaza
laturile cadranului ca in Fig. 10 si se descompune integrala pe fiecare laturd in parte
corespunzdtor celor prezentate in relatia (24):

Aplicand regula mainii drepte se determina ca in acest caz produs vectorial (7 X §) este
orientat perpendicular spre conductorul infinit lung (a se vedea Fig. 10). Ca urmare, integrala
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aferentd laturilor DA si respectiv BC vor avea valoarea 0. Pe aceste laturi unghiul dintre

(V x §) si ds este de 90° si in consecintd produsul scalar (V x ﬁ) - ds va fi nul.

B Cc D A
epm(t)=f(17x§)-_c§ +f(6x§)-£ +J(§x§)-_d_§ +f(17x§)-% 28
A B C D ( )
+0 =0 #0 =0

De-a lungul laturii AB vectorul ds are sens opus fata de sensul produsului vectorial

(V X §) si ca urmare integrala de-a lungul acestei laturii o sa aiba o valoare negativa:
D A
epm(t)=f|ﬁx§|-ds—f|17x§|-ds (39)
c B

Pentru cazul studiat (deplasarea cadranului pe directie paraleld cu conductorul infinit
lung), termenii de sub cele doud integrale (viteza de deplasare a cadranului ¥ si respectiv

. . O g . . . - . . .
inductia magneticd B) iau aceleasi valori de-a lungul celor doud laturi de integrare si ca
urmare cele doud integrale se anuleazd reciproc, componenta de miscare a tensiunii
electromotoare induse este nula.

In consecintd in acest al doilea caz studiat avem doar componentd indusa prin
transformare pentru tensiunea electromotoare indusa (a se vedea si :

er(t) = ep.(t) (40)

e NN

Fig. 11. Forma de unda a tensiunii electromotoare induse si celor doud componente ale acesteia in Cazul B studiat.

Problema 8.
. C_ . i
Tn apropierea unui conductor infinit lung 2 '
N 0
parcurs de un curent i; la distanta ¢ este " !

amplasat un cadran metalic de forma B -

Fig. 12. Cadran metalic in vecinatatea unui
conductor drept infinit lung parcurs de un curent i(t).
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dreptunghiulara (lungime a si latime b) parcurs de curentul i,, a se vedea Fig. 12).
Sa se determine:
a) Inductivitatea mutuala dintre cadran si conductor;
b) Forta magnetica ce actioneaza asupra cadranului;
Rezolvare:
a) Calculul inductivitatii mutuale:
Inductivitatea mutuala dinte conductorul infinit lung (obiectul 1 din Fig. 12) si cadran
(obiectul 2 din Fig. 12) se poate determina pe baza relatiei de definitie a inductivitatii:
Pz
b ==~ 1)

unde prin L;, S-a notat inductivitatea mutuald (conductor-cadran), prin &,,,, s-a notat fluxul
magnetic creat de curentul i; care trece prin conductor prin suprafata transversala inchisa de
conturul T al cadranului.

Conform cu cele prezentate la problema anterioara, cazul B, fluxul magnetic ®,,, creat
de curentul i, (t) poate fi calculat in felul urmator:

c+a i
— o . TA — . — llLO ] Ll . .
Sr Sr c
Ho 11 b c+a
= Pma = 2 -ln( c ) 3)
Prin urmare inductivitatea mutuala conductor — cadran va fi:
L _ Pz U b l <c+a)
2Ty T 2em "\ )

b) Evaluarea fortei magnetice ce actioneaza asupra cadranului:

Forta magneticad ce actioneaza asupra cadranului poate fi determinatd pe baza energiei
magnetice a sistemului analizat conform cu:

dW,,
n = ax ©)

unde: F,, este forta magnetica, W, este energia magnetica a sistemului iar x este directia pe
care ar avea loc deplasarea obiectelor din sistem ca efect al actiunii fortei magnetice.

In cazul nostru forta magnetici ar avea tendinta de a apropia (a atrage) sau a indeparti
(a respinge) cadranul de conductor in functie de sensul curentilor i,(t) si respectiv i,(t),
asadar de a modifica distanta de separatie dintre cele doud obiecte. Asadar directia dupa care
ar trebui evaluata derivata energiei magnetice este directia lui c:
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F, = dW,,/dc (6)
Energia magnetica a sistemului poate fi determinata astfel:
2

j=1

. 1 o 1 o ..
(]k lj'lk)ZE'Ln'h+§'L22'12+L12'l1'12 ©)

MN

NID—\

&
Il

1

unde L,; este inductivitatea proprie a conductorului, L,, este inductivitatea proprie a
cadranului, iar Ly, este inductivitatea mutuala dintre conductor si cadran.
Luand 1n considerare faptul ca inductivitatile proprii L4 si L,,, respectiv curentii iy si
i, nu depind de distanta de separatie ¢ dintre conductor si cadran si ca urmare sunt constante
dupa directia de derivare:
F AW, [ L
™7 de " delz M

) 1 .2 . .
'll +E'L22'lz +L12'l1'l2

d . dl . d o 41
=E[E'L11'lf]+%[§'L22'l%]+a[l'12'l1'lz] (“41)
=0 =0 #0
oF d uo b l <c+a) _ _]_uo-b-il-i2 d[l <c+a)]
m = e M S del "\ ¢
_uo-b-il-iz c c—(c+a)

B 2T c+a c2

o F = Uo b-iy-iy a
me 2'm (c+a)c 9)

Din relatia anterioara rezulta faptul ca forta magnetica este negativa, deci actioneaza a. 1. sa
micsoreze distanta de separatie dintre cele doua conductoare.

> e} X XA \ |



MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

b

UNIVERSITATEA TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

3m (AULCVSIAA {ne'an.mc ML @ XA ’YJQO“ lekc*l n /V"\A/)LQ/\Q) OLLQ,& {emmﬂuﬂl%

AKC&A emok®anr MR o Imolacs m ta U(NYOM ) CW_._Q;[; (,/atq
codnnl  dotpgaran. A iimgilon~ AECE o PGSR Sp

o Mo)&t Jelimitods da ocest Frsemghe

g T AN = gﬁdA-B&ﬁ,d Ah

23V
Sp &\\AA ki3 Sp
(‘1"*"‘\ B AL RC Lw‘&h‘ Q}\Q \'{o VAN S &0“/\'
il de o = s, \»("’“ : O™ Towe "
E Qo < oL = . % e &mr&oga o 2
V‘we\m&o A berza Looas

N ‘—k \t OV\N. A\ ‘:eO&L %ﬁ AL cLU\ﬂCQ Lo-

:)¢SP: S :\{L\ hO\A‘ A"\ hc&/\.-—v\\&‘v\b’ikwx‘l& oY VIS Q\W\Q{o 7
C: &VM AL MO &.@w&y\ph & ok & &o’umc
L\{\MA.*-LQ-‘- Cl’“ LI'AJ-CX\CU\.L R L&lg &W&\ALS‘M(\ SAAMA(.G A)\Q_ %d ML Aa - ”)
‘}g Bk o M("‘\Ak&g(,@v\/%
,u/w%\s/s&*\—\ ARVt
«‘Lg Yoo © ('/V\O- Lo+ %)
iNJMQAc,&WC& bmfa{m&»b(,* MMNWMCMMW

e Ao %fmsx (‘_m\o\uc/(m Hncs < dibinmimam, vecloudl F nan B - fi

A AMN v A ACSH %)M:“a%m*’“ma’kﬁmw,k C

R el {m'wdk Ach 'S

.\,

= \0 = jl:—'c; =5
= Cu R b = A (TL <) il
<+l L
P e Ly O\N po_texh =
=7 Cbsr,, = S ‘P_f;‘_{ 'y A

c ‘¢§v.\«~ Ay ;jg_‘*, m_c&«h\ \c:k"

/; - Bc.ou(, § o QML,+S¢\ 1 LW - con Wt

E ] 23 % \ i -
- | 5L

(A = B=>C) P-2& &ahlﬁe o K+ mmr\ TN jM%QA«A‘,Q M o C*Cl/a{/ﬁw))




MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

b

UNIVERSITATEA TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

o oz modndrzedn ol Lii B (pax 7)) a 1. B o A (Ll
O*JL are ane »VWV.)M»Q (10{ f-v‘t.Q 2o »{’7/"(:; é;uf\(‘jl\«,uhujiﬁ a bz a CP/(C"\/;)’

J—_ tj—,\ _— Cl/)iL; " "(ﬂu ; ;{/.( e ; (j{i ace e >0 =y @ [ AR o C,JLVQ 4
s COn A Rt «,Q L‘»Q s > O \Tt‘““ el % Q A > P /
: .l ([ C-ONMAR sy k/\‘l ac s € /Aj < D =D

Q‘—V\/‘M/C ﬂ{i (/)7{% AmV e (’fﬁ/{l F’(-“ /73"'4/.14'@ z)ii fﬂ'-\o@v\( 2 a qu [2
= ~— P C

p¢««i\w ace OAE b{ﬂabk&mE doc s

r D9 0 ( N )
u\, Z e = ‘ZJJ{ZjLA 4"”‘9«7\ Kﬂfwbv%/“h\,

A 7\:’\:»,\/\‘ "\/\Qb«/\(‘c;i )
=3 €, MO = € & e sV =

hocz K >e-= ,’_)?'\5’28 . =>¢€ D0=5 & P [



