Sisteme de Recunoastere a Formelor — Lab 12

Analiza Discriminantilor Liniari (Linear Discriminant
Analysis)

1. Obiective

In aceastd lucrare de laborator se va studia metoda de clasificare bazati pe analiza
discriminantilor liniari (Linear Discriminant Analysis — LDA). Metoda va fi
implementata pentru cazul in care spatiul trasaturilor este bidimensional, si avem doua
clase. Exemplele de clasificat sunt o multime de puncte 2D, iar trasaturile sunt
coordonatele lor, cea verticald si cea orizontald. Se cunoagte cd aceste puncte apartin de
doua clase, si se stie pentru fiecare punct clasa din care face parte.

2. Fundamente teoretice

Scopul analizei discriminantilor este de a clasifica obiecte (oameni, clienti, produse, etc)
in doua sau mai multe grupuri pe baza unei multimi de trasaturi ce descriu obiectele (ex.
sex, varsta, venit, greutate, etc). In general, vom atasa un obiect la unul din grupurile pre-
determinate pe baza observatiilor pe care le facem cu privire la acest obiect.

Daca presupunem ca grupurile sunt separabile liniar, putem folosi modelul
discriminantului liniar (LDA). Proprietatea de separabilitate liniarda sugereaza ca
grupurile pot fi separate printr-o combinatie de trasaturi care descriu obiectele. Daca
avem numai doud trasaturi, separatorii vor deveni drepte. Daca avem trei trdsaturi,
separatorul devine un plan, iar dacd numarul trasaturilor este mai mare, separatorul
devine un hiperplan.

Obiectivul LDA este de a obtine o reducere a dimensiunilor pastrand cat mai mult din
informatia discriminantd. Avem o multime de exemple D-dimensionale {x(], x(Z, o xN ,
N, apartinand clasei o, si N; clasei @, $1 urmdrim sa obtinem un scalar y prin proiectia

exemplelor x pe o dreapta:

T
y=WX

Din toate dreptele posibile, vrem sa alegem pe aceea care maximizeaza separabilitatea
scalarilor. Acest lucru este ilustrat, pentru cazul bi-dimensional, de urmatoarele figuri:
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Pentru a putea gasi un vector de proiectie bun, trebuie sa definim o masurd a
separabilitatii proiectiilor. Vectorul mediu pentru fiecare clasa in spatiul trasaturilor x si y
este:

Am putea alege distanta dintre mediile proiectate ca fiind functia noastra obiectiv:

Jw) = | ] =| W 4y — 1,

Din pacate, distanta dintre mediile proiectate nu este o masurd bund, deoarece nu ia in
considerare deviatia standard intra-clasa. Figura urmatoare descrie problema:
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Solutia propusd de Fisher este de a maximiza o functie ce reprezinta diferenta dintre
medii (centre), normalizatd de o masurd a variatiei intra-clasa. Pentru fiecare clasd vom
defini gradul de difuzie, un echivalent al variantei, ca

giz = Z{Y_ﬁif
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iar cantitatea ('s'f + §22 ) va fi numita difuzia exemplelor proiectate.

Discriminantul liniar Fisher este definit ca functia liniara w'x care maximizeaza functia
criteriu:
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Astfel, vom cauta o proiectie unde exemplele din aceeasi clasd vor fi proiectate cit mai
aproape unul de celalalt, iar Tn acelasi timp centrele proiectate sunt cat mai departate
posibil.
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Pentru a gasi proiectia optima w*, trebuie sa scriem J(w) ca o functie explicitd de w. Vom
defini o masura a difuziei in spatiul multivariat al trasdturilor x, matricile de difuzie:
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Unde Sw este matricea de difuzie intra-clasa.

Difuzia proiectiei y poate fi scrisa in functie de matricea de difuzie 1n spatiul x:
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In mod similar, diferenta dintre centrele proiectate poate fi scrisi in functie de centrele
din spatiul original al trasaturilor:

”-]1 _Hz )2 = (WTIJ1 - WT”2)2 = WT“J1 —H, ](“1 —H5 JTW = WTSBW

S, J
Matricea Sp este numita matricea de difuzie intre clase. Deoarece Sp este un produs
exterior a doi vectori, rangul ei este maxim 1.

In sfarsit, putem exprima criteriul Fisher 1n functie de Sw si Sg ca
T
w S;w
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Pentru a gasi maximul lui J(w) vom cduta valorile nule ale derivatei.
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fmpartind cu w'Sww:
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Rezolvand problema generalizati a valorilor proprii (Sw™ Sgw=Jw) se obtine:
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Limitarile LDA:
- LDA produce cel mult C-1 proiectii (C este numarul claselor)
- Daca eroarea de clasificare stabileste ca e nevoie de mai multe trasaturi, alte
metode trebuie folosite pentru a oferi aceste trasaturi;
- LDA este o metodd parametrica, deoarece presupune verosimilititi Gaussiene
unimodale.
- Daca distributiile sunt mult diferite de modelul Gaussian, proiectiile LDA nu vor
_ fi capabile sd mentina structura complexa a datelor, necesard pentru clasificare.

SETNA

- LDA va esua daca informatia discriminantd nu este in medie, ci In varianta
datelor.




3. Exemplu numeric

Sa se calculeze proiectia discriminant liniar pentru urmatorul set de date bidimensional.
Xi=(x1,x2)={(4,1),(2,4),(2,3),(3,6),(4.4)}

Xo=(x1,%2)={(9,10),(6,8),(9,5),(8,7),(10,8) }
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Statisticile claselor sunt:

_[0.80 -0.40] . [1.84 -0.04
'"|-040 260 T? |-004 264
u'=[3.00 360} pf=[8.40 7.60]

Difuziile intra-clasa si intre clase sunt:
[29.16 2160] . [264 -0.44
® 12160 1600 " |-044 528

Proiectia LDA este obtinuta ca o solutie la problema generalizatd a valorilor proprii:
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Sau direct ca

w* =Sy (U, -, )=[-0.91 —0.39[
4. Exercitii

Se da o imagine (8 bit/pixel) contindnd o multime de puncte 2D ce apartin de doua clase,
rosu si albastru. Paleta imaginii este modificata 1n asa fel incat pe pozitia 1 avem culoarea
rosie, iar pe pozitia 2 avem culoarea albastra.

Aplicati algoritmul LDA (solutia Fisher) pentru a gasi vectorul proiectiei liniare care
maximizeaza separabilitatea scalarilor (trdsaturile proiectate). Desenati dreapta care este
definita de componentele vectorului de proiectie.

Note si detalii de implementare (in DIBLook):

- Daca vectorul de proiectie este w*=[wyj, wxz]T unde X, §i X, sunt coordonatele
punctelor 2D, atunci ecuatia dreptei care defineste aceastd proiectie, n spatiul
trasaturilor, este Xo=(Wx2/Wx1)*X|. Aceasta dreapta trece prin originea imaginii (0, 0) si are
panta wyo/wy .

- Daca wyy/wy < 0 atunci dreapta este situata in al doilea cadran trigonometric, si
daci ea trece prin origine nu se poate desena pe imagine. In acest caz se poate considera o
dreaptd care trece nu prin origine, ci prin (dwWidth-1, 0). Ecuatia dreptei devine
Xo=(Wx2/Wx1)*(x1-dwWidth+1). O solutie care merge in ambele cazuri este sd se deseneze
o dreaptd ce trece prin centrul imaginii, cu ecuatia Xo=(Wx/Wx)*(x;-dwWidth/2)+
dwHeight/2.

~In ecuatiile de mai sus consideram x; pe axa orizontald, si X, pe axa verticala.
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