Sisteme de recunoastere a formelor — Laborator 10

Clasificatori liniari si algoritmul perceptron

1. Obiective

Acest laborator prezinta algoritmul de invatare perceptron pentru clasificatori liniari.
Vom aplica gradient descent si stochastic gradient descent pentru a obtine vectorul de
ponderi. Se va rezolva o problema de clasificare binara folosind doua trasaturi.

2. Fundamente teoretice

Scopul clasificarii este determinarea clasei unor exemple descrise prin trasaturi. Clasa
unui exemplu face parte dintr-o multime finitd, de exemplu: rosu/albastru,
pieton/fundal, o cifrd din multimea 0, 1, ... 9. Un clasificator liniar reuseste acest lucru
prin luarea deciziei in functie de o combinatie liniara a trasaturilor.

Definitii

Definim un dataset etichetat ca si o pereche (X,Y), unde X € M,,»,,(R) este o matrice
cu n linii si m coloane avand valori reale i Y este un vector coloana Y € M,,«1(D),
care contine etichetele pentru fiecare instanta, iar D este mulfimea claselor posibile. X
contine pe linii instantele de antrenare descrise cu m trasaturi. Un clasificator este o
functie care mapeaza orice instantd reprezentatd printr-un vector de trasaturi la o
clasa: f:R™ - D.

Astfel un clasificator separd spatiul de trasaturi in |D| regiuni disjunte (numarul de
elemente din D). Supspatiul care separd clasele se numeste suprafata de decizie (eng.
decision boundary). Daca problema de clasificare este bidimensionala acest subspatiu
va fi unidimensional si va fi o linie sau o curbi, in general. In continuare vom discuta
despre cazul cu doua clase, algoritmii fiind usor extensibili la mai multe clase. Pentru
etichete vom folosi D = {—1,1}.
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Figure 1. Exemplu de clasificator liniar care separa doua clase si utilizeaza doua trasaturi



2.1. Forma generala a unui clasificator liniar

Un clasificator liniar este o combinatie liniara a trasaturilor de intrare. Daca notam cu
X € My« (R) vectorul de trasaturi i cu w € My, putem exprima functia de
clasificare ca si:

m
g(x) =wy + ZWixi = wy + wxT
i=1

Unde
e w este vectorul de ponderi
e w, este deplasamentul sau valoarea de prag.

Urmatoarea schema ilustreaza modul de operare a clasificatorului liniar:

2\>
: g(x)=W0+W1x1 +W2x2+"'+mem — T(g) —> {Cl,Cz}
_ Wm ¥
Xm Wo ) iesire = clasa prezisa
suma ponderata a trasaturilor  functia de prag
1

Pentru a simplifica notatia, calculele si pentru a permite tratarea generald vom absorbi
valoarea w, in vectorul de ponderi si vom augmenta vectorul de trasdturi cu o
componentd egald cu 1. In acest caz se simplifica expresia in:

wo + wxl =[wy W] [xlT] = wx’

Un clasificator liniar pentru doua clase implementeaza urmatoarea regulda de
clasificare:

e daca g(x) > 0, decidem ca x apartine clasei +1;
e daca g(x) < 0, decidem ca x apartine clasei -1;

sau echivalent:

e daci wxT > —w,, decidem ci x apartine clasei +1;
e daci wxT < —w,, decidem ci x apartine clasei -1;

Dacad g(x) = 0, atunci x poate fi atribuit la oricare clasa, fiind pe suprafata de
separare.
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Figure 2. Ilustrarea componentelor din vectorul de ponderi: vectorul w este normala la dreapta
de separare iar w, este egal cu distanta d (cu semn) a dreptei de la origine inmulgita cu ||w||
norma lui w

2.2. Metode de invatare pentru clasificatori liniari

Vom prezenta doud metode de invitare pentru clasificatori liniari. Invitarea se face
prin transformarea problemei de clasificare intr-o problema de minimizare a unei
functii de cost. Denumim functia L (de la loss function din englezd). Functia poate sa
aiba mai multe forme si trebuic sda penalizeze diferentele dintre predictia
clasificatorului si clasa adevaratd. In cazul algoritmului perceptron adoptim
urmatoarea functie de cost:

1% 1
L(W) = ;Z max(0, —y;w - x7) = ;z L; (W)
i=1 i=1

Daca o instanta este corect clasificatd atunci nu se aplica nici o penalizare, In schimb,
dacd instanta se atribuie la clasa gresita atunci se penalizeaza proportional cu scorul
gresit. Semnul expresiei y;w’ - X; este negativ dacd semnul etichetei de clasd y; este
diferit de semnul clasei prezise g(x). Functia de cost se mai poate scrie si ca:

1 _ 7
L(w) = - —Yiw * X;
i clasificat gresit

Pentru a minimiza acest cost vom utiliza metoda gradient descent. Vom porni de la un
vector de ponderi aleator si vom schimba acest vector bazdndu-ne pe valoarea
gradientului in pozifia curenta. Pasul va fi in directia opusa a gradientului:

Wiy1 & Wy —nVL(wy)

unde w;, este vectorul de ponderi la momentul %, parametrul 1 controleaza marimea
pasului i se numeste rata de invatare (eng. learning rate), si VL(W;,) este vectorul de
gradient calculat in punctul wy,. Vectorul de gradient are expresia:

VL(W) = %Z VL, (W)



0, dacay,w-x! >0

VL;(w) =
' (W) {_yifii altfel

In metoda care foloseste gradientul pe setul intreg ponderile se schimba doar dupa ce
am vizitat toate exemplele de antrenare. Aceastd abordare se mai cheama si batch-
update. Algoritmul de perceptron din lucrarea [1] actualizeazd ponderile dupa
examinarea fiecirui exemplu de antrenare. In acest caz algoritmul se numeste online
perceptron. Regula de actualizare devine:

Wiy < Wy —nVL;(w)

Redam 1n continuare, in paralel, cele doud variante ale algoritmului de Invatare:

Algorithm: Algorithm:
Batch Perceptron Online Perceptron
init w, n, Eiinit, max iter init w, n, Eiinit, max iter
for iter=l:max iter for iter=l:max iter
E=0, L=20 E =0
VL = [0,0,0] for i=1:n
for i=1:n Zj :Z;n:OW]XU
zZi = Z;n:oWinj if z,-y, <0
if ZlylSO W(—W+T]lel
E<«E+1 endif
L« L—vyz endfor
endif E<E/n
endfor if E< Elimit
E<E/n break
L<L/n endfor
VL < VL /n
if E < Eymie
break
we<w-—nVL
endfor

3. Detalii de implementare

Vom folosi puncte 2D care sunt impartite in 2 clase. Punctele se citesc din imaginile
de intrare si apartenenta lor se stabileste pe baza culorii. Asociem clasa -1 la punctele
albastre si 1 la punctele rosii.

Fiecare punct va fi descris de doua trasaturi x; si x, care coincid cu coordonatele lor x
si y, respectiv. Astfel, vectorul de trasaturi augmentat are forma X = [1 x; x,] iar
vectorul de ponderi are trei componente W = [wgy w; W, ].



4. Exemplu numeric

Fie punctele din figierul points00 — (x,y) sau (coloana, rand):
e Rosii: (23, 5), (15,11) —clasa +1
e Albastre: (14, 21), (27,23), (20, 27) — clasa -1

Rata de invatare = 0.01

Iteratia O

i=0: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 23 5] yi =1 zi=19.000000

1: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 15 11] yi =1 zi=5.000000

2: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 14 21] yi = -1 zi=-6.000000

3: w=[1.000000 1.000000 -1.000000] xi=[1 27 23] yi = -1 zi=5.000000 gresit
update w0 = w0 - 0.01, wl =wl - 27*0.01, w2 = w2 —23*0.01

i=4: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 20 27] yi = -1 zi=-17.620000

i
i
i

Iteratia 1

i=0: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 23 5] yi = 1 zi=11.630000

i=1: w=[0.990000 0.730000 -1.230000] xi=[1 15 11] yi =1 zi=-1.590000 gresit
update w0 =w0 + 0.01, wl =wl + 15%0.01, w2 =w2 + 11*0.01

2: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 14 21] yi = -1 zi=-10.200000

3: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 27 23] yi = -1 zi=-1.000000

4: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 20 27] yi = -1 zi=-11.640000

i
i
i

Iteratia 2

i=0: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 23 5] yi = 1 zi=15.640000
i=1: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 15 11] yi =1 zi=1.880000
i=2: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 14 21] yi = -1 zi=-10.200000
i=3: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 27 23] yi = -1 zi=-1.000000
i=4: w=[1.000000 0.880000 -1.120000] xi=[1 20 27] yi = -1 zi=-11.640000
Toate clasificate corect



5. Lucrare practica

1.

2.

Cititi punctele dintr-o singurd imagine test0*.bmp si construiti setul de
antrenare (X,Y). Asociati -1 la punctele albastre si +1 la punctele rosii.
Implementati algoritmul Online Perceptron pentru a gasi linia de separare
dintre cele doua clase. Sugestie pentru parametri:
n=10" wo = [0.1, 0.1, 0.1], Eimi=107, max_iter = 10°.
Obervatie: Pentru a accelera convergenta algoritmului se foloseste o rata de
invatare mai mare doar pentru termenul liber wo.
Desenati linia de separare gasita de algoritm si data de ecuatia:

wo + wix + wy,y = 0.
Implementati algoritmul de batch perceptron. Gasiti parametri buni care
asigurd Invatarea. Se va monitoriza functia de cost care trebuie sa descreasca
incet la fiecare pas.
Vizualizati linia de separare in timp ce ruleaza algoritmul sd observati cum se
schimba.
Schimbati valorile de start pentru vectorul w, modificati rata de invatare si
observati ce se intampla in fiecare caz. Ce Inseamna daca functia de cost L
oscileaza in loc sa descreasca la fiecare pas?
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