Observatii:

a) n reprezentarea vectorilor s-a utilizat notatia Vv = v (,,v” bold).
b) marimea unui vector |[V| = |v| = v.

Capitolul 1

Sisteme de forte

Notiuni recapitulative

Elemente de calcul vectorial

Un vector este o entitate matematica care se reprezinta geometric printr-un
segment orientat AB, caracterizat prin urmatoarele elemente:

- punct de aplicatie (origine): A
- dreapta suport: (A)

- sens

- modul (mdrimea): |AB|

Figura 1.1 — Elementele vectorului
in care u este versorul dreptei suport al vectorului v.
Clasificarea vectorilor

a) Vectori liberi — sunt acei vectori care isi pot muta originea (punctul de
aplicatie) fara sa isi modifice celelalte caracteristici: directia, sensul si
modulul;



b) Vectori alunecatori — sunt acei vectori care isi pot schimba originea (punctul
de aplicatie) in orice punct de pe dreapta suport a lor, pastrandu-si
neschimbate directia, sensul si marimea;

c) Vectorilegati— sunt vectorii la care raman neschimbate toate caracteristicile
lor: directie, sens, modul si punct de aplicatie.

Operatii cu vectori

a) Adunarea vectorilor
Adunarea vectorilor se face dupa regula paralelogramului, in cazul a doi
vectori (Fig. 1.2).

A

Figura 1.2 — Adunarea a doi vectori (regula paralelogramului)

Pentru cazul in care avem mai multi vectori, insiruiti, putem utiliza regula
triunghiului (Fig. 1.3 si Fig. 1.4). Rezultanta inchide poligonul, indiferent daca
poligonul este o figura plana sau in spatiu. Daca poligonul este gata inchis,
rezultanta vectorilor care formeaza un asemenea poligon este nula.
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Figura 1.3 — Adunarea a doi vectori (regula triunghiului)
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Figura 1.4 — Adunarea vectorilor (regula triunghiului pentru ,n” vectori)

Ca si observatie, in cazul adunarii a doi vectori prin metoda triunghiului
(grafica), daca se inverseaza sensul la vectorul rezultant atunci se schimba
semnul matematic din relatia de egalitate (Fig. 1.5).
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Figura 1.5 — Scaderea vectorilor (regula triunghiului cu inversarea sensului)

Adunarea vectorilor este comutativa si asociativa:
V1 + Vz = VZ + V1
(Vl + Vz) + V3 = V1 + (VZ + V3)

Rezultanta vectorilor (suma lor) se poate calcula daca se cunosc formele
analitice a vectorilor raportate la un sistem de referinta (exemplul de mai jos
este raportat a sistemul cartezian de referinta xOyz):



Vi =V, i+ vy s jtv, - K
Vp =V, i+ vy s jtv,, - K

Vi=Vy i+ vyt jtv, - K

Vp =V s i+ vy - jtv, - K
Unde suma (rezultanta) lor este reprezentata prin vectorul v:

V=V1+V2+"'+Vi+"'+vnszi

b) Tnmultirea unui vector cu un scalar
Daca consideram un scalar A atunci
VA= (Ve i+ (v ) j+ v, Dk=w
in care
V=ve it vy-jtv,- K
W=w, i+ wy,-j+w, K
Daca scalarul A este negativ, sensul vectorului w va fi contrar lui v.
Proprietati
— asociativitatea: A; - (A,v) = A, - (A4, V) = A " A,V
— distributivitatea:
M VEAL v=Q;+A) vV

A'V1+}\'V2 Z}\'(Vl‘l'Vz)

¢) Produsul scalar a doi vectori

ViV, =V; "V, cos(Vq, V)

Vi

V2



Figura 1.6 — Produsul scalar a doi vectori

Daca se cunosc formele analitice ale vectorilor v4 si v;, atunci:
ViV =Vy "Vy, tVy "Vy +V, "V,
Daca vectorii sunt ortogonali (v L v,) atuncivy - v, =0
Proprietati
— comutativitatea: vy ' v, =V, ' vq
— distributivitatea:
Vi (V2 V3) = Vi Vo +Vy V3

A vy) s Az vp) = (A1 - 23) - (vp - vp)

d) Produsul vectorial a doi vectori

i j Kk
Vi XV =|Vx, Vy, Vg [=W
VXz VYz VZz

Vectorul w este un vector perpendicular pe planul determinat de vectorii v4 si v,
(Fig.1.7).

Marimea vectorului ce rezulta din produsul vectorial:

[V X vo| = vy v, - sin(vy, v,)

‘ W=V XV,

/ .
/d=v;-sina
w = |V1 XV2|

=v;-sina-v, =d-v,

Figura 1.7 — Produsul vectorial a doi vectori

Daca doi vectori sunt coliniari sau paraleli, produsul lor vectorial este nul.



Proprietati
— anticomutativitatea: v X v, # v, X vy = =V, XV
— distributivitatea: v{ X (v, + V3) = v4 XV, + V4 X V3

Sisteme de forte

Reprezentarea unei forte se face prin intermediul unui vector. Astfel se defineste
marimea fortei (modulul), directia este data de dreapta suport a fortei, sensul fortei
dat de versorul dreptei suport (care ne arata sensul pozitiv sau negativ al fortei) si
punctul de aplicatie al fortei. In Statica, forta este considerata, in general, un vector
alunecator, cand ne intereseaza efectul ei mecanic asupra corpului. Cazul in care
nu putem considera forta ca un vector alunecator, este cazul in care studiem
sistemele de forte legate, unde punctul de aplicatie este clar definit si ne
influenteaza rezultatul daca modificam punctul in care este aplicata forta —
exemplu centre de greutate.

(4)
F=F-u
_AB
U= B

A

Figura 1.8 — Reprezentarea vectorului forta

Daca ne raportam la un sistem de referinta cartezian (xOyz), expresia analitica a
vectorului F este:

F=F, i+ F,-j+F, k
sau

F=X i+ Y- j+Z Kk



in care scalarii Fy, Fy si F, (X, Y si Z) reprezinta proiectile lui F pe axele sistemului
de referinta (Fig.1.8).
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Figura 1.9 — Proiectia unei forte pe axele sistemului de referinta

Modulul vectorului forta:

F=/X2+Y2+7Z2

Momentul unei forte in raport cu un punct (pol)

Momentul unei forte in raport cu un punct este definit ca fiind produsul vectorial
dintre vectorul forta si vectorul de pozitie a unui punct ce apartine dreptei suport
a fortei.

MOZI'AXF



Figura 1.10 — Momentul unei forte in raport cu polul O

Momentul Mg este un vector perpendicular pe planul determinat de vectorul de
pozitie r si forta F.

Vectorul de pozitie r este un vector care ne indica pozitia oricarui punct ce apartine
dreptei suport a fortei F. Demonstratia este urmatoarea:

- alegem alt punct ce apartine dreptei suport a fortei, A’ (Fig. 1.10). Putem
scrie:

0
Mp=ry XF=(0A+AA)xF=r, XF+AA xF=r14 XF

Produsul vectorial AA" X F = 0 deoarece cei doi vectori (AA’ si F) sunt coliniari.
Marimea acestui vector poate fi determinata si cu relatia ,forta x bratul” (Fig. 1.10):

My =F:r-sina=F-d

Momentul unei forte in raport cu o axa (dreapta)

Reprezinta proiectia vectorului moment pe acea axa. Deci, este un scalar.



Figura 1.11 — Momentul unei forte in raport cu o axa (A)

M, (F) = My(F) - cosa
Momentul fortei F in raport cu axa A:
Mu(F) = My(F) - u,
unde u este versorul axei A.

Daca se cunoaste forma analitica a unui moment in raport cu un pol O (Mg),al unei
forte F, proiectiile acestui vector moment, pe axele sistemului de referinta sunt
componentele scalare ale sale.



Figura 1.12 — Componentele scalare ale momentului in raport u axele
sistemului de referinta
MO =M0X' i+ Moy' i+MOZ. k

Cuplul de forte

Daca doua forte, sunt egale in modul, au sensuri contrare si directii paralele, atunci
ele formeaza un cuplu de forte.

)

Figura 1.13 — Cuplul de forte



Daca doua forte formeaza un cuplu, atunci

- rezultanta lor este nula
- vectorul moment rezultant al fortelor, este un vector liber; modulul, directia
si sensul este acelasi in orice punct din plan sau spatiu

M=rXxF+r'xX(-F)=(—-r")XF
iarr=r"+ 0’0,
rezultdnd: M = 0’0 X F (momentul unei forte din cuplu in raport cu cealalta forta).

Marimea acestui moment este direct dependenta de distanta dintre cele doua
drepte suport a fortelor:

M=00-F-sina=00-F-cosf=F-d.

Sensul vectorului moment este dat de catre regula burghiului drept iar directia este
perpendiculara pe planul determinat de cele doua drepte suport ale fortelor.



Operatii elementare de echivalenta

Consideram un CSR (sau sistem de CSR) actionat de un sistem oarecare de forte
exterioare. Daca dorim sa echivalam acest sistem de forte cu unul echivalent,
putem sa spunem ca urmatoarele propozitii sunt adevarate:

a. Daca exista doua forte concurente, ele se pot inlocui cu rezultanta lor
obtinuta cu regula paralelogramului;

b. Oricare din forte se poate inlocui prin componentele ei pe directiile a doua
axe concurente si coplanare cu ea sau pe directiile a trei axe concurente si
necoplanare;

c. Se pot adauga sau elimina doua forte egale pe aceeasi dreapta suport si de
sens contrar;

d. Un cuplu de forte se poate inlocui cu momentul sau si invers.

Astfel, daca aplicam operatii de echivalenta unui sistem de forte, se obtine un nou
sistem de forte, echivalent cu cel initial.

Daca avem doua sisteme de forte echivalente aplicate asupra unui CSR (sau sisteme
de CSR), ele vor produce acelasi efect mecanic.

Reducerea unei forte intr-un punct

Reducerea unei forte intr-un punct este o operatie de echivalenta. Prin reducerea
unei forte intr-un punct (punctul se mai numeste si pol de reducere) se echivaleaza
efectul mecanic al fortei asupra acelui punct prin alt sistem de forte; acest nou
sistem de forte, echivalent cu forta initiala va fi aplicat in punctul de reducere.

Pornim de la un caz general, in care avem o forta F si un punct O (Fig. 2.1 - a). Cu
conditia ca dreapta suport a fortei sa nu treaca prin punctul O, dorim sa vedem

efectul fortei F asupra punctului O. Adica, sa reducem forta Fin punctul O.



(D)

M, (F)

Figura 2.1 — Reducerea unei forte intr-un punct

Tn urmatorul pas (Fig.2.1 — b) o s3 adaugdm o fort3 F in punctul O, cu directia
paraleld la dreapta suport (D) si o forta —ﬁ, tot in acelasi punct O, dar in sens opus,

pentru a se anula forta F adaugata. Nu am modificat cu nimic starea sistemului de
forte initial, deoarece nu am facut altceva de a aplica o operatie de echivalenta (
vezi punctul c. de la operatii elementare de echivalenta).

Daca privim noua configuratie a sistemului de forte de la punctul b), putem sa
observam ca s-a format un cuplu de forte (ﬁ Si —ﬁ). Astfel ajungem la faza finala

(Fig. 2.1-c) in care avem momentul cuplului de forte 1\70(13) si forta F aplicata in
polul O.

Astfel, am redus forta ﬁ, situata pe dreapta suport (D), in polul O, rezultand in polul
O un torsor al fortei F format din forta F si momentul fortei Fin raport cu polul O,

> — -

{F, Mo (F)}.



Curs 3

Reducerea sistemelor generale (oarecare) de forte (vectori)

Reducerea sistemelor de forte {ﬁi}, este o operatie de echivalenta , prin care un
sistem de forte (vectori) se inlocuieste cu un sistem de doi vectori, numit torsor de
reducere. Acesti doi vectori sunt: vectorul rezultant R sivectorul moment rezultant
M,.

Fiind dat un sistem general (oarecare) de forte (vectori) {ﬁi}, se cere sa se efecueze
reducerea acestui sistem Tntr-un punct (pol) oarecare din spatiu O.

A; (Xi, i Zi)

Figura 3.1 — Reducerea sistemelor de forte oarecare

Vectorul rezultant R se obtine insumand vectorial toate fortele F; din sistem, iar

momentul rezultant M, se obtine insumand vectorial momentele fiecarei forte din
sistem n raport cu punctul (polul) O.
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1. Expresiile analitice ale vectorilor torsorului de reducere

Daca expresiile analitice ale vectorilor din relatiile (1) sunt:

-

F; = Fy @+ Fyj + Fi k

Ty = Tipl + 73] + rigk (2)
R =R+ R, +R,k

My = Moyl + MyyJ + My k

atunci

Ry Fix'RyZZFiy,RZZZFiz (3)

n n n
i=1 i=1 i=1

Rl = [Re+R3+R2 @)

nf7 7 k| & n
Mo = z Tix Tiy Tiz|= z(riniz - 7”izFiy)i) + z(rizpix - rixFiz)]_) +
i=1 Fix Fiy FiZ i=1 i=1

n
+ z(rixFiy - riniz)k (5)
i=1

n n
MOX = Z(rlyFlZ - rlZFI,y)J Moy = Z(leplz - rlZFly)J M 0z —
i=1

i=1

n
= Z(riypiz - rizFiy) (6)
i=1



|M,| = \/ng + ng + Mgz (7)

2. Variatia elementelor torsorului la schimbarea punctului (polului) de
reducere

n acest capitol ne propunem sa calculdm torsorul de reducere al aceluiasi sistem
-
de forte {Fi} in raport cu un alt punct oarecare din spatiu O’.

Vectorul rezultant R =Y, F, rdmane acelasi (suma fortelor este aceiasi

indiferent de punctul de reducere), dar momentul rezultant M, = Y-, 7, X F, se
modifica dupa cum urmeaza.

Ai(XiYir Zi)

Figura 3.2 — Variatia momentului la schimbarea polului de reducere



Din figura (3.2) se observa ca:

77')1', = Fi +TO) (8)

N . A . P4 >/ = .
Atunci inlocuind formula (8) in expresia momentului M, = Y.i~, 7; xF, obtinem:
n n n n
— Ny —_— N —_— —_— - — —_— -
MO,=zrixl=Zri+0’0)xFl= XxFE+00x ) F =
i=1 i=1 i=1 i=1
=M,+0'0XxR

M, =M,+00 x R (9)

3. Invariantii operatiei de reducere

5
Reducand sistemul de forte (vectori)_{Fi} in diferite puncte din spatiu, anumite
elemente raman neschimbate. Aceste elemente se numesc invarianti ai operatiei
de reducere. Astfel avem doi invarianti principali si doi secundari.

3.1 Invariantii principali

Primul invariant principal este vectorul rezultant R deoarece suma fortelor este
aceiasi indiferent de punctul de reducere. El se numeste invariantul vectorial.

Al doilea invariant principal este produsul scalar dintre cei doi vectori ai torsorului,
care este acelasi indiferent de punctul de reducere. El se numeste invariantul
scalar.

Pentru torsorul de reducere din punctul O avem:
J=R-M, (10)

Pentru torsorul de reducere din punctul O’ ( Fig. 3.2) avem:

-

J=R-My=R-(i,+00xR)=R-i,+R-(00x &) =&,
Produsul scalar:
R-(0'0 xR) = 0 deoarece R L00xR

3.2 Invariantii secundari

Primul invariant secundar este modulul momentului minim m. Momentul minim
este cel mai mic moment rezultant al sistemului de forte dat si reprezinta proiectia



vectorului moment pe vectorul rezultant. Proiectia unui vector pe o axa se face
inmultind scalar vectorul respectiv cu versorul directiei axei.

-

R >
ﬁ este versorul directiei vectorului rezultant R,
M R i =t (11)
m = Mmin = 737" Mo = 137
R R

Al doilea invariant secundar este k numit constanta sistemului de forte

Vectorul moment minim se obtine din expresia (12)

M, =2 .— ==_.R=Fk-R (12
min |R| |R| R2 ( )

iar

k=#ua

4. Axa centrala a unui sistem de forte (vectori)

Axa centrala a unui sistem de forte (vectori) este locul geometric al punctelor din
spatiu in care, daca reducem sistemul de forte (vectori), cei doi vectori ai torsorului
de reducere sunt coliniari.

Axa centrald este unica pentru fiecare sistem de forte (vectori) si are directia
vectorului rezultant R.

Reducem sistemul de forte in punctul O. Apoi consideram un plan  perpendicular

pe vectorul rezultant R. Reducem sistemul de forte in punctul P care reprezinta
intersectia planului 7T cu axa centrala. Pozitia axei centrale in spatiu o determinam
prin ecuatia ei vectoriala sau prin ecuatiile carteziene.

4.1 Ecuatia vectoriala a axei centrale

Reducand sistemul de forte in punctul P avem acelasi vector rezultant R iar
momentul rezultant se calculeaza cu relatia (9)




Figura 3.2 —Ecuatia axei centrale

— — —_— - -

M, =M, +P0OxR=21-R(14)
Stiind c3 PO = —7y, obtinem
M,=M,-7%,xR=2-K (15)
Mp = Minin

Tnmultim vectorial la stanga a doua egalitate din relatia (15) cu R
RxM,—Rx(#,xR)=Rx1-R=0(16)

Dublul produs vectorial R x (Fp X ﬁ) se calculeaza astfel:
Rx(®xR)=(R-R)-%-(R-7) R=R-7

Termenul:

(ﬁ-Fp)-ﬁ = 0 deoarece R L7 €™

Ecuatia (16) devine:



RxM,—R?-# =0 (17)

Din ecuatia (17) rezulta vectorul de pozitie al punctului P de pe axa centrala:

- —

. RxM,
Tp ZT(18)

vectorul de pozitie al punctului oarecare P’ de pe axa centrala este:

T = *p + PP’ (19)  vectorul PP = uﬁ este coliniar cu vectorul R
C RxM, -
r= T + ,LlR (20)

Ecuatia (20) se numeste ecuatia vectoriala a axei centrale.

Din relatia (18) scrisa sub forma analitica se obtine relatia (21) de unde rezulta
coordonatele punctului P de pe axa centrala.

LT Tk )
r, =—-" Rx Ry RZ zxp'i)'l'yp'_]_)‘l'ZP‘k (21)

Mox Moy Moz

4.2 Ecuatiile carteziene ale axei centrale

Pentru a deduce ecuatiile carteziene ale axei centrale reducem sistemul de forte in
punctul P’ de pe axa centrala.

Vectorul rezultant R este acelasi, iar vectorul moment rezultant se obtine cu relatia:

—

Mp,=M,—7xR=v-R (22)

—

Mp, = My

Scriind relatia (22) sub forma analitica obtinem:

-

Moxl+ Moyj+Myk—|x y  z|=v(R+R,J+R,k)(23)
R, R, R,

Efectuand calculele in relatia (23) obtinem:



Moy — (YR, — zR,) M,y — (zRy — XR;) My, — (xR, — x)
R, B R, B R,

v (24)

Relatiile (24) reprezinta ecuatiile carteziene ale axei centrale.

Reducerea sistemelor de forte in raport cu punctele axei centrale se numeste
reducere canonica, iar torsorul astfel obtinut este torsorul minim al sistemului de

forte ﬁ, ﬁmm.

5. Teorema lui Varignon

Un caz particular il constituie sistemele de forte la care cei doi vectori ai torsorului
de reducere sunt perpendiculari.

M, LR
Tn acest caz

—

MP ZMPI M

0

M, = Mp, + OP' xR (25)

Stiind c3

1\7,;, =0 rezults

OP =7

M,=7xR (26)

Relatia (26) reprezinta teorema lui Varignon care se enunta astfel:

N 1 e 4 -
In cazul sistemelor de forte la care momentul minim M,,;, =0 , momentul

rezultant M, in raport cu un pol O ,este egal cu momentul vectorului rezultant R
plasat pe axa centrala a sistemului de forte in raport cu acelasi punct O.

6. Cazurile de reducere ale sistemelor de forte

Aceste cazuri de reducere se clasifica in functie de cei doi invarianti principali,
— - —
invariantul vectorial R siinvariantul scalar] = R - M,,.



In cazul 1 de reducere intrd sistemele generale de forte la care R + 6,] * 0.

- — — —
Aceste sisteme de forte se reduc la un torsor formatdin R # 0si M, # 0 fara a fi
perpendiculare. Ele admit axa centrala, iar lor nu li se aplica teorema lui Varignon.

n cazul 2 de reducere intra sistemele particulare de forte la care R+0 ,J] =0.

Acest caz de reducere are doua subcazuri :

2.aincareR # 6, M, # 0 dar MO 1L R.Tn raport cu punctele axei centrale ele se

-

- — —
reduclaR # 0siM,,;, =0 , adica la o rezultanta unica.

P2

—

2.bincare R # 0, M, = ﬁmin =0

Sistemele de forte din cazul 2 de reducere admit axa centrala si li se aplica teorema
lui Varignon.

n cazul 3 de reducere intrd sistemele de forte lacare R = 0, ] = 0.

Acest caz de reducere are doua subcazuri :
3a R=0, M,#0

Tn acest caz sistemul de forte se reduce la un cuplu de forte avand acelasi moment
in orice punct din spatiu.

3b R=0,M,=0
Acest caz este al sistemelor de forte echivalente cu 0 sau in echilibru.

Sistemele de forte din cazul 3 de reducere nu admit axa centrala si nu li se aplica
teorema lui Varignon.



Curs 4
Reducerea sistemelor particulare de forte (vectori)

Sistemele particulare de forte (vectori), sunt acele sisteme in care fortele ocupa
pozitii particulare in spatiu. In aceasta categorie intrd: fortele concurente,
coplanare, paralele, distribuite.

Aceste  sisteme se reduc la un  torsor ai cdrui vectori
R si M, sunt perpendiculari M, L R si se incadreaza in cazul 2 de reducere a
sistemelor de fortelacareR # 0, | =0.

Tn raport cu punctele axei centrale aceste sisteme de forte se reduc la R #

0 si M,,;, = 0 , adica la o rezultanta unica.

7

1. Reducerea sistemelor de forte concurente.

Fortele concurente sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
se intersecteaza intr-un punct din spatiu. Consideram punctul de concurenta O,
care se alege drept punct (pol) de reducere. Deoarece suportul fiecarei forte trece
prin O, momentul ei in raport cu punctul O este nul.

|

(Dn)
(Dy)

&
& (D)
&

Figura 1 —Sistem de forte concurente



1.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O avem:

R=)TF, M,=0 (1)

s

Il
=

l

Reducand acest sistem de forte in alt punct din spatiu O’, avem:

n

R=)F My=7oxE (2
i=1

Tn care

M, LR

Vectorul ﬁo, s-a obtinut prin aplicarea teoremei lui Varignon sistemului de forte

dat conform relatiei (2).

1.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

Daca expresiile analitice ale vectorilor din relatiile (1) sunt:

F; = Fy @+ Fyj + Fi k (3)

Atunci

R =RJI+R,j+R,k
n n n

Re= Fu.Ry= ) FyR,= ) Fyy (4)
i=1 i=1 i=1

IR| = \/R,% FRZ+RZ (5)

1.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, trece si ea prin punctul O si este dreapta
suport a vectorului rezultant R.

Ecuatiile axei centrale sunt:



—=2=— (6

Tn concluzie sistemele de forte concurente se reduc in puncte din spatiu, care nu
apartin axei centrale, la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant R siun
vector moment rezultant M , perpendiculari, iar in puncte din spatiu, care apartin
axei centrale la un vector unic si anume vectorul rezultant R.



2. Reducerea sistemelor de forte coplanare.

Fortele coplanare sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
apartin aceluiasi plan din spatiu .

/ //////Eo / ] -
Vs e/
4/// el P P
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x|

Figura 2 — Sistem de forte coplanare

Fiind dat un sistem de forte (vectori) coplanare {ﬁi},i = 1,n, se cere sa se
efectueze reducerea acestui sistem de forte.

2.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O ce apartine planului fortelor, obtinem
torsorul de reducere:

DY)

n n
=1 =1

2 xXE, (7)

~

in care vectorul R apartine planului it , iar vectorul M, este perpendicular pe planul
m astfel incat cei doi vectori ai torsorului de reducere sunt perpendiculari

M, LR.



2.2 Expresia analitica a torsorului de reducere
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Figura 3 — Sistem de forte coplanare — planul xOy

Daca alegem planul @ , planul xOy, atunci expresiile analitice ale vectorilor din
relatiile (1) sunt:
Fi = Fix?+ Fiy]_)

Ty = Tipl + 1iyf (8)

R =RJI+R,J

. n 1 ]" ]_() n
M, = M,y k = Z T Ty 0= z(rleLy rLyFlZ)k
i=1|Fy Fy O i=1
Atunci:
n n
Re=) Fur  Ry=) Fy (9
i=1 i=1

IR| = JRZ+ RZ, |M,| = M,, = +F; - d; (10)

Tn care F; sunt modulele vectorilor forte, iar d; sunt bratele acestor forte in raport
cu axa Oz, care trece prin punctul O. Daca fortele din plan rotesc planul in sens orar



atunci semnul momentului se considera - , iar in caz contrar +; sau daca forta
,roteste” axa Ox ,peste” axa Oy atunci momentul este pozitiv, altfel e negativ
(,roteste” axa Oy ,peste” axa Ox).

2.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, apartine si ea planului  si este paralela cu
dreapta suport a vectorului rezultant R.

Aplicand teorema lui Varignon acestui sistem de forte rezulta:

My,=%XxR= |x y 0|=(xR,—yR,)k (11)
R, R, O

Obtinem astfel ecuatia axei centrale pentru sistemele de forte coplanare:
x'Ry_y'Rx =M,; (12)

Tn raport cu punctele axei centrale momentul rezultant este nul , sistemul

N
reducand-se astfel la un vector unic (rezultanta R).

In_concluzie sistemele de forte coplanare se reduc in puncte din planul fortelor,
care nu apartin axei centrale la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant
ce apartine planului fortelor si un vector moment rezultant, perpendicular pe
planul fortelor, iar in puncte din plan, care apartin axei centrale la un vector unic si

anume vectorul rezultant R .



3. Reducerea sistemelor de forte paralele.

Fortele paralele sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
sunt paralele cu o directie fixa din spatiu.
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Figura 4 — Sistem de forte paralele

Fiind dat un sistem de forte (vectori) paralele {ﬁi}, i = 1,n, se cere sa se efectueze
reducerea acestui sistem de forte.

3.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O din spatiu, obtinem torsorul de
reducere:

n n
R=)F M=) #xF (13)
i=1 i=1

Tn care vectorul R este paralel cu directia comun3 a fortelor , iar vectorul M, este
continut intr-un plan perpendicular pe directia comuna a fortelor, astfel incat cei

doi vectori ai torsorului de reducere sunt perpendiculari M, L R.

3.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

Daca alegem axa Oz directia comuna a fortelor, atunci expresiile analitice ale
vectorilor din relatiile (1) sunt:



== FLE

&

F_)izFi

Fi = T'l'xi) + Tiy]_) + T'iZE (14)

R =R,k
n i’ ]_’ E n n
M, = Z Tix Tiy Tiz| = z(rini) T _z(rixFi) 'f= Moy - U+ Moy f
i=1] 0 0 Fi i=1 i=1
Atunci :
n
RZ - Z Fi'
i=1

[R] =

=]

rixFi, |1\7I)o| = ’ng + Moy (15)

s

n
7z =R, My, = zrini, Moy =
i=1

=1

Tn care F; sunt modulele vectorilor forte.

3.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, este si ea este paralela cu directia comuna a
fortelor si a vectorului rezultant R.

Aplicand teorema lui Varignon acestui sistem de forte obtinem:

-

R L R R
MOZTPXRZ X y z =Mox'l+Moy'] (16)
0 0 R

Obtinem astfel ecuatiile axei centrale pentru sistemele de forte paralele, ca
intersectie a doua plane:
Moy, Moy

in raport cu punctele axei centrale momentul rezultant este nul , sistemul
reducand-se astfel la un vector unic.

in_concluzie sistemele de forte paralele se reduc in puncte din spatiu, care nu
apartin axei centrale la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant care



are directia fortelor si un vector moment rezultant situat intr-un plan perpendicular
pe directia fortelor, iar in puncte din spatiu, care apartin axei centrale, la un vector

unic si anume vectorul rezultant R , paralel cu fortele.

3.4 Forte paralele legate.

Fortele paralele legate sunt un caz particular al fortelor paralele. Daca fortele
paralele au punctele de aplicatie fixe Tn spatiu, atunci vectorii sistemului sunt
vectori legati. Vectorul rezultant este si el un vector legat, iar punctul lui de aplicatie
se numeste centrul fortelor paralele legate (CFPL).

a

R

=]

|

(D)

0N . Ch)

a

Axa
central

Figura 5 — Sistem de forte paralele legate

Pentru determinarea pozitiei CFPL aplicam sistemului de forte teorema lui
Varignon:

S

-

AxR= ) #xE (18)
i=1



n care 7. este vectorul de pozitie al CFPL in sistemul de referint3 ales, R, este

vectorul rezultant al sistemului de forte, E, reprezinta fortele din sistem, iar 7, sunt
vectorii de pozitie ai fortelor din sistem in sistemul de referinta ales.

Daca

ﬁleiE
n n

B =RE=zFi E=<2Fi>ﬁ (19)
i=1 i=1

Tnlocuind relatiile (19) in relatia (18) avem:

n
R-chE=<zFi-ﬁ->xE 20)

i=1
n
R FC == (21:17;1)
i=1
nopL 7
Fc — l—1Rl L (21)

Daca avem sistem de forte paralele legate in spatiu (xOyz):

Fo=xe- T4y, J+z.k

R=x Ty JHzk

Atunci coordonatele CFPL vor fi:

xc:M ’ Y, iz Fi - yi  z. = ie1 Fi - 2
R R R



Curs 5

5.Sisteme de forte (vectori) distribuite

Fortele distribuite sunt acele forte (vectori) care sunt aplicate in fiecare punct al
unui domeniu. Acest domeniu poate fi o linie, o suprafata sau un volum.

Ele sunt cele mai intalnite sisteme de forte din domeniul constructiilor.
5.1 Forte distribuite pe o curba

Fiind data o curba (C) in spatiu de ecuatie:

x = x(u)
y =y
z=2z(u)

in care u este un parametru variabil.

Figura 1 — Forte distribuite pe o curba in spatiu



Pe aceastd curba se afld un sistem de forte distribuite p(#*) = p(u) = p(s) =
p(x,y,2). Se cere sa se reduca acest sistem de forte ih punctul O din spatiu.

5.1.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:

R= ! p (s)ds

. T ]k
Mozj?xﬁ(s)dszj x y z|ds

C © Ipx py D2
in care

5(5) = px(u) - I+ py(u) ']_)+ ps(u) - E

F=x-T+y-J+z-k

5.1.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =RJ+R,j+R,k

szfpxds, Ryszyds, Rzzfpzds
C c C

ds = \/(x’(u))z + (y’(u))2 + (z’(u))2 du

My = Moyl + MyyJ + Mo,k



M, = fC (ypz - Zpy)dsr Moy = fC (pr - xpz)ds, M,, = fC (xpy - ypx)ds,

5.2 Forte distribuite pe o suprafata

Fiind data o suprafata (S) in spatiu de ecuatie:

x = x(u,v)
y=y,v)
z=2z(u,v)

in care u, v sunt parametrii variabili.
p() =pw,v) =p(x,y,2)

/j/%ﬁ ffzif'ff

@
\

bz /l L l i i/dsz EG — F2dudv

y
L et s y/

-

v = constant

x 7 u = constant

=

Figura 2 — Forte distribuite pe o suprafata

Pe aceastd suprafatd se afld un sistem de forte distribuite p(7) = p(u,v) =
p(x,y,2). Se cere sa se reduca acest sistem de forte in punctul O din spatiu.

5.2.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere




Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:

- || pes
MojerpdS ﬂ z |dS

Py Pz

in care

B(s) = px(wv) - T+ py(wv) -]+ pr(u,v) - k

F=x-T+y-J+z-k

5.2.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =Ri+R,j+Rk

=jfpxd5, Ryzjfpde, RzzﬂpzdS
S

S S
=+VEG — F?dudv
E=x,+y,+z,, G=x,+y,+2z,, F=x,x,+ Yy, + 2,2,
My = Mo, i+ MoyJ + M,k

Mox = [[g (¥, — 2py)dS, Moy = [f; (zpx — xp,)dS, Mo, = [[; (xpy -
~YDx)dS

5.3 Forte distribuite pe un volum

Pe volumul (V) se afld un sistem de forte distribuite p = p(') = p(x,y, z). Se cere
sa se reduca acest sistem de forte in punctul O din spatiu.



5.3.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:

- [
o= [ s [f|s 5l

Py Pz

in care

F=x-T+y-J+z-k

pP=p(xy2) T+p,(ux,y,2) - J+p;(x,y,2) - k

5.3.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =Ri+R,j+Rk

=jvﬂpxdv, Ry=jvfjpde, Rzzjﬂpzd"

dV = dxdydz

M x = fffv (ypz - Zpy)dV, Moy = fffv (pr - sz)dS,MOZ = fffv (xpy -
—YPx)dV

5.4 Forte distribuite pe un segment de dreapta de lungime [

Se da segmentul de dreapta OA de lungime [ pe care se afla un sistem de forte
distribuite p(x). Functia de distribuire a fortelor se considera cunoscuta.

Se cere sa se determine valoarea vectorului rezultant R, si a pozitiei lui prin abscisa
Xc.

Reducem acest sistem de forte in punctul O:



=]

P(x)

0
X de

'y

Figura 3 — Forte distribuite pe o dreapta

l

R=|p(x)dx
/
l

Mozjx-p(x)dx

0

Aplicand teorema lui Varignon :
xc . R - MO

Mo
=%

5.4 Cazuri particulare:

5.4.1.p(x) = p = constant - forte uniform distribuite
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Figura 4 — Forte uniform distribuite
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p(x) =~ x
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Figura 5 — Forte liniar distribuite




543.p(x) =p

X

12

forte parabolic distribuite

_p
=7

Figura 6 — Forte parabolic distribuite
: l

2 dx = p—
f *=P3

0
l

lZ
dx=£-fx3dx=pz

12
0




3l
Xcz—l——
4
P3
l 3
R=p§,xC—Zl

2
544. p(x) =p— p% - forte parabolice complementar distribuite fata de
precedentele in raport cu cele uniform distribuite

2

X 2
P& =p-pPz T
1 BE— ¢ |
| 51/8
P | /

Figura 7 — Forte parabolic complementar distribuite

!
l2
M, ='[x-(p—x2l—2)dx=pz
0
lZ
Pz 3
XC=;4I gl



Echivalenta cu zero a sistemelor de forte (vectori)

Sistemele de forte echivalente cu zero, sau in echilibru, sunt acelea care nu au nici
un efect mecanic cand sunt aplicate sistemelor materiale. Ele apartin cazului 3b de
reducere conform capitolului “Cazuri de reducere a sistemelor de forte”.

Un sistem de forte fiind echivalent cu torsorul sau, rezulta faptul ca un sistem de
forte este echivalent cu 0 daca are torsorul de reducere nul.

Se demonstreaza ca daca, un sistem de forte are torsorul nul intr-un punct din
spatiu, atunci el are torsorul nul in toate punctele din spatiu.

-

R=0, M,=0 (1)

Tn punctul O’ torsorul sistemului de forte va fi:

— —

R=0, M,=M,+00xR=0

Relatiile (1) reprezinta conditiile vectoriale de echivalenta cu 0 a sistemelor de forte
si sunt valabile pentru toate sistemele de forte.

1. Forte generale sau oarecare

Pentru fortele generale sunt valabile relatiile (1). Daca cu originea in punctul O
alegem un reper cartezian triortogonal, proiectand relatiile (1) pe cele trei axe
avem:

R, =0 M,, =0
R, =0 My, =0  (2)
R,=0 M,, =0

Relatiile (2) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele generale.

O alta conditie de echivalenta cu 0 a sistemelor generale de forte este ca
momentele sistemului de forte in raport cu 3 puncte necoliniare din spatiu sa fie
nule.

M1=6, MZZB,M:;:())



Tot pentru sistemele de forte generale, sunt valabile si ecuatiile scalare de
echilibru:

(MAl =0
{MAZ =0
kMA6 =0

in care Ay, A, Ag sunt 6 axe necoplanare. Ele pot fi muchiile unui tetraedru
oarecare.

2. Forte concurente intr-un punct O din spatiu

R=0 (3)

Proiectand relatiile (1) pe cele trei axe avem:

R, =0
Ry =0 (4)
R,=0

Relatiile (4) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele concurente.

3. Forte coplanare

R=0
{_, -, (5)
M,=0
Daca planul xOy este planul fortelor, proiectand relatiile (5) pe cele trei axe avem:
R, =0
Ry, =0 (6)
M,, =0

Relatiile (6) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele coplanare.

O alta conditie de echivalenta cu 0 a sistemelor coplanare de forte este ca
momentele sistemului de forte in raport cu 3 puncte necoliniare din planul fortelor
sa fie nule.



M1=6, M2=6,M3=6

Tot pentru sistemele de forte coplanare, sunt valabile si urmatoarele ecuatii scalare
de echilibru:

fMA:O
jMBzo

n
1> Fa=0
&

in care A si B sunt doua puncte din planul fortelor, iar dreapta AB nu este
perpendiculara pe axa Ox.

4. Forte paralele

R=0
{ﬁ s

avem:

Relatiile (8) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele paralele.
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