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Capitolul I - CINEMATICA

INTRODUCERE IN CINEMATICA

Cinematica este partea mecanicii care studiaza miscarile mecanice ale punctelor materiale, sistemelor de puncte
materiale, corpurilor solide sau ale sistemelor de corpuri, fara a lua in considerare proprietdtile lor inertiale (mase,
momente de inertie), fortele si momentele care actioneaza asupra lor sau care rezulta ca efect al miscarii.
Kinematics, branch of physics and a subdivision of classical mechanics concerned with the geometrically possible
motion of a body or system of bodies without consideration of the forces involved (i.e, causes and effects of the
motions) (Britannica, 1998).

Cuvantul ,cinematica” deriva din substantivele grecesti Kwijpat (kinemat) sau xwijpa (kinema - deplasare,
miscare), care la randul lor deriva din verbul kiveiv (kinein - a misca).

Miscarea este o proprietate intrinseca a materiei in sensul ca nu exista materie in repaus absolut, dupa cum nu
poate fi conceputa miscarea fara suport material.

Miscarea este definita in mecanicd, ca schimbarea in timp a pozitiei sau a orientarii unui sistem material in raport
cuun alt sistem material. Miscarea de-a lungul unei linii sau curbe se numeste translatie, iar miscarea care schimba
orientarea corpului se numeste rotatie. Miscarea generald este o combinatie intre miscarea de translatie si
miscarea de rotatie.

Modificarea stdrii de miscare a unui sistem material este o consecinta a actiunii altor sisteme materiale sau ca
rezultat al interactiunii unor parti din interiorul sistemului, iar cinematica studiaza aceasta modificare doar pur
descriptiv fara a lua in considerare cauzele care o determina.

Cand spunem ca un sistem material este in repaus sau in miscare se subintelege ca repausul si miscarea au loc in
raport cu alte sisteme materiale. Astfel, un corp imobil pe suprafata Pamantului este In repaus in raport cu
Pamantul, dar Pamantul este In miscare fata de Soare, etc., astfel incat pozitia si miscarea sunt relative intrucat se
raporteazi la un sistem de referinti (reper) care nu este fix. In Cinematicd ne raportam la (i) un sistem de referinti
care poate fi presupus in mod conventional fix, iar miscarea inregistrata fata de acest sistem de referintd se
numeste miscare absoluta, sau la (ii) un sistem de referintd mobil, In acest caz miscarea se numeste miscare
relativa.

Miscarea cu viteza apropiata de viteza luminii trebuie tratata folosind teoria relativitatii, iar miscarea corpurilor
foarte mici (ex. electroni) trebuie tratata folosind teoriile mecanicii cuantice.

Dac3, In timpul miscarii, corpul poate sd ocupe orice pozitie in spatiu, miscarea se numeste miscare general3, iar
daca acesta ocupd, In timpul miscarii, pozitii particulare in spatiu, miscarea se numeste miscare particulara.

In cinematici se folosesc notiunile fundamentale de spatiu si timp si se face ipoteza ci spatiul este absolut, infinit,
euclidian, tridimensional, izotrop, iar timpul, notat in cinematica cu t, este absolut, continuu, unidimensional,
independent de spatiu si de orice alta marime si ireversibil.

Problema fundamentala a cinematicii este urmatoarea: cunoscand in orice moment pozitia unui sistem material
fata de un reper, sa se determine elementele miscarii si anume traiectoria, viteza si acceleratia.

Scurt istoric

Cinematica s-a impus ca stiinta distincta in 1862 prin lucrarea lui M.Resal intitulatd Cinematica pura.
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André-Marie Ampére (1775-1836), fizician si matematician francez, a fost primul care a aratat necesitatea ca
Dinamica sa fie precedata de o teorie a proprietatilor geometrice ale corpurilor in miscare. Aceste proprietati au
fost expuse in 1838 la Facultatea de Stiinte din Paris de Jean-Victor Poncelet (1788 - 1867) matematician si inginer
francez.

Cinematica are numeroase aplicatii geometrice printre care se pot aminti: metoda constructiei tangentelor a lui
Gilles de Roberval (1602-1675), teoria centrului instantaneu de rotatie a lui Michel Chasles (1793 - 1880),
determinarea curburii unei curbe plane, etc.

CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

Introducere in cinematica punctului material

O reprezentare simplificata a unui sistem sau a unui proces fizic se numeste mode! fizic. Modelele fizice si
modelarea sunt instrumente esentiale nu numai in fizica ci si in intreg procesul cunoasterii lumii inconjuratoare.
Descrierea matematicd a unui model fizic simplu este de asemenea simpld. Cu cat recurgem la modele tot mai
simple cu atat ne departam de realitate. Lumea reala fiind diferitd de modelele cu care operam si rezultatele pe
care le obtinem sunt, Intr-un anumit sens, incomplete. Recurgerea la modele simple este necesara in faza incipienta
a cunoasterii. In fizicd sunt cunoscute modele care au evoluat in procesul cunoasterii. Cele mai cunoscute sunt
modelul atomului, al nucleului, modelul de fluid sau de solid rigid, modele de unde etc.

Cel mai simplu model din mecanica este punctul material. Cind punctul material este in miscare el se
numeste si mobil.

Modelul punctului material se poate aplica atat unor corpuri de dimensiuni si mase mari (corpuri ceresti),
cat si unor corpuri de dimensiuni microscopice (atomi, electroni, etc). Rezultatele din mecanica punctului material
se extrapoleaza (cu corectiile necesare) cand se trece la studiul miscarii unor corpuri ce nu pot fi reduse la un
punct si care pot fi considerate ca o multime de puncte materiale (sistem de puncte materiale).

Elementele miscarii punctului material

e Traiectoria

Miscarea punctului material o raportam la un reper pe care il consideram fix (Fig. 1.1). Pozitia punctului material
fata de reper este data de vectorul de pozitie r care are originea in originea reperului si varful in punctul material
studiat. Pozitia punctului material este data de trei scalari care reprezintd distante sau distante si unghiuri.
Traiectoria punctului material este locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de mobil In miscarea sa si se
noteazi cu T. In general traiectoria punctului material este o curba in spatiu. in mecanica clasica se consider ca
traiectoria sistemului material este bine determinata, iar multimea pozitiilor succesive ale punctului pe parcursul
miscarii este continua.

Fie un punct material care se deplaseaza pe o traiectorie oarecare. Pozitia sa se determina cu ajutorul vectorului
de pozitie r. Legea de miscare este data de ecuatia vectoriala:

r =r(t) (1.1

Daca se alege ca reper un sistem de axe cartezian triortogonal si se proiecteaza ecuatia (1.1) pe axe se obtine:

x = x(t)
y=y(® (1.2)
z = z(t)

Ecuatiile (1.2) se numesc ecuatii parametrice ale traiectoriei sau ecuatiile finite ale miscarii, iar x, y si z sunt functii
scalare de timp. Daca se eliminad parametrul £ (timpul) din aceste ecuatii se obtine ecuatia traiectoriei sub forma
implicita:

e(xy,2) =0 (1.3)
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Figura 1.1

e Deplasare finita si deplasare elementara

Miscarea efectuata de punctul material intr-un interval finit de timp At = t, — t; se numeste miscare finitd, iar
deplasarea punctului material in acest interval de timp Ar = r, — r; se numeste deplasare finita (Fig 1.2). Miscarea
efectuata de punctul material intr-un interval infinitezimal (elementar) de timp dt se numeste miscare instantanee
sau elementard, iar deplasarea punctului material in acest interval de timp, dr se numeste deplasare elementara
(Fig 1.2).

dr=AlimAr=dxi+dyj+dzk (1.4)

t—-0

e \iteza

Viteza este o marime vectoriald atasata punctului care indica directia si sensul in care are loc miscarea.

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A in miscare pe curba T(A), la momentele t; = t si
respectiv t, = t+ At cu vectorii de pozitie r; si r,. Elementul de arc A1A2, de pe traiectoria punctului, se poate
asimila, In intervalul de timp At foarte mic, cu elementul de coarda A:A: astfel incat:

|dr| = As (1.5)
(i) Raportul % se numeste vitezd medie pe o portiune As de traiectorie (Fig 1.2)

rp,—r Ar
t,—t; At

Vimn =

(1.6)
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X

Figura 1.2

(ii) Prin trecerea la limitd in relatia (1.6) cand intervalul de timp At — 0 rezulti viteza instantanee v ca fiind
viteza punctului la momentul t al miscarii:
Ar dr

My 7

Viteza instantanee este o marime vectoriala si este egala cu derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului
de pozitie a punctului material, fiind un vector tangent la traiectorie 1n pozitia punctului pe traiectorie la momentul
t (Fig. 1.3).

Derivata de ordinul I in raport cu timpul a functiilor scalare sau vectoriale se va nota, cu un punct deasupra
functiilor, derivata de ordinul II in raport cu timpul a functiilor scalare sau vectoriale se va nota, cu doua puncte
deasupra functiilor s.a.m.d.

Din relatia (1.7) rezulta expresia deplasarii elementare:
dr = vdt (1.8)

Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei sunt:

T (1.9)
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Figura 1.3

(iii) Pozitia unui punct pe traiectorie se poate preciza cu ajutorul unui unghi la centru 6, (care se mai numeste si
spatiu unghiular) si a razei vectoare (coordonate polare). Considerand ca reper raza vectoare OA,, legea de
miscare a punctului A este definita de functia: 8 = 0(t) (Fig. 1.4).

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A Tn miscare pe curba plana (Ta), la momentele ti= t si
respectiv tz = t+At cu unghiurile la centru 0 si 6 + A6 . Variatia spatiului unghiular in intervalul de timp At este
AB =0, —0,.

Raportul

18

== (1.10)

W

se numeste viteza unghiulara medie a punctului A.
Prin trecerea la limita in relatia (1.10) cand intervalul de timp At — 0 rezulta viteza unghiulara instantanee w ca
fiind viteza unghiulara a punctului la momentul t al miscarii:
AB  do
w=Ilim—=—= 1.11
At-0 At dt ( )
Vectorul vitezda unghiulara w este perpendicular pe planul traiectoriei mobilului si are sensul dat de regula
burghiului sau a mainii drepte.
Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei unghiulare sunt:
(48]
W =—= T_1
(o] [At] (1.12)
[w]s =1rad-s™t=1s71
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A, (t + At)

Figura 1.4

e  Acceleratia
Acceleratia este o marime vectoriala atasata punctului in miscare si arata modul de variatie al vitezei acestui punct
in decursul miscarii, ca modul, directie si sens.

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A in miscare pe curba T(A), la momentele t1=t si respectiv
t, =t + At, avand vitezele v, (t;) si v,(t,) (Fig. 1.5).
Variatia vitezei in intervalul de timp At este Av = v, (t;) — v, (t;)

. Av o o .. . N . . . . .
(i) Raportul 4 masoard variatia vitezei in timp si se numeste acceleratie medie pe o portiune As de
traiectorie.

v, —v; Av

an, =

L on - A (1.13)
z|
T(A
@) A
\V\l
Vi
am
b(
X X
0 R
X

Figura 1.5
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(ii) Prin trecerea la limitd in relatia (1.17) cand intervalul de timp At — O rezulti acceleratia instantanee a ca
fiind acceleratia la momentul ¢ al miscarii;

a=limg=d—v=ﬂ=v=i‘ (1.14)

At—0 At dt dt?
si este egala cu derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului viteza instantanee si cu derivata de ordinul II
in raport cu timpul a vectorului de pozitie r (Fig 1.6).
Daca se continud derivarea in raport cu timpul, a vectorului de pozitie r, se obtin vectori care se numesc acceleratii
de ordin superior. Astfel, derivata a treia in raport cu timpul a vectorului de pozitie, se numeste acceleratie de
ordinul al doilea sau supraacceleratie.
Dimensiunea si unitatea de masura a acceleratiei sunt:

“Tag (1.15)

A(t)

r T(A)

Figura 1.6

(iii) Se defineste acceleratia unghiulara ca variatia in timp a vectorului viteza unghiulara.

Considerand pozitiile succesive A1 si Az ale punctului A in miscare pe traiectorie, la momentul t si respectiv t+At,
avand vitezele unghiulare w, si w,, variatia vitezei unghiulare in intervalul de timp At este Aw = w, — w;.
Raportul

Aw

E€m = A_t (116)

masoara variatia vitezei unghiulare in timp si se numeste acceleratie unghiulara medie. Prin trecerea la limita in
relatia (1.20) cand intervalul de timp At -0 si sau A2 — A1 rezulta acceleratia unghiulara instantanee:

Aw dow ..
A0 At dt ( )
Vectorul acceleratie unghiulara are aceiasi directie ca si vectorul viteza unghiulara in cazul traiectoriilor plane ale
mobilului (Fig 1.4).
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Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei unghiulare sunt:

[Aw]
El=——=

[At] (1.18)
[e]gg = 1rad-s~2

Componentele vectorilor viteza si acceleratie

e Coordonate carteziene

Vectorul de pozitie al punctului material are expresia r =x-i+y-j+z-kin care %, y si z sunt coordonatele
punctului material A raportate la un sistem de axe cartezian triortogonal.
Aceste coordonate sunt functii de timp si reprezinta ecuatiile finite ale miscarii punctului (Fig 1.7).

x = x(t)
y=y® (1.19)
z = z(t)

Vectorul viteza instantanee are expresia:
v=r=vitvyj+v,k=x@i+y®j+zk (1.20)

Din relatia (1.20) rezulta componentele scalare ale vectorului viteza instantanee care sunt functii scalare de timp:

vy = X(t)
vy = y(t) (1.21)
v, = z(t)

Modulul vectorului viteza instantanee este:

vl = |[vi+v§+vi=V(E2+ )2+ @? (122)

Directia acestui vector este data de cosinusii directori:

o Vx X
cos(av, i) = W o (_5’)2 o

. Vy y
cos(av,j) = I = \/(5()2 TG e (1.23)
cos(xv, k) = A 2

M~ JGr+ )2 + @)
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Figura 1.7

e Coordonate cilindrice

I.

Figura 1.8
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Vectorul de pozitie al punctului material are expresia r’ = r(t) - p + z(t) - k in care r, 6, z, sunt coordonatele
cilindrice ale punctului material A raportate la un sistem de axe. Aceste coordonate sunt functii de timp si
reprezintd ecuatiile finite ale miscirii punctului (Fig.1.8)

r=r(t)
0 =10(t) (1.24)
z = z(t)

Vectorul vitezd instantanee are expresia
v=r=rp+rp+zk+zk (1.25)
Daca raportam versorii p si n, ortogonali, la sistemul de referinta cartezian putem scrie:

P = cosO i+ sindj (1.26)

n = —sin6 i + cosO j (1.27)
Prin derivare se obtine:

p=(—sinBi+cosBj)-6=6n (1.28)

v=r'=fp+rén+zk=v,p+v,n+v,k (1.29)

Din relatia (1.29) rezulta componentele scalare ale vectorului viteza instantanee:

Vo =T
v, =10 (1.30)
v, =12

Modulul vectorului viteza instantanee este:

vl = [vZ+v2+v2=[i2+ (r6)* + 22 (1.31)

Vectorul acceleratie instantanee are expresia

a=v=r=ifp+ip+iOn+rdn+rdn+ik+ik (1.32)
Stiindcip=6-nn=-0-p
Relatia (1.32) devine

a=(f-r6?)p+(r6+2i0)n+ik=a,p+a,n+a,k (1.33)
Din relatia (1.45) rezulta componentele scalare ale vectorului acceleratie instantanee:

a, =f—rb?
a, = b + 210 (1.34)
a, =%

Modulul vectorului acceleratie instantanee este:

jal = [a5+ a8+ a2 = (k- 167)" 4 (16 + 200" + 22 (1.35)

e Coordonate intrinseci
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Figura 1.9

Coordonata intrinseca a punctului material este s (Fig. 1.9). Aceasta coordonata este functie de timp si reprezinta
ecuatia finitd a miscarii punctului

s =s(t) (1.36)
Miscarea o raportam la un reper mobil legat de punct a carui axe sunt: tangenta la traiectorie T, normala v si

binormala 8, numit triedrul lui Frenet.
Vectorul viteza instantanee are expresia:

. dr dr ds

_poar_drds_ . 137
A T T (1.37)

V=v,T+Vv,v+vgf (1.38)

In relatia (1.37) s-a tinut seama de prima formuli a lui Frenet!.

dr

— = 1.39
ds T ( )

Din relatiile (1.37) si (1.38) rezultd componentele scalare ale vectorului viteza instantanee:

Ve =S§
vy =0 (1.40)
VB =0

Din relatia (1.37) se observa ca vectorul viteza este dirijat dupa tangenta la traiectoria punctului.
Vectorul acceleratie instantanee are expresia:

a=v=8§t+5§1 (1.41)

., _dt _dtds v 142
T Tas ar o (1.42)

In relatia (1.42) s-a tinut seama de cea de-a doua formula a lui Frenet’.
de_v (1.43)
ds  p '

In relatia (1.43) p este raza de curburi a traiectoriei.

Inlocuind relatia (1.42) in formula acceleratiei (1.41) obtinem,

1 Jean Frédéric Frenet (1816 - 1900)
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&2

a=\'/=§t+? (1.44)

de unde rezulta componentele scalare ale vectorului acceleratie.

a,=VvV=Ss
2 &2

avzv—=% (1.45)

aB=0

Din relatiile (1.45) rezulta cateva observatii legate de miscarea punctului:

. L 1x o w < o s . c A e dv .
- acceleratia tangentiald masoara variatia vitezei in timp a, = i
dt
- componenta normala a acceleratiei a, este Indreptata spre centrul de curbura al traiectoriei, ea se mai
numeste si acceleratie centripeta

VR . . o . dv v2
-nu exista miscare pe traiectorie curba fara acceleragle, pentruv = constant - a; = —= 0, a, = F *0

- vectorul acceleratie instantanee este situat in planul osculator al curbei traiectorie (aB = 0)

Modulul vectorului acceleratie este:

la| = /a2 + aZ = /(§)2 + (?)2 (1.46)

CINEMATICA MISCARILOR PARTICULARE ALE PUNCTULUI MATERIAL

Miscarea rectilinie

Este miscarea in care traiectoria este o dreapta (Fig. 1.10). Consideram o axa Ox de versor u pe care s-a stabilit un
sens pozitiv si un punct A care se misca pe axa. Vectorul de pozitie al punctului pe ax3d este r = OA = xu.

Viteza punctului este v = r = xu, iar acceleratiaa = v = Xu.

Se observa ca viteza si acceleratia sunt vectori coliniari si dirijati de-a lungul traiectoriei.

Daca vectorul viteza si vectorul acceleratie au acelasi sens miscarea se numeste accelerata, iar daca acesti vectori
sunt de sens contrar miscarea se numeste incetinita.

Figura 1.10

Cazurile particulare ale miscarii rectilinii sunt:
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Miscarea rectilinie si uniforma este miscarea in care viteza este constanta pe tot parcursul miscarii (Fig 1.11).

//’ \\
A\
AN
Aq Pl
- VO //
- \\ -
- \ -
7 ///\A ///
V e -
A\ L %
Pt I
- -
///
///
K
Figura 1.11

v =v,constant,a=v=0
Stiind ca % = v, rezulta:
dx = vydt
Daca se integreaza relatia (1.47) rezulta:
Xx=vot+C
Constanta C se determina din conditiile initiale ale miscarii:

t=t0=0
X=X0

Relatia (1.48) devine

X = Vot + Xg

In concluzie miscarea rectilinie si uniforma se caracterizeaza prin urmatoarele elemente:
X = Vot + X, - spatiul parcurs este o functie de gradul intdi in &

V=X=V, - viteza constanta

a=v=20 - acceleratia nula

(1.47)

(1.48)

(1.49)

Miscarea rectilinie uniform variata (Fig. 1.12) este miscarea in care acceleratia este constanta pe tot parcursul

miscarii.
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Figura 1.12

a = a, - constant.

Stiind ca
d?x
dt?

Daca se integreaza relatia (1.50) rezulta:

dx
a=v=30t+cl

=30

Constanta C1 se determina din conditiile initiale ale miscarii:

t=t0=0
V=1V,
C1:V0

Relatia (1.51) devine:
VvV =agt+ vy
Daca se integreaza relatia (1.51) rezulta:
tZ
X = 30?+V0t+C2

constanta Cz se determina din conditiile initiale ale miscarii:

t=t0=0
X =Xy
C2:X0

Relatia (1.52) devine:
t2
X = 30?+V0t+X0

In concluzie miscarea rectilinie uniform variata se caracterizeaza prin urmatoarele elemente:

2
X = ay t; + Vot + Xg - spatiul parcurs este o functie de gradul doiin t

vV =apgt+v, - viteza este o functie de gradul intaiin t

a=a, - acceleratia este constanta

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)
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Daca vectorul viteza si vectorul acceleratie au acelasi sens miscarea se numeste uniform accelerata, iar daca acesti
vectori sunt de sensuri contrarii miscarea se numeste uniform Incetinita.

Miscarea circulara

Figura 1.13
In coordonate intrinseci
s=s(t) =R-8(t) (1.54)
viteza se obtine derivand relatia (1.54)
v=3=RO=Rw (1.55)
V=3t (1.56)
Acceleratia se calculeaza derivand relatia (1.56)
. ds +.d‘t__.+_d‘rds___ +SZ 3 N
a=v=_ TS e =8THs =81 0 v=a,t+a,V
a; =5 =Rw=Re (1.57)
$2 v R2p?
= —= —= = R 2
a, > R R )
Modulul vectorului acceleratie va fi
la| = /a2 +a2 = RVe? + wt (1.58)

Cu w s-a notat variatia spatiului unghiular 6, numita viteza unghiulara a punctului. Cu € s-a notat variatia vitezei
unghiulare o, numita acceleratie unghiulara.
Directia vectorului acceleratie este data de unghiul o facut cu raza vectoare OA:

a; Re €

tga:a_‘,:R_ooZ:E (159)
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CINEMATICA CORPULUI SOLID RIGID

2.1. Introducere

Corpul rigid este un element important in mecanica si semnifica un corp material in forma fixa, compus din
particule elementare pentru care distanta dintre oricare doud puncte ale sale nu se modifica In timp si in spatiu.
Conceptul de corp rigid are avantajul de a simplifica studiul miscarii corpului In sensul adoptarii unui numar finit
de parametri care sa defineasca pozitia corpului in miscare.

Miscarea unui corp este definitad ca o schimbare de pozitie a corpului in raport cu un reper (sistem de referinta).
Miscarea unui corp fatd de un sistem de referinta este cunoscutd, daca se pot determina legile de miscare,
traiectoria, viteza si acceleratia fiecarui punct din corp.

Practic nu este posibil sd se descrie miscarea rigidului prin miscarea fiecarui punct, dar este suficient sa fie
cunoscute in fiecare moment al miscarii, numai pozitiile unor puncte din care, pe baza pastrarii distantelor dintre
puncte, se vor determina pozitiile celorlalte puncte din rigid. Pozitia unui corp rigid fata de un anumit reper din
spatiul euclidian tridimensional R3 este cunoscutd daca se cunosc pozitiile a trei puncte necoliniare ce apartin
rigidului.

Numarul minim al functiilor scalare independente care determina pozitia corpului in orice moment reprezinta
numadrul gradelor de libertate ale corpului. Functiile scalare care determind pozitia corpului sunt elemente
geometrice (distante, unghiuri), functii de timp.

Legaturile la care este supus un corp (sau sistem de corpuri) micsoreaza numarul gradelor de libertate.

Miscarea are loc 1n spatiu si in timp. Spatiul in care are loc miscarea este spatiul geometriei euclidiene, infinit,
omogen, continuu si izotrop. Timpul masoara durata miscarii si este infinit, omogen, continuu si ireversibil.
Miscarea realizatd de corp intr-un interval finit de timp se numeste miscare finita, iar punctele corpului
inregistreaza deplasari finite ca marime.

Miscarea realizatd de corp intr-un interval elementar de timp se numeste miscare instantanee, iar punctele
corpului inregistreaza deplasari elementare.

Miscarea se raporteaza la un sistem de axe mobil, legat de corpul in miscare si un sistem de referinta fix.

Daca corpul, In miscarea sa, poate ocupa orice pozitie in spatiu, fara nici o restrictie, miscarea se numeste general3,
iar In caz contrar se numeste miscare particulara.

2.2. Miscarea de translatie

Definitia miscarii
Miscarea in care orice segment de dreaptd, apartinand corpului rigid, raméane paralel cu el Insusi in tot timpul
miscarii se numeste migcare de translatie.

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de referinta mobil, legat de corpul In miscare,
paralel cu sistemul fix (Fig. 1.14).
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Figura 1.14

Grade de libertate

Miscarea de translatie a corpului se reduce la o miscare de punct material astfel incat In aceasta miscare corpul
are 3 grade de libertate cinematice.
Ecuatia finita a miscarii de translatie este:

ro = 1o(t) (1.60)
Iar ecuatiile finite scalare sunt:

X10 = X10(t)
Y10 = Y10(t) (1.61)
Z19 = Z10(t)

Ecuatiile (1.61) exprima gradele de libertate ale corpului rigid.
Elementele miscarii

e  Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea de translatie, sunt curbe paralele (Fig.1.14). Miscarea
de translatie poate fi rectilinie, daca traiectoriile sunt drepte paralele.

o Viteze
in orice moment al miscarii se poate scrie:
rH=rp+r (1.62)

In care ry este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinti
fix.

ry =r1(t)
1, este vectorul de pozitie al punctului O (originea sistemului de referinta mobil)
ro = ro(t)

r este vectorul de pozitie al punctului A in sistemul de referinta mobil
[r| = constant (Fig. 1.14)
Viteza punctului A se exprima prin relatia:
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Stiind ca £y = v, relatia (1.63) devine

V, =V, (1.64)
Vitezele tuturor punctelor sunt egale.

Vp=Vyg=Vg ="

Viteza comuna se numeste viteza de translatie.
Daca viteza este constanta miscarea se numeste uniforma.
Daca viteza este constanta si traiectoriile sunt drepte paralele miscarea se numeste rectilinie si uniforma.

e  Acceleratii
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
ay =t =1 =Y (1.65)
Stiind ca 1y = vy = a, relatia (1.65) devine:
A, = ag (1.66)
Acceleratiile tuturor punctelor sunt egale:
ay =ag=ag = (1.67)

Acceleratia comuna se numeste acceleratie de translatie.
In miscarea rectilinie si uniformi acceleratiile sunt nule.

2.3. Miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe
Definitia miscarii

Miscarea in care doua puncte (O si 0") ale solidului raman fixe in spatiu in tot timpul miscarii se numeste miscare
de rotatie in jurul axei fixe determinata de cele doua puncte. Axa dupa care are loc miscarea se numeste axa de
rotatie (Fig. 1.15).

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se roteste odata cu corpul.
In Fig.1.15 axa de rotatie este axa 0z = 0,%;.

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are un grad de libertate cinematica (Fig. 1.15).
Ecuatia finita a miscarii de rotatie in jurul axei fixe este:

8 =0(t) (1.68)

Ecuatia (1.68) exprima gradul de libertate al corpului rigid, rotirea in jurul axei Z.
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Figura 1.15

Elementele miscarii

e  Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea de rotatie in jurul axei fixe sunt cercuri cu centrele pe
axa de rotatie.
Cercurile care apartin aceluiasi plan sunt concentrice.

o \iteze

Viteza cu care se roteste corpul se numeste viteza unghiulara, notata w, si reprezinta variatia spatiului unghiular

0(t).

o
w(t) = d—(: 0 (1.69)

Vectorul viteza unghiularad este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie (Fig. 1.15) astfel incat se poate
scrie:

Relatia (1.70) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.
r; = r este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix, iar
r in sistemul de referinta mobil.

ry =r=0A-(sin@cos6 iy +sin@sinb j; + cos¢ kq) (1.71)
in relatia 1.71

0 =10(t)
¢ = constant (1.72)
Vo =T, = OA- (—sin@sin® i; + sin@ cosO j;) - 6

Daca
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OA=r
w=0

Relatia (1.72) se scrie:

vV =1 = ro(—sin@sin® i; + sin@cos0 j;) (1.73)
Se poate observa ca produsul vectorial

iy j1 ky
WXr= 0 0 ® | =rw(—sin@cosO i; +sin@sinb j;)
rsing cos® rsin@sin® rcose

este egal cu vy (1.73) ceea ce conduce la relatia

Vp=wXTr (1.74)

ce exprima viteza unui punct ce apartine rigidului in miscare de rotatie cu axa fixa.

e Campul vitezelor

Vectorul v,este un vector tangent la traiectorie In punctul A (Fig. 1.15) si este continut intr-un plan perpendicular
pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului rigid si modulul:

[val = |o||r| sin(xw,r) = 0R (1.75)

In relatia 1.75, R este raza cercului care reprezinti traiectoria punctului A.
Modulul vectorului viteza este direct proportional cu distanta de la punct la axa de rotatie. Pe baza relatiei (1.75)
se poate trasa campul (diagrama de variatie) vitezelor (Fig 1.16).
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Figura 1.16

Din diagrama se pot deduce proprietatile cAmpului vitezelor:
- diagrama vitezelor are o variatie liniara avand valoarea 0 pentru punctele de pe axa de rotatie;
- punctele de pe suprafata corpului au vitezele cele mai mari.
- punctele situate pe o dreapta paraleld la axa de rotatie au vitezele egale;
- punctele egal departate de axa de rotatie au vitezele egale Tn modul.

Acceleratii

e Acceleratia unghiulara

Acceleratia cu care se roteste corpul se numeste acceleratie unghiulara € si reprezinta variatia vitezei unghiulare
w = w(t).
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Figura 1.17

Vectorul acceleratie unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie (Fig.
1.17):

e=¢ky=¢k (1.77)
Relatia (1.77) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.

e  Acceleratia punctului

Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:

AY =V =OXTH+OXF=eEXT+WXV=eXTr+wX (wXr) (1.78)

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are doua componente:
(i) Acceleratia de rotatie

Aot = EXT (1.79)

Acceleratia de rotatie este un vector tangent la traiectorie in punctul A si este continuta intr-un plan perpendicular
pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului rigid si modulul:

laroel = |€| - |r|sin(xg, r) = €R (1.80)
(i) Acceleratia axipeta
Ay =WXV=w0X(wXr) (1.81)

Componenta a,, este si ea continutd intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie si este dirijata spre centrul
cercului traiectorie.

laz| = |®| - |v] sin(sw,v) = 0+ v = w’R (1.82)

Componentele a,y si a,,; sunt perpendiculare.
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

ap = Apgt T Any (183)

e  Campul acceleratiilor

Vectorul a, este un vector continut intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de
rotatie al corpului rigid si modulul:
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laal = V1arot|? + [2ay]? = RVe2 + w* (1.84)

Modulul vectorului acceleratie este direct proportional cu distanta de la punct la axa de rotatie.
Pe baza relatiei (1.84) se poate trasa campul (diagrama) acceleratiilor (Fig. 1.18).
Din diagrama se pot deduce proprietatile cimpului acceleratiilor:
- diagrama acceleratiilor are o variatie liniara avand valoarea 0 pentru punctele de pe axa de rotatie.
- punctele de pe suprafata corpului au acceleratiile cele mai mari;
- punctele situate pe o dreapta paralela la axa de rotatie au acceleratiile egale;
- punctele egal departate de axa de rotatie au acceleratiile egale Tn modul.

71, Z

C

Figura 1.18

Deplasari elementare

Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueazi deplasiri elementare dr
Stiindcav = % siw = % atunci deplasarea elementara:

dr =vdt (1.85)
si rotatia elementara

do = w dt (1.86)
Dar v = w X r sirelatia (1.85) devine:

dr=(wXr)dt=wdtxr (1.87)
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Tinand seama de relatia (1.86) relatia (1.87) devine:
dr=d0 xr (1.88)

Relatia (1.88) reprezinta expresia vectoriala a deplasarilor elementare in miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe.
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2.4 Miscarea plan paraleld (miscarea plana)
Definitia miscarii

Miscarea in care distanta, de la orice punct al solidului pana la un plan fix din spatiu, ramane constanta in tot timpul
miscarii se numeste miscare plan paralela sau miscarea plana. (Fig. 1.19)

/_\ (planul miscarii)

N

1 (plan fix)

Figura 1.19

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix sila un sistem de referinta mobil, care se misca odata cu corpul
(Fig. 1.20).

Figura 1.20

Din definitia miscarii rezulta proprietatile miscarii:
(i) toate punctele ce apartin corpului situate pe o dreapta normala la planul fix executa miscari identice,
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(ii) toate punctele ce apartin corpului situate in plane paralele cu planul fix executd miscari identice. Pentru a
studia miscarea solidului, este suficient sa se studieze miscarea unui plan ce apartine corpului, paralel cu planul
fix.

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are 3 grade de libertate cinematice.

Miscarea plana este compusa dintr-o translatie instantanee intr-un plan paralel cu planul fix (in Fig. 1.25 planul
x101y1) si o rotatie instantanee In jurul unei axe perpendiculare pe planul fix (0z).

In continuare se studiazi miscarea unui plan mobil al solidului din planul xOy, in planul fix x101y1,adici miscarea
unei placi mobile pe o placa fixa.

Ecuatiile finite ale miscarii plane sunt:

X10 = X10(t)
Y10 = Y10(t) (1.89)
6 =0(t)

Ecuatiile (1.89) exprima gradele de libertate al corpului rigid in miscarea plana

Elementele miscarii

e Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea plana sunt curbe situate in plane paralele cu planul
fix.

o Viteze

Viteza unghiulara
Viteza cu care se roteste corpul in jurul unei axe perpendiculare pe planul miscarii este viteza unghiulara w.
Vectorul viteza unghiulara este un vector dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

w=0k;=wk (1.90)

Relatia (1.112) este valabila atunci cand axa de rotatie este Oz.

Viteza unghiulara w este aceiasi indiferent in ce punct se alege polul O.

Viteza In miscarea plana

Punctul A (punct oarecare ce apartine corpului) are ca si vector de pozitie pe r; in sistemul de referinta fix, iar r in
sistemul de referinta mobil.

rp=ry+r (1.91)
Daca

I = v, este viteza poluluiOsir = w X r.
Relatia (1.92) se scrie:

vpa=Vvo+wxr (Fig.1.21) (1.93)
Sau
Va = Vo t Va(o) (1.94)

unde V(g reprezintd viteza corpului in migcarea sa in raport cu punctul O.
Relatia (1.94) reprezinta formula lui Euler pentru viteze in miscarea plana.
Axele sistemului de referinta x’0Oy’ sunt paralele cu axele sistemului fix de referinta.
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Figura 1.21
Campul vitezelor

Campul vitezelor se poate genera pe baza relatiei (1.93). Vectorul v, este un vector tangent la traiectorie in
punctul A.

a)

b)

Figura 1.22

In figura 1.22 se prezinti doud cazuri:
a) vectorul viteza v, face un unghi a # gcu segmentul de dreaptd pe care se gaseste punctul A.

b) vectorul viteza v, face un unghi o = g cu segmentul de dreapta pe care se gaseste punctul A.
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Proprietatile cimpului vitezelor (Fig. 1.22)

®

(ii)
(iii)
(iv)

)
(vi)
(vii)

(viii)

campul vectorilor viteza se obtine prin insumarea campului constant de viteze vy,
din miscarea de translatie, cu cel al vectorilor w X r din miscarea de rotatie (Fig.
1.22a)

campul vectorilor vitezd w X r din miscarea de rotatie avand o variatie liniara atunci
si campul vectorilor viteza din miscarea plana are o variatie liniara

in miscarea planad viteza unghiulara w este aceiasi pentru toate punctele placii
mobile

daca se studiaza variatia vectorilor viteza pe o dreapta perpendiculara pe vectorul
viteza v, se observa ca cele doua componente ale vectorului vitezd v, v, si @ X r sunt
coliniare avand acelasi sens sau sensuri contrarii (Fig. 1.22 b)

punctul in care cele douda componente ale vectorului viteza v, v, si w X r sunt egale
si de sensuri contrarii are viteza egala cu 0

acest punct se noteaza cu ] si se numeste centru instantaneu de rotatie (CIR) sau
polul vitezelor si se gaseste in placa mobila pe dreapta perpendiculara pe v,

daca miscarea se raporteaza la punctul J, viteza punctului A se scrie conform relatiei
(1.93).v4 =vj + @ X JA, dar v; = O iar:

va=wxJA (Fig.1.22b) (1.95)

studiind distributia vitezelor dupa relatia (1.95) se observa ca distributia
instantanee a vitezelor este identica cu cea a unei rotatii In jurul punctuluiJ, cu viteza
unghiulard w ca si cum punctul ] ar fi fix.

Determinarea pozitiei centrului instantaneu de rotatie (CIR)
Pozitia CIR se poate determina pe cale analitica sau pe cale grafica.

1) Analitic

Se determina vectorul de pozitie al punctului ] In cele doua sisteme de referinta mobil si fix (Fig. 1.28).
Se scrie expresia vitezei CIR conform relatiei (1.93)

Vi=Vg+twXx0J=0 (1.96)
Dacd se noteaza O] = 1j,
Relatia (1.96) devine

vi=vp+twXxnp=0 (1.97)
Se Inmulteste relatia (1.97) la stanga cu vectorul w si se obtine:

wXxXvo+wX(wxn)=0 (1.98)
Tinand seama de formula dublului produs vectorial relatia (1.98) devine:

0 Xvy+ (0w 1)o—(0-0)y=0 (1.99)
Deoarece w L 1j, produsul scalar w - r; = 0 si, deoarece @ - w = w? relatia (1.99) devine:

® X vy — w?r = 0,iar

w X Vg

n=— (1.100)

ceea ce reprezinta vectorul de pozitie al CIR 1n sistemul de axe mobil, in raport cu punctul O.
w X Vo
ryy=ry+ o (1.101)

ceea ce reprezinta vectorul de pozitie al CIR 1n sistemul de axe fix este conform Fig. 1.23.
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Figura 1.23

2) grafic (geometric)

a)

Figura 1.24
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Daca vectorii viteze ai celor doud puncte A si B sunt paraleli, CIR se afla la intersectia dintre perpendiculara comuna
a celor doi vectori si dreapta care uneste varfurile celor doi vectori (Fig. 1.24 d, e si f). Daca vectorii viteze ale celor
doua puncte sunt si egali, atunci CIR se afld la infinit iar corpul executd o miscare de translatie.

e  Acceleratii

Acceleratia de rotatie a corpului este acceleratia unghiulara €.
Vectorul acceleratie unghiulara este un vector dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

e=¢tky =¢k (1.102)

Relatia (1.102) este valabila atunci cand axa de rotatie este 0O1z1.
Acceleratia unui punct oarecare de pe placa mobila
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:

P=Va=Vg+OXIr+wXr=ay,+eXr+wxv=

1.103
=agt+exr+wx(wxr) (Fig 1.26) ( )
!
I
y A y Ilys
I
|
|
—20
a - ~
AL a,rot‘
~
(92 S i A X
N/
A0
I aax
a, ~ 0
7!
j ——
©) g
I
To
j1 X1
0, 1y -
Figura 1.26
Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 3 componente:
- acceleratia de translatie a
- acceleratia de rotatie care are componentele a,q; Si a,4-
Aot = EXT (1.104)
si acceleratia axipeta:
Ay =WXV=m0X (0 Xr) (1.105)

Componentele a,y si a,,; sunt perpendiculare.
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

ap = Ag + Aper T Any (1.106)
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sau

a, =ag t a( (1.107)

Arot T Aax = Ap(0) (1.108)

reprezintd acceleratia corpului in miscarea sa in raport cu punctul O.
Relatia (1.108) reprezinta formula lui Euler pentru acceleratii.

Campul acceleratiilor din miscarea plana se obtine compunand campul vectorilor acceleratie dintr-o miscare de
translatie cu acceleratia ag cu campul vectorilor acceleratie dintr-o miscare de rotatie in jurul unei axe ce trece
prin punctului O.

Distributia vectorilor acceleratie ai punctelor situate pe o dreapta care trece prin O este liniara.

Exista un punct pe placa mobila a carui acceleratie este egala cu 0 la un moment dat al miscarii. Acest punct se
numeste polul acceleratiilor si se noteaza cu P.

Distributia vectorilor acceleratie, tinand seama de polul P este data in Fig. 1.27

Arot

Figura 1.27

Deplasari elementare

Campul deplasdrilor elementare se poate reprezenta in doua moduri diferite:
(i) miscarea se raporteaza la un pol oarecare O din plan
Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueazi deplasari elementare dr

Stiind cav = drn _ dro 4 99 ratunci deplasarea elementara:
dt ~ dt = dt
dry =drg+dO xr (1.109)

Campul vectorilor deplasarilor elementare se obtine compunand campul deplasarilor elementare drg dintr-o
miscare de translatie cu cimpul rotatiilor elementare d in jurul punctului O (Fig. 1.28).
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Figura 1.28

(ii)miscarea se raporteaza la centrul instantaneu de rotatie ]
Campul vectorilor deplasari elementare se obtine din cimpul rotatiilor elementare d0 in jurul punctului J (Fig.
1.29).

dr =de xJA (1.110)

Relatia (1.110) se foloseste pentru reprezentarile deplasdrilor elementare simple denumite si diagrame de
deplasari (Fig. 1.30).

dr, = d@ x JA

Figura 1.29



Mecanica - Cinematica 35

dry i
XA

VA
\_/de

!

W do dya = x,d6

Figura 1.30

Miscarea plan-paraleld a sistemelor de placi. Teoreme de coliniaritate

e  Miscarea plan-paralela a doua placi

Miscarea fiecarei placi se poate realiza prin miscari de pura rotatie in jurul centrelor de rotatie J1 si J2 ale celor
doua placi cu vitezele unghiulare w4 si w, (Fig. 1.31).

Punctele ]1 si ]2 sunt puncte cu viteza nula in raport cu cele doua sisteme de referinta si se numesc centre absolute
de rotatie. Punctul comun celor doua placi care are vitezele egale atdt pe o placa cat si pe cealalta (are viteza
relativa nuld) se numeste centru relativ de rotatie Ji2




Mecanica - Cinematica 36

Figura 1.31

Distributia vitezelor pentru fiecare placa este aratata in figura 1.31. Aceeasi distributie este si pentru deplasarile
elementare dr.
In punctul J12 vitezele celor doud plici sunt egale:

Viiz = Vi, (1.176)
deci si modulele celor doi vectori sunt egale:

1 _
Vi1z = W1)1]12

n o _
Vi1z = W2]2)12

w1 J1J12 = 02 J2)12 (1.177)

Din relatia 1.177 rezulta:

iz _ 0 (1.178)

J2Jiz

Relatia 1.178 reprezinta prima teorema a centrelor instantanee de rotatie care se enunta astfel:

In miscarea plan-paraleli a doud placi centrele absolute de rotatie J1 siJ2 sunt coliniare cu centrul relativ de rotatie
J12.

Centrul relativ de rotatie J12 imparte segmental de dreapta J1]2 in parti invers proportionale cu marimile vitezelor
unghiulare w1 si wa.

Daca vitezele unghiulare w1 si w2 au sensuri contrarii centrul Ji2 se gaseste in interiorul segmentului, J1J2 in caz
contrar J1z se gaseste in exteriorul segmentului J1]2 de partea centrului cu viteza unghiulard mai mare.

e  Miscarea plan-paralela a trei placi

Miscarea fiecdrei placi se realizeaza ca o miscare de pura rotatie in jurul centrelor lor absolute de rotatie (J1, J2,
J3).Fiecare pereche de placi determina cate un centru relativ de rotatie (J1z, J13, J23) (Fig. 1.32)
Din prima teorema aplicata perechilor de placi rezulta:

11]12_&
J2J12 _001
]2]23_&
J3 )23 _U)z
Jslis _on
Jiis _003

Inmultind cele trei relatii membru cu membru rezult:

]1]12_]2]23_]3]13_%.%_ﬂ

I2Jiz Ja)2z Jilis _0)1 W, W3

=1 (1.179)

Conform teoremei lui Menelaus in triunghiul J1, J2, J3 cele trei puncte J12, J13, J23 sunt coliniare.
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Figura 1.32

De aici rezulta a doua teorema de coliniaritate a centrelor instantanee de rotatie:

In miscarea plan-paraleli a trei placi centrele relative de rotatie J12, J13, J23 sunt coliniare.

Observatii:
- daca un corp este articulat de corpul de reazem aceasta articulatie este centru absolut de rotatie, iar daca
corpul este simplu rezemat pe corpul de reazem centrul sau absolut de rotatie se gaseste pe dreapta
perpendiculara dusa pe suprafata de reazem (Fig. 1.38)

"

M )

J1

TR,

Figura 1.33

- daca doua corpuri sunt articulate intre ele punctul de articulatie este centru relativ de rotatie (Fig. 1.34)



Mecanica - Cinematica 38

M an

J12
Figura 1.34

- daca doua corpuri sunt legate intre ele prin doi penduli punctul de intersectie al directiilor pendulilor este
centrul relativ de rotatie (Fig. 1.35). Daca cei doi penduli sunt paraleli centrul relativ de rotatie se gaseste la
infinit.

Figura 1.35

- daca un centru relativ de rotatie este la infinit corpurile care formeaza centrul respectiv executa unul fata
de celalalt o miscare de translatie
- un sistem cu n corpuri are n centre absolute de rotatie si C2 centre relative de rotatie

e Diagrame de deplasari

O aplicatie a miscarii plan-paralele a sistemelor de corpuri o constituie trasarea diagramelor de deplasari
elementare verticale si orizontale sistemele aflate In miscare plana. Aceste diagrame reprezintd variatia
deplasarilor elementare verticale, respectiv orizontale ale sistemului de corpuri aflat in miscare plan paralela.
Diagramele se traseaza cu usurinta daca se respecta ordinea operatiilor:

- se determina pozitiile centrelor absolute si relative de rotatie conform observatiilor de mai sus si a

teoremelor de coliniaritate;

- se proiecteaza pe liniile de referinta orizontala si verticala centrele relative si absolute de rotatie;
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- se imprima o miscare compatibila cu legaturile, sistemului de corpuri cu 1 grad de libertate cinematic
(configuratia deplasata a sistemului se exprima in functie de un parametru geometric care este rotirea
elementara d6 a unuia din corpuri);
- se traseaza diagramele deplasarilor elementare verticale, respectiv orizontale ale sistemului de corpuri
respectand urmatoarele (Fig. 1.36):

-in dreptul centrelor absolute deplasarile sunt nule;

- In dreptul centrelor relative deplasarile celor doua corpuri care formeaza centrul relativ sunt
egale daca centrele relative nu se afla la infinit;

-daca un centru relativ este la infinit diagramele de deplasari ale celor doua corpuri sunt
paralele, adica corpurile se rotesc cu aceeasi marime dé.

)

) (1) dos | 7 de,

de, | a0, | 7 i

Figura 1.36

2.5 Miscarea de rototranslatie
Definitia miscarii
Miscarea In care doua puncte ale solidului raman in tot timpul miscarii pe o dreapta din spatiu se numeste miscare

de rototranslatie. Axa dupa care are loc miscarea se numeste axa de rototranslatie.
Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se misca odata cu corpul.
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Figura 1.37

In Fig. 1.37 axa de rototranslatie este axa O1z1.
Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are doui grade de libertate cinematic.

Miscarea de rototranslatie este compusa dintr-o translatie instantanee de-a lungul axei de rototranslatie si o
rotatie instantanee in jurul aceleiasi axe.

Ecuatiile finite ale miscarii de rototranslatie sunt:

o = ro(t)

6= 0(t) (1.180)

Ecuatiile (1.180) sunt ecuatiile finite ale miscarii corpului.
Elementele miscarii

e traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea de rototranslatie sunt curbe situate pe suprafete
cilindrice circulare. Cercul pe care se afla punctul A reprezintd traiectoria acestuia in miscarea instantanee de
rotatie in jurul axei de rototranslatie (Fig. 1.38).

e viteze

Viteza unghiulara
Viteza cu care se roteste corpul este viteza unghiulara w.
Vectorul viteza unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rototranslatie astfel incat se poate scrie:

w=wk;=wk (1.181)

Relatia (1.112) este valabila atunci cand axa de rototranslatie este 01z1.
Viteza unui punct in miscarea de rototransiatie
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r; este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix, iar r in
sistemul de referinta mobil (Fig. 1.38).

rp=ro+r (1.182)

Dacar = v, sir = w X r, relatia (1.183) se scrie:

vp =Vvo+ w Xxr (Fig.1.38) (1.184)

Figura 1.38

Cadmpul vitezelor
Vectorul v,este un vector tangent la traiectorie in punctul A avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului
rigid si modulul:

lval = /VS + w?R? (1.185)

Unde R este raza cercului care reprezinta traiectoria punctului A in miscarea instantanee de rotatie.
Proprietatile campului vitezelor (Fig. 1.39):

- nu existd puncte de viteza zero pe corp, punctele de viteza minima sunt punctele de pe axa de

rototranslatie si au viteza vy;

- punctele situate pe o dreapta paralela la axa de rotatie au vitezele egale;

- punctele egal departate de axa de rotatie au vitezele egale in modul;

- daca viteza v, = 0 miscarea este o miscare de rotatie in jurul axei cu viteza unghiulara w;

- daca viteza unghiulara @ = 0 miscarea este o miscare de translatie de-a lungul axei cu viteza v,.
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Figura 1.39
(1.186)

acceleratii

[ ]
Vectorul acceleratie unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

e=¢k; =¢k
Relatia (1.186) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.

Acceleratia unui punct in miscarea de rototranslatie
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
AP=V=Vg+tOXr+wXr=ay,+eXr+wxv=
(1.187)
=ap+eXr+wx(wxr)
Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 3 componente (Fig. 1.40):
- acceleratia de translatie a,
- acceleratia de rotatie
(1.188)
(1.189)
(1.190)

A = EXT

|arot] = |€| - |r| - sin(e- 1) = €R
(1.191)

si acceleratia axipeta
Ay =WXV=m0X(wXr)
[ax] = |®| - |v] - sin (2w, V) = w "R

Componentele a,, sia,,; suntperpendiculare.
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Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

Ap = Ag + Aper + Anx (1.192)

r
v
]

A Y
Figura 1.40
e campul acceleratiilor
modulul vectorului acceleratie
lay| = \/a(z) + €2R2 + @*R2 (1.193)

Pe baza relatiilor (1.189) (1.191) si (1.192) se poate trasa cAmpul (diagrama) acceleratiilor.
Din diagrama se pot deduce proprietatile cAmpului acceleratiilor (Fig. 1.40):
- nu exista puncte de acceleratie zero pe corp, punctele de acceleratie minima sunt punctele de pe axa de
rototranslatie si au acceleratia a,;
- componentele a,.,; si a,4 Se gasesc intr-un plan perpendicular pe axa de rototranslatie;
- Intr-un plan perpendicular pe axa de rototranslatie pentru punctele situate pe o dreapta variatia
marimii acceleratiei este liniara;
- punctele situate pe o dreaptd paraleld la axa de rototranslatie au acceleratiile egale;
- punctele egal departate de axa de rototranslatie au acceleratiile egale in modul.

Deplasari elementare

Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueazi deplasiri elementare dr

dr dr, de . <
—1 ==%4 — X ratunci deplasarea elementari:

iindcav =
stiind ca v dt dt = dt

dr; =drg +d0 xr (1.194)

componentele scalare ale vectorului deplasarilor elementare
dacd vy = aw ( miscarea de surub) unde « este o constanta atunci:

dr,  de
a . Yae

si
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dr() = adO
sau
dro kl = d9 kl

traiectoria unui punct oarecare A de pe solidul in miscare se determina din relatiile:

ip 1 K

dvxr=|0 0 do|=—y,d0i; +x,d0j; (1.195)
X1 V1 7

dl‘ = dX il + dyl il + le kl (1196)

Relatiile (1.108) si (1.109) reprezinta expresiile analitice ale vectorului deplasare elementara In miscarea de
rotatie in jurul unei axe fixe.

Tinand seama de relatiile (1.108) si (1.109) componentele scalare ale vectorului deplasare elementara a punctului
A in sistemul de referinta fix sunt:

dX1 = —y1d9
dy; = x,d0 (1.197)
dz, = adb
sau
dx;
de - YI
dy
d_el =%, (1.198)
dz,
a0

Rezolvand sistemul de ecuatii diferentiale (1.137), rezulta:

X, = asin(® + B)
y, =acos(® + B) (1.199)
z; = af + z,

Relatia (1.138) reprezinta ecuatiile parametrice ale elicei circulare drepte cu pas constant.

2.6 Miscarea de rotatie in jurul unui punct fix (miscarea sfericad)
Definitia miscarii
Miscarea sferica este miscarea in care un punct al corpului solid rigid ramane fix in tot timpul miscarii.

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se roteste o data cu corpul.
Punctul fix O se alege originea celor doua sisteme de referinta la care se raporteaza miscarea (Fig. 1.41).
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Figura 1.41

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are trei grade de libertate cinematici. Punctul fix este o articulatie sfericd care
anuleaza cele trei grade de liberate deplasari lasand libere rotirile.

Miscarea sistemului de referintd mobil reprezinta miscarea solidului rigid. Versorii i, j, k sunt vectori care isi
schimba orientarea in timp, in schimb modulul ramane constant.

i=i()
=it (1.200)
k = k(t)

Relatiile 1.180 reprezinta ecuatiile finite ale miscarii sferice.
Elementele miscarii

e  Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea sferica sunt curbe situate pe o sfera cu centrul in
punctul fix O.

o Viteze
vV=r

r = 0A = OA (sin@cosO iy +sin@sin6 j; + cos¢ k,)

in care @ = @(t), 6 = 6(t).
Derivata vectorului de pozitie r este:

I = OA((’pCOS(pcose—ésincpsine)il + (('pcoscpsine—ésin(pcose)il + ¢sing kq (1.201)
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Vectorul vitezd unghiulara w rezulta din variatia ambelor unghiuri @ = @(t), 6 = 8(t) si se scrie intr-o prima
forma prin relatia:

de do
0= — 4+ — 1.202
dt  dt ( )
Componenta vectorului w, 'il—(f = (@ este orientata dupa versorul n (Fig. 1.42), iar componenta % = @ este

orientatd dupa versorul k; astfel incat vectorul w se poate scrie:
®=—@sin® i; + ¢cosO j; + 6k,

Efectuand produsul w X OA se obtine:

iy j1 ky
®wX0A=0A| —psin®  (pcosb 0 |=
singpcos® singsin® cosg@ (1.203)

= 0A [(ci)coscpcosﬁ - Gsin(psine) i + ((i)sinecoscp + ésin(pcose)jl — @sin0 kl]
Datorita identitatii membrului drept din relatia (1.182 ) cu membrul drept din relatia (1.203) rezulta ca:
v=0A=wx0A (1.204)

Toate punctele corpului solid rigid au aceiasi viteza unghiularad w, iar relatia (1.204) este valabila pentru orice
punct al corpului solid rigid.

Dreapta suport a vectorului @ se numeste axa instantanee de rotatie. Vitezele punctelor de pe aceasta axa sunt
nule.

vp=wX0P=0
deoarece cei doi vectori w, OP sunt coliniari.
A doua relatie pentru vectorul w:
Versorii variabili i, j, k se scriu 1n sistemul de referinta fix:
i=o0yq iy +agzj1 + a3k
j = g1 ig + 021 + a3 Ky (1.205)
K=oa3 iy +azj; +az3 Ky
In care aj; sunt cosinusii directori ai axelor mobile In raport cu cele fixe.
Matricea care are ca elemente aj; se numeste matrice de rotatie.

Matricea de rotatie este o matrice unitara (deta = 1).
Relatia (1.205 ) se mai poate scrie sub forma matriceala astfel:

i A1 Op1  O3q iy
jl=[%%1 02z Qz3|-]jq (1.206)
k 033 O3z Oz3] |kq

Relatia este valabilad pentru scrierea oricarui vector v din sistemul mobil de referinta in sistemul fix de referinta.
V=0orvy

Exprimarea vectorului v4 functie de v se face prin:

vi=alv

I=wxi

J=wXj (formulele lui Poisson) (1.207)
k=wxk

r=xi+yj+zKk

Vectorul viteza se mai poate scrie:

v=r=xI+yJ+zKk (1.208)
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Vit vy jrv,k=xit+yj+zk (1.209)

Relatia se inmulteste succesiv cu i, j, k.
Si se obtine:

szxf-i+yi-i+zi_(-i

vy=xi-j+yj-j+zk-j (1.210)
v,=x1 k+yj -k+zk-k
Deoarece
TLli
JLj
kLlk
i-i=0
7j=0
k-k=0

Matriceal relatia (1.187) se scrie:

e

Vyx 0 ]_l 1 X
M: i o il (1211)
VAl ik ek

in formula vitezelor (1.204 ), tindnd seama ca

®w=w,it+w,j+wk

obtinem
i i Kk
veitvyjtv, kK=o, w, o,
X y z
Astfel rezulta
Vy = =y, + Zw
Vy = X0, — ZWy
V, = —XWy + ywy
Vi 0 -0, Wy X
[Vyl =| wy 0 —wy [y] (1.212)
Vy W, Wy 0 Z

Comparand relatiile (1.211 ) si (1.212 ) rezulta componentele scalare ale vectorului w,

=l

k

1

e

Wy

|

(Dy=

Wy

'
k (1.213)
=i

Il
|«

Astfel incat rezulta cea de a doua relatie pentru vectorul w

o=GKi+& Dj+d )k (1.214)

Unghiurile lui Euler

Unghiurile Euler sunt trei unghiuri introduse de catre Leonhard Euler pentru a descrie orientarea unui corp solid
rigid. Pentru a descrie o astfel de orientare In spatiu sunt necesari trei parametri. Ei pot fi reprezentati in mai
multe moduri, unghiurile lui Euler fiind unul dintre ele.
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Unghiurile lui Euler reprezinta, trei rotatii elementare (rotatii in jurul unei singure axe) cu care se misca sistemul
de referintda mobil in raport cu cel fix. Orice rotatie poate fi realizata prin compunerea a trei rotatii elementare,
precum si invers orice rotatie poate fi descompusa ca o suma de trei rotatii elementare.

Unghiurile lui Euler sunt:

¥ =y(t)
6 = 6(t) (1.215)
@ =09

in care:

1) se numeste unghi de precesie

6 se numeste unghi de nutatie

¢ se numeste unghi de rotatie (Fig. 1.43).

Directia O1N se numeste linia nodurilor.

Relatiile 1.215 constituie ecuatiile finite ale miscarii solidului 1n jurul unui punct fix exprimate in functie de
unghiurile lui Euler.

Vectorul viteza unghiulara w poate fi scris in functie de unghiurile lui Euler considerand vitezele unghiulare
componente datorate variatiei acestor unghiuri:

0 =Wy + wg +w, (1.216)
in care:
wg = O uy (1.217)
we, =¢Kk
|
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Figura 1.43
Considerand relatiile (1.217), relatia (1.216 ) se poate scrie :
® = 0y ky + wg uy + 0y k (1.218)

Relatia (1.198) reprezintd a treia relatie analitica pentru vectorul w in miscarea sferica.

Proiectand relatia (1.198) pe axele sistemului mobil de referinta se obtin componentele scalare ale vectorului w
in acest sistem.

Se Inmulteste scalar relatia (1.218) cu versorii i, j, k succesiv si se obtine:
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w, =k i+06uyi+ ki
oy, =Kk j+0uyj+@kij (1.219)
o, =k k+0uyk+pkk

Stiind ca,
ki=kj=uyk=0
kk=1

relatiile (1.219) devin:
wy=Pkii+0uyi
oy, =YKy j+0uyj (1.220)
w, =k k+¢

Proiectand relatia (1.218) pe axele sistemului fix de referinta se obtin componentele scalare ale vectorului w in

acest sistem.
Se Inmulteste scalar relatia cu versorii iy, j1, K1 succesiv si se obtine:

(J)Xl =lij1i1+éuNi1+('pki1
wy, = UKy jy +0uyji + Pkij (1.221)
W, =l]Jk1k1+9uNk1+(pkk1
Stiind ca
kl k1 = 1
uyK; =Kqi; =Kqj; =0
relatiile (1.201) devin:
(.l)xl = GuNi1+(pki1
wy, =0uyj; + ¢ kijy (1.222)
w, = +pkk,
distributia vitezelor
distributia vitezelor la un moment dat al miscarii este identica cu distributia vitezelor din miscarea de rotatie in
jurul axei instantanee de rotatie A.

Ecuatiile axei instantanee de rotatie A sunt:
- In sistemul de referinta fix:

R (1.223)
(*)X1 ("‘)Y1 0‘)21 .
- in sistemul de referinta mobil:
X y yA
— == (1.224)

Vectorul w fiind variabil in timp ca marime si orientare rezulta ca si axa A 1si modifica pozitia In timp.

Locul geometric al pozitiilor succesive ale axei instantanee de rotatie A in raport cu reperul fix este o suprafata
conica cu varful In O numita axoida fixa sau con herpolodic, iar locul geometric al pozitiilor succesive ale axei
instantanee de rotatie A in raport cu reperul mobil este tot o suprafata conica cu varful in O numita axoida mobila
sau con polodic, a caror ecuatii se determina prin eliminarea parametrului ¢in ecuatiile 1.223 si 1.224 (Fig. 1.44).
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Figura 1.44

e  Acceleratii

Vectorul acceleratie unghiulara € este derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului viteza unghiulara w
(Fig. 1.45).

si va fi dirijat dupa directia tangentei la curba traiectoriei varfului vectorului viteza unghiulara (curba hodograf)

Az,
Z
A
arot
A €
va dax w

y y

0 -

V1

X1

Figura 1.45



Mecanica - Cinematica 52

E=®
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
A=V =OXTI+OXF=eXr+owXv=eXr+wx (wXr) (1.225)

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 2 componente:
acceleratia de rotatie

At = EXT
si acceleratia axipeta

Ay =WXV=m0X(wXr) (1.226)
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

Ap = Apor T Aay (1.227)

Vectorul acceleratie nu mai este continut In planul normal la axa de rotatie. Punctele situate pe axa instantanee
de rotatie nu au acceleratiile nule deoarece pentru ele a,o; # 0,dara,, = 0.
Singurul punct de acceleratie nula este punctul O.

2.7 Miscarea generala
Definitia miscarii
Miscarea in care solidul poate ocupa orice pozitie in spatiu in tot timpul miscarii se numeste miscare generala

sau oarecare. Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, legat de corpul in
spatiu in miscare (Fig. 1.46).

Iy

o

0, Y1

X1

Figura 1.46
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Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are 6 grade de libertate cinematica.

Pozitia solidului in spatiu in raport cu reperul fix este determinata de pozitia punctului O si de orientarea axelor
reperului mobil.

Stiind ca vectorul de pozitie al punctului O este ry = X iy + Yo j1 + Zo K1.

Ecuatiile finite a miscarii generale sunt in acest caz:

X9 = Xo(t) i=i(t)
Yo = Yo (V) i=i® (1.228)
zg = 2o(t) k =Kk(t)

Orientarea axelor reperului mobil se poate exprima si prin unghiurile lui Euler.
In acest caz ecuatiile finite a miscirii generale sunt :

Xo = Xo(t) Y =y(b)
Yo = Yo (V) 6 =0(t (1.229)
Zo = Zo(t) @ =)

Elementele miscarii

e Traiectorii
Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea generala sunt curbe oarecare in spatiu.
e \Viteze

Din figura 1.47 se observa ca:

l‘1=l‘0+r
lar
VA:f1:f0+f
Va=Vpt+wXr (1.230)

viteza unghiulara
Vectorul viteza unghiulara w se poate exprima cu relatiile de la miscarea solidului cu punct fix:

®w=wyitwjtuk

in care

[
|
e

k

1

e

Wy

e

(A)y=

Wy

j
K (1.231)
=i

Il
|«

in sistemul de referinta fix vectorul viteza unghiulara w se poate exprima astfel:

Wy, Wy
U)y1l =af [wyl (1.232)
Wy, W,
in care aT este transpusa matricei de rotatie.

Distributia vitezelor

Vitezele punctelor solidului rigid care nu apartin axei suport a vectorului m se calculeaza dupa relatia (1.229). Din
aceasta relatie rezulta ca distributia vectorilor viteza din miscarea generala se obtine compunand vectorii viteza
v,y dintr-o miscare instantanee de translatie a corpului solid, cu vectorii viteza @ X r dintr-o miscare instantanee
de rotatie a corpului solid, in jurul unei axe instantanee ce trece prin O.

Vitezele punctele Q ale solidului rigid care apartin axei suport a vectorului w au vitezele egale cu vy, vq = vy +
® X 0Q, dar cei doi vectori w si 0Q fiind coliniari, produsul vectorial w x 0Q = 0.
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Existd puncte O’situate intr-un plan perpendicular pe vectorul @ care au vitezele coliniare cu vectorul w astfel
incat vy, = A w. Dreapta suport a vectorului w, se numeste in acest caz axa instantanee de rototranslatie A'.

Vo =V + 0 X 00 =1
Inmultind vectorial relatia anterioari la stanga cu w se obtine:

OXVy+wX(wX00)=wXAw=0

XV, + w200 =0

De unde se obtine vectorul de pozitie al punctului O’

, WXV,
00’ = " (1.233)
Ecuatia vectoriala a axei (A) este:
w X Vo
r=00"+21w= —+tAiw (1.234)
)

Toate punctele care apartin suportului vectorului w ce trece prin O’ au vitezele egale cu viteza punctului 0’,
coliniare cu vectorul w.

Alegénd polul corpului intr-un punct O', al axei de rototranslatie, distributia vectorilor vitezi din miscarea
generald poate fi reprezentata prin campul vectorilor viteza intr-o miscare instantanee de rototranslatie a
corpului solid.

e Acceleratii
Acceleratia unui punct A oarecare apartinand solidului este

Ay = ag + Ay T+ Axx

ay=a)+eXr+mwx(wxr) (1.235)

in care a, este vectorul acceleratie a polului O, a,,; = € X r,este acceleratia de rotatie, a,; = ® X (@ X r)este
acceleratia axipetd. Cele doua componente a,; Si a5, sunt identice cu componentele vectorului acceleratie din
miscarea solidului cu punct fix. Vectorul € este vectorul acceleratie unghiulara dirijat dupa tangenta la curba
hodograf (traiectoria varfului vectorului w) a vectorului w (Fig. 1.47).

Z
VA \arot
- A A
ag A,y - —
N €
Zq I > \
dp P y |
" 7 0 ‘
n X
Iy
04 Y1

X1
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Figura 1.47

distributia acceleratiilor

Distributia vectorilor acceleratii din miscarea generala se obtine compunand vectorii viteza ay dintr-o miscare
instantanee de translatie a corpului solid, cu vectorii acceleratii a,.,; Si a5 dintr-o miscare instantanee de rotatie
a corpului solid, in jurul unui punct fix, considerand polul O la un moment dat al miscarii punctul fix.

Existd un singur punct de acceleratie nula numit polul acceleratiilor.

e Deplasadri elementare

Scriind expresia vitezei unui punct oarecare conform relatiei (1.230) avem:
V,=Vg+wXr (1.236)

Relatia (1.236) se mai poate scrie

dr; drp N de «
dt  der e T
dI‘1 = dro +dO xXr (1237)

Relatia (1.237) se mai numeste relatia lui Chasles? si arata ca miscarea generald instantanee poate fi reprezentata
ca o succesiune de doud miscari instantanee simple: o translatie instantanee si o rotatie instantanee in jurul
punctului O.

Miscarea compusa a punctului material

Miscarea punctului material se raporteaza la un sistem de referinta fix sau absolut 0;x;y;z, si la un sistem de
referinta mobil sau relativ Oxyz.

Miscarea punctului material fatd de sistemul de referinta fix sau absolut se numeste migcare absolutd , iar miscarea
punctului material fata de sistemul de referinta mobil sau relativ se numeste miscare relativa , iar migcarea de
transport este miscarea pe care o are punctul material cand este considerat ca fiind fix in sistemul de referinta
mobil.

Miscarea absoluta (compusa), rezultd din compunerea miscarii relative, cu miscarea de transport (Fig. 1.48).

1 Michel Floréal Chasles (1793 - 1880) matematician francez
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Figura 1.48

Viteze

Numim viteza absoluta v,, viteza punctului material viteza in raport cu sistemul de referinta 0,x,y;z,, viteza
relativa v,, viteza punctului material in raport cu sistemul de referintd Oxyz, iar viteza de transport v, este viteza
punctului material cand este considerat ca fiind fix in sistemul de referinta mobil (in pozitie de repaus relativ).
Din figura (1.48 ) se observa ca:

rH=rp+r
iar

VA:I:IZfo‘l‘f

ar
1"1=r'0+a+wxr (1.238)
in care
1:0 = VO
or
— =,
ot °

Vot wXr=v,
Cu notatiile de mai sus relatia (1.217) devine:

VA =V, +V; (1.239)
Viteza absoluta a punctului material, este egald cu suma dintre viteza relativa si viteza de transport in fiecare
moment al miscarii.

Acceleratii

Acceleratia absoluta a punctului material se obtine derivand vectorul viteza absoluta, tinand seama ca vectorii r

. or . < < . . RIT
si—. se deriveaza dupa regula de derivare a vectorilor variabili.
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0%r or or

HH=fhh+t—toX—FtoXr+oX|—4+wXr 1.240

17707 5¢2 at (at ) ( )
in care

i;():ao

Ww=E¢&

d*r

9z A

agtexXr+wx(wxr)=a;

2w XV, =a

Vectorul a, se numeste acceleratia Coriolis?2

Acceleratia Coriolis este nula daca:

- miscarea de transport este o miscare de translatie (w = 0)

- punctul material este fix in sistemul de referinta mobil (repaus relativ, v, = 0)
- vectorul v, este paralel cu vectorul w.

Cu notatiile de mai sus relatia (1.240) devine:

a, =a,+a;+ag (1.241)

Acceleratia absoluta a punctului material, este egala cu suma dintre acceleratia relativa, acceleratia de transport
si acceleratia Coriolis in fiecare moment al miscarii.

2 Gaspard-Gustave de Coriolis sau Gustave Coriolis ( 1792 - 1843)
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