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Capitolul I - CINEMATICA

INTRODUCERE IN CINEMATICA

Cinematica este partea mecanicii care studiaza miscarile mecanice ale punctelor materiale, sistemelor de puncte
materiale, corpurilor solide sau ale sistemelor de corpuri, fara a lua in considerare proprietatile lor inertiale (mase,
momente de inertie), fortele si momentele care actioneaza asupra lor sau care rezulta ca efect al miscarii.
Kinematics, branch of physics and a subdivision of classical mechanics concerned with the geometrically possible
motion of a body or system of bodies without consideration of the forces involved (i.e., causes and effects of the
motions) (Britannica, 1998).

Cuvantul cinematica deriva din substantivele grecesti Kwijpat (kinemat) sau kwijpa (kinema - deplasare,
miscare), care la randul lor deriva din verbul kweiv (kinein - a misca).

Miscarea este o proprietate intrinseca a materiei in sensul cad nu exista materie in repaus absolut, dupa cum nu
poate fi conceputd miscarea fara suport material.

Miscarea este definitd in mecanica, ca schimbarea in timp a pozitiei sau a orientarii unui sistem material in raport
cu un alt sistem material. Miscarea de-a lungul unei linii sau curbe se numeste translatie, iar miscarea care schimba
orientarea corpului se numeste rotatie. Miscarea generald este o combinatie intre miscarea de translatie si
miscarea de rotatie.

Modificarea stdrii de miscare a unui sistem material este o consecinta a actiunii altor sisteme materiale sau ca
rezultat al interactiunii unor parti din interiorul sistemului, iar cinematica studiaza aceasta modificare doar pur
descriptiv fara a lua in considerare cauzele care o determina.

Cand spunem ca un sistem material este in repaus sau in miscare se subintelege ca repausul si miscarea au loc In
raport cu alte sisteme materiale. Astfel un corp imobil pe suprafata Pamantului este in repaus in raport cu
Pamantul, dar Pamantul este in miscare fata de Soare, etc., astfel incat pozitia si miscarea sunt relative intrucat se
raporteazi la un sistem de referinti (reper) care nu este fix. In Cinematica ne raportdm la (i) un sistem de referinta
care poate fi presupus in mod conventional fix, iar miscarea inregistrata fata de acest sistem de referinta se
numeste migcare absolutd, sau la (ii) un sistem de referintd mobil, in acest caz miscarea se numeste migcare
relativa.

Miscarea cu viteza apropiata de viteza luminii trebuie tratata folosind teoria relativitatii, iar miscarea corpurilor
foarte mici (ex. electroni) trebuie tratata folosind teoriile mecanicii cuantice.

Dac3, In timpul miscarii, corpul poate sa ocupe orice pozitie in spatiu, miscarea se numeste miscare generala, iar
daca acesta ocupa, in timpul miscarii, pozitii particulare, in spatiu, miscarea se numeste migcare particulara.

In cinematic se folosesc notiunile fundamentale de spatiu si timp si se face ipoteza ci spatiul este absolut, infinit,
euclidian, tridimensional, izotrop, iar timpul, notat in cinematica cu t, este absolut, continuu, unidimensional,
independent de spatiu si de orice alta marime si ireversibil.

Problema fundamentald a cinematicii este urmatoarea: cunoscand in orice moment pozitia unui sistem material
fatd de un reper, sa se determine elementele miscarii si anume traiectoria, viteza si acceleratia.

Scurt istoric

Cinematica s-a impus ca stiintd distincta in 1862 prin lucrarea lui M.Resal intitulata Cinematica pura.
André-Marie Ampeére (1775-1836), fizician si matematician francez, a fost primul care a aratat necesitatea ca
Dinamica sa fie precedata de o teorie a proprietatilor geometrice a corpurilor in miscare. Aceste proprietati au fost
expuse 1n 1838 la Facultatea de Stiinte din Paris de Jean-Victor Poncelet (1788 - 1867) matematician si inginer
francez.

Cinematica are numeroase aplicatii geometrice printre care se pot aminti: metoda constructiei tangentelor a lui
Gilles de Roberval (1602-1675), teoria centrului instantaneu de rotatie a lui Michel Chasles (1793 - 1880),
determinarea curburii unei curbe plane, etc.
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CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

Introducere in cinematica punctului material

O reprezentare simplificata a unui sistem sau a unui proces fizic se numeste mode/ fizic. Modelele fizice si
modelarea sunt instrumente esentiale nu numai in fizica ci si In intreg procesul cunoasterii lumii Inconjuratoare.
Descrierea matematica a unui model fizic simplu este de asemenea simpla. Cu cat recurgem la modele tot mai
simple cu atat ne departam de realitate. Lumea reala fiind diferita de modelele cu care operam si rezultatele pe
care le obtinem sunt, Intr-un anumit sens, incomplete. Recurgerea la modele simple este necesara in faza incipienta
a cunoasterii. In fizica sunt cunoscute modele care au evoluat in procesul cunoasterii. Cele mai cunoscute sunt
modelul atomului, al nucleului, modelul de fluid sau de solid rigid, modele de unde etc.

Cel mai simplu model din mecanica este punctul material. Cand punctul material este in miscare el se
numeste si mobil.

Modelul punctului material se poate aplica atat unor corpuri de dimensiuni si mase mari (corpuri ceresti),
cat si unor corpuri de dimensiuni microscopice (atomi, electroni, etc). Rezultatele din mecanica punctului material
se extrapoleaza (cu corectiile necesare) cand se trece la studiul miscarii unor corpuri ce nu pot fi reduse la un
punct si care pot fi considerate ca o multime de puncte materiale. (sistem de puncte materiale).

Elementele miscarii punctului material

Traiectoria

Miscarea punctului material o raportam la un reper pe care il consideram fix.(fig.1.1). Pozitia punctului material
fata de reper este data de vectorul de pozitie r care are originea in originea reperului si varful in punctul material
studiat. Pozitia punctului material este data de trei scalari care reprezinta distante sau distante si unghiuri.
Traiectoria punctului material este locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de mobil in miscarea sa si se
noteazi cu T. In general traiectoria punctului material este o curba in spatiu. In mecanica clasici se considera ci
traiectoria sistemului material este bine determinatd, iar multimea pozitiilor succesive ale punctului pe parcursul
miscarii este continua.

Fie un punct material care se deplaseaza pe o traiectorie oarecare. Pozitia sa se determina cu ajutorul vectorului
de pozitie r. Legea de miscare este data de ecuatia vectoriala:

r =r(t) (1.1)
Daca se alege ca reper un sistem de axe cartezian triortogonal si se proiecteaza ecuatia (1.1) pe axe se obtine:

x = x(t)

y=y® (1.2)

z = z(t)

Ecuatiile (1.2) se numesc ecuatii parametrice ale traiectoriei sau ecuatiile finite ale miscarii, iar x, y si z sunt functii
scalare de timp. Daca se elimina parametrul ¢ (timpul) din aceste ecuatii se obtine ecuatia traiectoriei sub forma
implicita:

ox,y,z)=0 (1.3)
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Figura 1.1

Deplasare finita si deplasare elementara

Miscarea efectuata de punctul material intr-un interval finit de timp At = t, — t; se numeste miscare finitd, iar
deplasarea punctului material in acest interval de timp Ar = r, — r;se numeste deplasare finita (fig 1.2). Miscarea
efectuata de punctul material intr-un interval infinitezimal (elementar) de timp dt se numeste migcare instantanee
sau elementard, iar deplasarea punctului material in acest interval de timp, dr se numeste deplasare elementara
(fig 1.3).

dr=Al{r1})Ar=dx1+dy]+dzk (1.4)

Viteza

Viteza este o marime vectoriala atasatd punctului care arata directia si sensul in care se efectueaza miscarea.

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A in miscare pe curba (Ta), la momentele t; = t si
respectiv t, = t+ At cu vectorii de pozitie r; si r,. Elementul de arc A1Az, de pe traiectoria punctului, se poate
asimila, in intervalul de timp At foarte mic cu elementul de coarda A1Az astfel incat

|dr| = As (1.5
(i) Raportul % se numeste vitezd medie pe o portiune As de traiectorie (fig 1.1)

r,—r; Ar
t,—t; At

Vm = (1.6)
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Figura 1.2

(i) Prin trecerea la limitd in relatia (1.6) cand intervalul de timp At — 0 rezulti viteza instantanee v ca fiind
viteza punctului la momentul t al miscarii:

Ar dr

vElm T @ r .7)
Viteza instantanee este o marime vectoriala si este egala cu derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului
de pozitie a punctului material, fiind un vector tangentla traiectorie 1n pozitia punctului pe traiectorie la momentul
t(fig.1.3).
Derivata de ordinul I in raport cu timpul a functiilor scalare sau vectoriale se va nota, cu un punct deasupra
functiilor, derivata de ordinul II in raport cu timpul a functiilor scalare sau vectoriale se va nota, cu doua puncte
deasupra functiilor s.a.m.d.
Din relatia (1.7) rezulta expresia deplasarii elementare:

dr = vdt (1.8)
Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei sunt:
[As]
=_—=LT!
V] [At] (1.9)

Figura 1.3
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(iii) Sunt cazuri cand pozitia unui punct pe traiectorie se poate preciza cu ajutorul unui unghi la centru 6, (care se
mai numeste si spatiu unghiular) si a razei vectoare. (coordonate polare). Considerand ca reper raza vectoare OA,,
legea de miscare a punctului A, este definita de functia: 6 = 0(t) (fig.1.4).

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A In miscare pe curba plana (Ta), la momentele t1= t si
respectiv tz = t+At cu unghiurile la centru 0 si 6 + A8 . Variatia spatiului unghiular in intervalul de timp At este
AB =06, —0,.

Raportul i—f (1.10) se numeste viteza unghiulara medie a punctului A.

Prin trecerea la limita in relatia (1.10) cand intervalul de timp At — 0 rezulta viteza unghiulara instantanee w ca
fiind viteza unghiulara a punctului la momentul t al miscarii:
A6 d6
=lim—=—=20 (1.11)
WV RT:

Vectorul viteza unghiularda w este perpendicular pe planul traiectoriei mobilului si are sensul dat de regula
burghiului sau a mainii drepte.
Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei unghiulare sunt:
o] = 01 = 7
At (1.12)
[w]sj =1rad-s" ' =1s71

0 0 I

T(A)
Figura 1.4

. ) - . A . NV “
(iv) Se defineste viteza areolara medie raportul A—: (1.13) in careAo reprezinta aria parcursa de raza vectoare a
unui punct material aflat In miscare pe o traiectorie curbilinie intr-un interval finit de timp, foarte mic.(fig1.5)

1
Ac = Er X Ar (1.14)

Prin trecerea la limita in relatia (1.13) cand intervalul de timp At — 0 rezultd viteza areolara instantanee Q ca fiind
viteza areolara la momentul t al miscarii:
Vectorul viteza areolara este egal cu derivata de ordinul intai in raport cu timpul a vectorului de arie descris de
vectorul de pozitie r

1 Ar 1

Ao
— — — 1.15
Q Al{r—r»loAt Al{r—r»lo ZFXAt ZFXV ( )

Relatia dimensionala a vitezei areolare este
[Q] = 12T !

[Qlgy =1m?-s7? (1.16)
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Acceleratia

Acceleratia este o marime vectoriala atasata punctului in miscare si arata modul de variatie al vitezei acestui punct
in decursul miscarii, ca modul, directie si sens.

Se considera doua pozitii succesive A1 si Az ale punctului A in miscare pe curba (Ta), la momentele t1= t si respectiv
t2 = t+At, avand vitezele v, (t;) si v, (t;).
Variatia vitezei in intervalul de timp At este Av = v, (t,) — v;(t;)

. Av o o o s . N . . . . .
(i) Raportul ¢ Masoard variatia vitezei in timp si se numeste acceleratie medie pe o portiune As de
traiectorie.

v, —vy Av
ay=——= At (fig 1.6)

1.17
r— (1.17)

z|
T@ A®
N
Vi
a]Il
b‘
< X
0 R

Figura 1.6



Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 9

(i) Prin trecerea la limiti in relatia (1.17) cand intervalul de timp At — 0 rezulti acceleratia instantanee a ca
fiind acceleratia la momentul #al miscarii;
Av dv d’r
a=lim—=—=—=v=F (1.18)
At-0 At dt dt?
si este egald cu derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului viteza instantanee si cu derivata de ordinul II
in raport cu timpul a vectorului de pozitie r (figl.7).
Daca se continud derivarea In raport cu timpul, a vectorului de pozitie r, se obtin vectori care se numesc acceleratii
de ordin superior. Astfel, derivata a treia in raport cu timpul a vectorului de pozitie, se numeste acceleratie de
ordinul al doilea sau supra acceleratie.
Dimensiunea si unitatea de masura a acceleratiei sunt:

“Iag (1.19)

A

r T(A)

o
1=

Figura 1.7

(iii) Se defineste acceleratia unghiulara ca variatia in timp a vectorului. viteza unghiulara

Considerand pozitiile succesive A1 siAz ale punctului A in miscare pe traiectorie, la momentul t si respectiv t+At,
avand vitezele unghiulare w, si w,, variatia vitezei unghiulare in intervalul de timp At este Aw = w, — w;. Raportul
Aw < < P s . . . P . . . o . .

Y (1.20) masoara variatia vitezei unghiulare in timp si se numeste acceleratie unghiulara medie. Prin trecerea la

limita In relatia (1.20) cand intervalul de timp At =0 si sau A2 = A1 rezulta acceleratia unghiulara instantanee:

Aw dow .
At-0 At dt
Vectorul acceleratie unghiulara are aceiasi directie ca si vectorul viteza unghiulara in cazul traiectoriilor plane ale
mobilului (figl.4).

Dimensiunea si unitatea de masura a vitezei unghiulare sunt:

[Aw]
[e] = - T (1.22)

[els; = 1rad-s~2

(iv) Se defineste acceleratia areolard ca o marime vectoriala ce reprezinta variatia in timp a vectorului viteza
areolara a unui punct material aflat in miscare pe o traiectorie curbilinie. Formula de definitie este data de
expresia:
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. AQ  dQ
Q=lim—=— (1.23)
A0 At dt
Vectorul acceleratie areolara este egal cu derivata de ordinul intai in raport cu timpul a vectorului viteza areolara:
.1 1 1
Q=-rx —IrXv=-=-rxX 1.24
> FXv+ > rxv > rxa ( )
Relatia dimensionala a acceleratiei areolare este
[Q] = 1212
(1.25)

[Q]SI =1m?-s7?

Componentele vectorilor viteza si acceleratie
Coordonate carteziene

Vectorul de pozitie al punctului material are expresia r =x-i+y-j+z K in care x, y si z sunt coordonatele
punctului material A raportate la un sistem de axe cartezian triortogonal.
Aceste coordonate sunt functii de timp si reprezinta ecuatiile finite ale migcarii punctului (fig1.8).

x = x(t)
y=y® (1.26)
z = z(t)

Vectorul viteza instantanee are expresia:
v=r=vitv,j+v,k=x@i+y®j+zk (1.27)
Din relatia (1.16) rezultd componentele scalare ale vectorului viteza instantanee care sunt functii scalare de timp:
v = X(1)

vy = y(t) (1.28)
v, = z(t)

Modulul vectorului viteza instantanee este:

vl = [vZ+vE+vZ=(?+ )2+ (2)? (1.29)

Directia acestui vector este data de cosinusii directori:

X

- VX
cos(xv,i) = —

M~ /G + )2 + @

cos(4v, j) = L = Y (1.30)
VI @7+ G + ()2
v, Z

cos(xv, k) = —

RN CEIOREIOE
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Figura 1.8
Vectorul viteza areolara:
1 1 i j Kk
Q=Qxi+Qyj+QZk=§rXV=z Xy z|=
Xy z (1.31)
=5[Gz—zp) i+ (2% —x)j + (27 — yX) K]
Componentele scalare ale vectorului Q sunt:
.
'Qx = E (yZ - ZY)
1 . .
Q, = > (zx — x7) (1.32)
..
'QZ = E (Xy - YX)
Vectorul acceleratie instantanee are expresia:
a=v=F=a;ita,jta,k=xOi+jy®Oj+i(0k (1.33)
Din relatia (1.16) rezulta componentele scalare ale vectorului acceleratie instantanee
ax = k(1)
ay = §(t) (1.34)
a, = 7(t)
Modulul vectorului acceleratie instantanee este:
lal = [a%+ay +a, =2+ §)? + (2)? (1.35)

Directia acestui vector este data de cosinusii directori
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A X
cos(xa,i) = =
lal G2+ 3)? + &)?
cos(<a,j) = 3 y (1.36)
Al G+ G + @ '
dg A
cos(xa, k) =—=
lal - JG7+ )7 + @7
Vectorul acceleratie areolara:
| i )k
Q=0i+Qj+Qk=-rxa=5|x y z[=
2 2
Xy z (1.37)

1
= 5[0 —29) i + @ —xD) j + 65~y K]
Componentele scalare ale vectorului  sunt:

. 1
Qx = —(YZ - ZY)

2
A
Qy = > (z% — xZ) (1.38)
A
8, = 65 -y

Coordonate cilindrice

“1

Figura 1.9

vectorul de pozitie al punctului material are expresiar’ = r(t) - p + z - Kincarer, 6, z, sunt coordonatele cilindrice

ale punctului material A raportate la un sistem de axe Aceste coordonate sunt functii de timp si reprezinta ecuatiile
finite ale migcarii punctului (fig.1.9)
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r=r(t)
0 =10(t)
z = z(t)

Vectorul vitezd instantanee are expresia
v=r=tp+rp+zk+zk
Stiind ci p = On (vezi anexa 1) si k = 0 se obtine:

v=I"=Vpp+vnn+vzk=fp+rén+2k

Din relatia (1.41) rezulta componentele scalare ale vectorului viteza instantanee:

szr

Modulul vectorului viteza instantanee este:

<\ 2
v] = ’Vg+vﬁ+v§= ’I"Z+(I'9) + z2

Vectorul acceleratie instantanee are expresia
a=v=tf=fp+rp+iOn+rén+idn+zk

Stiindcip=6-nn=-6-p
Relatia (1.44) devine

a=a,pt+a,n+ak=(t-rd?)p+(rf+2r0)n+7k

Din relatia (1.45) rezulta componentele scalare ale vectorului acceleratie instantanee:

a, =t —ré?
a, =10 + 210
a, =%

Modulul vectorului acceleratie instantanee este:

fal = a3 agraz = (- 192) + (v + 260)" 42

Coordonate intrinseci

Ap

Figura 1.10

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
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Coordonata intrinseca a punctului material este s (fig 1.10).Acesta coordonata este functie de timp si reprezinta
ecuatia finitd a miscarii punctului

s = s(t) (1.48)

Miscarea o raportam la un reper mobil legat de punct a carui axe sunt: tangenta la traiectorie 7, normala v si
binormala g, numit triedrul lui Frenet.
Vectorul viteza instantanee are expresia:

dr dr ds
2 1.49
V=T TRl TRT: ST ( )
V=v.T+v,v+vgB (1.50)

Din relatiile (1.49) si (1.50) rezulta componentele scalare ale vectorului viteza instantanee:

Ve =S
v, =0 (1.51)
VB =0

Din relatia (1.51) se observa ca vectorul viteza este dirijat dupa tangenta la traiectoria punctului.
Vectorul acceleratie instantanee are expresia:

a=v=S8t+S1t

dt dt ds \Y
1 —_———— '— 1.52
T Tas a o (1-52)

in relatia (1.52) s-a tinut seama de cea de-a doud formula a lui Frenet!.

dt v
= (1.53)
ds p
in relatia (1.53) p este raza de curbura a traiectoriei.
Inlocuind relatia (1.53) in formula acceleratiei obtinem:
)
a=\}'=art+a‘,v+aBB=§t+%v (1.54)
Din relatia (1.54) rezulta componentele scalare ale vectorului acceleratie
a,=Vv=S5§
v2 s2
_v_s 1.55
ap="5=% (1.55)
aB =0

Din relatiile (1.55) rezulta cateva observatii legate de miscarea punctului:

. T v s . AL dv .
e - acceleratia tangentiald masoara variatia vitezei in timp a, = preaid

componenta normala a acceleratiei a, este Indreptata spre centrul de curbura al traiectoriei, ea se mai numeste
si acceleratie centripeta

vectorul acceleratie instantanee este situat in planul osculator al curbei traiectorie (aB = 0)

Modulul vectorului acceleratie este:

jal = yaZ¥a = @2+ (2) (156)

Cinematica miscarilor particulare ale punctului material
Miscarea rectilinie

Este miscarea in care traiectoria este o dreapta (figl.11). Consideram o axa Ox de versor u pe care s-a stabilit un
sens pozitiv si un punct A care se misca pe axa. Vectorul de pozitie al punctului pe axa este r = OA = xu.

Viteza punctului este v = r = xu, iar acceleratiaa = v = Xu.

Se observa ca viteza si acceleratia sunt vectori coliniari si dirijati de-a lungul traiectoriei.

1 Jean Frédéric Frenet (1816 - 1900)
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Daca vectorul viteza si vectorul acceleratie au acelasi sens miscarea se numeste accelerata, iar daca acesti vectori
sunt de sens contrar miscarea se numeste incetinita.

Figura 1.11

Cazurile particulare ale miscarii rectilinii sunt:
(i) miscarea rectilinie si uniforma este miscarea In care viteza este constanta pe tot parcursul miscarii (fig1.12).

X
/’/
-
A ) VvV = VO
//// \\\
\\
\\
A, '/VO/ ) ,
/// \\ /,//
///// /;\A - 7
0 x s //*/
P
\\ ’////
v
Figura 1.12
v=v,constanta=v=0
iy < d “

Stiind ca d—: = v, rezulta:

dx = vydt (1.57)
Daca se integreaza relatia (1.57) rezulta:

x=vot+C (1.58)
Constanta C se determina din conditiile initiale ale miscarii:

t= to =0

X = Xg
Relatia (1.58) devine

X = Vot + Xq (1.59)

il

n concluzie miscarea rectilinie si uniforma se caracterizeaza prin urmatoarele elemente:
vot + X, - traiectoria o functie de gradul intdiin ¢

= X = v, - viteza constanta

v = 0 - acceleratia nula

L o< X
I
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(ii) miscarea rectilinie uniform variata (fig 1.13) este miscarea in care acceleratia este constanta pe tot parcursul
miscarii

Figura 1.13

a = a, - constant

Stiind ca
d?x
dtz

Daca se integreaza relatia (1.60) rezulta:
dx

a =V = aot + C1 (1'61)

Constanta C: se determina din conditiile initiale ale miscarii:
t=t, =0

V=V,

Ci =v,

Relatia (1.61) devine:

v =apt+ v,

Daca se integreaza relatia (1.61) rezulta:

= a, (1.60)

tZ

constanta Cz se determinad din conditiile initiale ale miscarii:
t= to = 0
X = X,
Cy = Xp
Relatia (1.62) devine:
tZ
X = 310?4—v0t+x0 (1.63)

In concluzie miscarea rectilinie uniform variata se caracterizeaza prin urmatoarele elemente:

2
X = a, t; + vyt + X - traiectoria o functie de gradul doiin t

v = agt + v, - viteza o functie de gradul intéi in t

a = a, - acceleratia constanta

Daca vectorul viteza si vectorul acceleratie au acelasi sens miscarea se numeste uniform accelerat3, iar daca acesti
vectori sunt de sensuri contrarii miscarea se numeste uniform incetinita.
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Miscarea circulara

~—_ k_i_,_/
Figura 1.14
in coordonate intrinseci
s=s(t) =R-8(t) (1.64)
viteza se calculeaza derivand relatia (1.64)
v=3=R0=Ro (1.65)

Acceleratia se calculeaza conform relatiei (1.54)

&2

$
a=\7=att+a\,v=§t+?v
a; =5=Rw=Re (1.66)
$2  v? R2w?
= —=—= :R2
a, > TR R )

Modulul vectorului acceleratie va fi
la| = /a2 + a2 = Ry/e? + w* (1.67)

Directia sa data de unghiul a facut cu raza vectoare OA este:

a; Re €
g¢ a, Rw? w? ( )




Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 18

CINEMATICA CORPULUI SOLID RIGID

Introducere

Corpul rigid este un element important in mecanica si semnifica un corp material In forma fixa, compus din
particule elementare pentru care distanta dintre oricare doui puncte ale sale nu se modifica in timp si in spatiu.
Conceptul de corp rigid are avantajul de a simplifica studiul miscarii corpului In sensul adoptarii unui numar finit
de parametri care sa defineasca pozitia corpului in miscare.

Miscarea unui corp este definita ca o schimbare de pozitie a corpului In raport cu un reper (sistem de referinta).
Miscarea unui corp fatd de un sistem de referinta este cunoscutd, daca se pot determina legile de miscare,
traiectoria, viteza si acceleratia fiecarui punct din corp.

Practic nu este posibil sa se descrie miscarea rigidului prin miscarea fiecarui punct, dar este suficient sa fie
cunoscut in fiecare moment al miscarii, numai pozitiile unor puncte din care, pe baza pastrarii distantelor dintre
puncte, se vor determina pozitiile celorlalte puncte din rigid. Pozitia unui corp rigid fatd de un anumit reper din
spatiul euclidian tridimensional R3 este cunoscuta daca se cunosc pozitiile a trei puncte necoliniare din rigid.
Numarul minim al functiilor scalare independente care determina pozitia corpului in orice moment reprezinta
numadrul gradelor de libertate ale corpului. Functiile scalare care determina pozitia corpului sunt elemente
geometrice (distante, unghiuri), functii de timp.

Legaturile la care este supus un corp (sau sistem de corpuri) micsoreaza numarul gradelor de libertate.

Miscarea are loc In spatiu si in timp. Spatiul in care are loc miscarea este spatiul geometriei euclidiene, infinit,
omogen, continuu si izotrop. Timpul masoara durata miscarii si este infinit, omogen, continuu si ireversibil.
Miscarea realizatd de corp intr-un interval finit de timp se numeste miscare finita, iar punctele corpului
inregistreaza deplasari finite ca marime.

Miscarea realizatd de corp intr-un interval elementar de timp se numeste miscare instantanee, iar punctele
corpului inregistreaza deplasari elementare.

Miscarea se raporteaza la un sistem de axe mobil, legat de corpul in miscare si un sistem de referinta fix.

Daca corpul, In miscarea sa, poate ocupa orice pozitie in spatiu, fara nici o restrictie, miscarea se numeste general3,
iar In caz contrar se numeste miscare particulara.

Miscarea de translatie

Definitia miscarii
Miscarea in care orice segment de dreaptd, apartinand corpului rigid, raméane paralel cu el insusi in tot timpul
miscarii se numeste miscare de translatie.

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de referinta mobil, legat de corpul in miscare,
paralel cu sistemul fix (fig.1.15).

le

. T(A)

To

yi T(0)

X1
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Figura 1.15
Grade de libertate

Miscarea de translatie a corpului se reduce la o miscare de punct material astfel incat In aceasta miscare corpul
are 3 grade de libertate cinematice.
Ecuatia finita a miscarii de translatie este:

ro = Io(t) (1.69)
Iar ecuatiile finite scalare sunt:

X10 = X10(t)
Y10 = Y10(©) (1.70)
Zy9 = Z10(t)

Ecuatiile (1.70) exprima gradele de libertate ale corpului rigid.
Elementele miscarii

e traiectorii
traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, iIn miscarea de translatie sunt curbe paralele(fig.1.15). Miscarea
de translatie poate fi rectilinie, daca traiectoriile sunt drepte paralele.

e viteze
in orice moment al miscarii se poate scrie:

rp=ryg+r (1.71)

In care r este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix.
ry =1t

1, este vectorul de pozitie al punctului O (originea sistemului de referinta mobil)
ro = ro(t)

r este vectorul de pozitie al punctului A in sistemul de referinta mobil
r = constant (fig.1.15)
Viteza punctului A se exprima prin relatia:

Vpa=1I; =Ty + T (1.72)
Stiind ca 1y, = v, relatia (1.72) devine

v, =V, (I = 0 deoarece este un vector constant in timpul miscarii). (1.73)
Vitezele tuturor punctelor sunt egale.

Vo =Vg=Vg ="

Viteza comuna a punctelor de pe corp se numeste viteza de translatie.
Daca viteza este constantd miscarea se numeste uniforma.
Daca viteza este constanta si traiectoriile sunt drepte paralele miscarea se numeste rectilinie si uniforma.

e  acceleratii
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:

Ay = i;l = i'.o = VO (174)

Stiind cd 1y = vy = a, relatia (1.74) devine:

dp = Qo (175)
Acceleratiile tuturor punctelor sunt egale:
ay =ag =ag = - (1.76)

Acceleratia comuna a punctelor de pe corp se numeste acceleratie de translatie.
In miscarea rectilinie si uniforma acceleratiile sunt nule.
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Miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe
Definitia miscarii

Miscarea in care doua puncte (O si 0") ale solidului raman fixe in spatiu in tot timpul miscarii se numeste miscare
de rotatie in jurul axei fixe determinata de cele doua puncte. Axa dupa care are loc miscarea se numeste axa de
rotatie (fig. 1.16).

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se roteste o data cu corpul.
In fig.1.16 axa de rotatie este axa 01z1.

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are un grad de libertate cinematici (fig.1.16)
Ecuatia finita a miscarii de rotatie in jurul axei fixe este:

0 = 6(t) (1.77)

Ecuatia (1.77) exprima gradul de libertate al corpului rigid.

z1,7 |

-

Figura 1.16

Elementele miscarii

Traiectorii
Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea de rotatie in jurul axei fixe sunt cercuri cu centrele pe
axa de rotatie.
Cercurile care apartin aceluiasi plan sunt concentrice.

Viteze

viteza unghiulara
Viteza cu care se roteste corpul se numeste viteza unghiulara w si reprezinta variatia spatiului unghiular
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8 =0() (1.78)
de .
t)=—=0(t 1.79
w(®) ==001 (1.79)
Vectorul viteza unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie (fig.1.17) astfel incat se poate scrie:
w=0k;=wk (1.80)

Relatia (1.80) este valabila atunci cAnd axa de rotatie este 01z1.

viteza liniara

r; = r este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix, iar
r in sistemul de referinta mobil.

r; =r=0A-(sin@cos® i; +sin@sin® j; + cos¢ kq) (1.81)
In relatia 1.81.

8 =0(t)

¢ = constant (1.82)

vy = = OA- (—sin @sin @ i; + sin@cosO j;) -0
Daca

OA=r

w=20

Relatia (1.82) se scrie:
vy =T = ro(—sin@ cos B i; +sin@sinb j;) (1.83)
Daca efectuam produsul vectorial:
i j1 k,
®WXr= 0 0 ® | =rw(—sin@sini; +sin@cos0 j,)
rsing cos® rsingsin® rcos@

Se observa ca
Vp=®XT (1.84)

componentele scalare ale vectorului viteza liniara
Daca se scrie

rn=r=xh+y1jh+z1 ki =xi+yj+zk (1.85)
Atunci
ir 1k
Vp=wXr=|(0 0 w|=-wyi+wxj (1.86)
X1 Y1 71
Vp = Vxl i1 + Vy1 i1 + VZ1 k1 (187)

Relatiile (1.83), (1.86) si (1.87) reprezinta expresiile analitice ale vectorului viteza in miscarea de rotatie in jurul
unei axe fixe.

Tinand seama de relatiile (1.86) si (1.87) componentele scalare ale vectorului viteza a punctului A in sistemul de
referinta fix sunt:

Vx, = WY1
vy, = 0Xg (1.88)
vy, =0

iar In sistemul de referinta mobil sunt:
Vy = —y
Vy = WX (1.89)
v, =



Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 22

Campul vitezelor
Vectorul vyeste un vector tangent la traiectorie in punctul A (fig1.16) si este continut intr-un plan perpendicular
pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului rigid si modulul:
vyl = |®]|r| sin(<w, r) = wR (1.90)

In relatia 1.90, r este raza cercului care reprezinti traiectoria punctului A
Modulul vectorului viteza este direct proportional cu distanta de la punct la axa de rotatie. Pe baza relatiei (1.90)
se poate trasa campul (diagrama de variatie) vitezelor (fig 1.17).

A
>

Figura 1.17

Din diagrama se pot deduce proprietatile cAmpului vitezelor
e diagrama vitezelor are o variatie liniara avand valoarea 0 pentru punctele de pe axa de rotatie.
e punctele de pe suprafata corpului au vitezele cele mai mari.
e punctele situate pe o dreapta paraleld la axa de rotatie au vitezele egale

e punctele egal departate de axa de rotatie au vitezele egale in modul



Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 23

Acceleratii

Acceleratia unghiulara

Acceleratia cu care se roteste corpul se numeste acceleratie unghiulara € si reprezinta variatia vitezei unghiulare
w = w(t).

e(t) = C;—": = (b (1.91)

Figura 1.18

Vectorul acceleratie unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie astfel (fig 1.18) incat se poate
scrie:

e=¢tky =¢k (1.92)

Relatia (1.92) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.
Acceleratia liniara

Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
AY =V =OXT+OXF=eXr+wXv=eXr+wX (o Xr) (1.93)

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are doua componente:
(i) acceleratia de rotatie

Aot = EXT (1.94)

Acceleratia de rotatie este un vector tangent la traiectorie in punctul A si este continuta intr-un plan perpendicular
pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului rigid si modulul:

lareel = |€| - |r| sin(«e, r) = eR (1.95)
(ii) acceleratia axipeta
Ay =WXV=m0X(wXr) (1.96)

Componenta a,, este si ea continutd intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie si este dirijata spre centrul
cercului de traiectorie.
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laz| = |®| - |v] sin(sw,v) = w v = w’R (1.97)

Componentele a,y si a,,; sunt perpendiculare.
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

A = Ayt + Aax (198)

Componentele scalare ale vectorului acceleratie

i J1 kg iy 1 Ky
@y =exXxr+wxv=|0 0 e€|+] O 0 w|=

X1 V1 74 —wy; wx; 0 (1.99)
= (—&y; — w?xy) iy + (ex3 — 0?yy) j1
Ay = aX1 il + ayl il + aZl kl (1100)

Relatiile (1.99) si (1.100) reprezinta expresiile analitice ale vectorului acceleratie in miscarea de rotatie in jurul
unei axe fixe.

Tinand seama de relatiile (1.99) si (1.100) componentele scalare ale vectorului acceleratie ale punctului A in
sistemul de referinta fix sunt:

Ay, = TEYy1 — w?x,
ay, = &x; — w?y, (1.101)
a,, =0

1

iar in sistemul de referinta mobil sunt:

ay = —gy — w?x
a, = &x — w’y (1.102)
azl = 0

Campul acceleratiilor

Vectorul a, este un vector continut intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie, avand acelasi sens cu sensul de
rotatie al corpului rigid si modulul:

|aal = Vlarotl? + [22x[? = RYe? + w0 (1.103)

Modulul vectorului acceleratie este direct proportional cu distanta de la punct la axa de rotatie.
Pe baza relatiei (1.103) se poate trasa cimpul (diagrama) acceleratiilor (fig.1.19).
Din diagrama se pot deduce proprietatile cAmpului acceleratiilor:

e diagrama acceleratiilor are o variatie liniara avand valoarea 0 pentru punctele de pe axa de rotatie.
e punctele de pe suprafata corpului au acceleratiile cele mai mari.
e punctele situate pe o dreapta paralela la axa de rotatie au acceleratiile egale

e punctele egal departate de axa de rotatie au acceleratiile egale in modul
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Arot

ap

A!

Figura 1.19

Deplasari elementare

Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueazi deplasiri elementare dr
dr

. de . <
5 $1 @ = -atunci deplasarea elementara:

Stiindcav =

dr =vdt (1.104)
si rotatia elementara

do = wdt (1.105)
Dar v = w X r sirelatia (1.104) devine:

dr=(wXr)dt=wdtxr (1.106)
Tinand seama de relatia (1.105) relatia (1.106) devine:

dr=dO xr (1.107)

Relatia (1.107) reprezinta expresia vectoriald a deplasarilor elementare in miscarea de rotatie in jurul unei axe

fixe.

Pe baza relatiei (1.107) se poate reprezenta campul deplasarilor elementare care este asemenea campului

vectorilor viteza
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e Componentele scalare ale vectorului deplasarilor elementare

b 1 ke
dr=d0xr=(0 0 db|=-y,d0i;+x,d0j; (1.108)
X1 V1 71
(1.109)

dr = Xm il + dyl il + le k1
Relatiile (1.108) si (1.109) reprezinta expresiile analitice ale vectorului deplasare elementara in miscarea de

rotatie in jurul unei axe fixe.
Tinand seama de relatiile (1.108) si (1.109) componentele scalare ale vectorului deplasare elementara a punctului

A in sistemul de referinta fix sunt:

Xm = _ylde
dyl = dee (1.110)
le =0
iar In sistemul de referinta mobil sunt:
dx = —yd6
dy = xd6
dz=20

Miscarea de rototranslatie
Definitia miscarii

Miscarea in care doua puncte ale solidului raman in tot timpul miscarii pe o dreapta din spatiu se numeste miscare

de rototranslatie. Axa dupa care are loc miscarea se numeste axa de rototranslatie.
Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se misca o data cu corpul.

! 7y, Z
b

X1

Figura 1.20

In fig.1.20 axa de rototranslatie este axa 01z1.
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Grade de libertate

In aceasti miscare corpul are doui grade de libertate cinematic.

Miscarea de rototranslatie este compusa dintr-o translatie instantanee de-a lungul axei de rototranslatie si o
rotatie instantanee in jurul aceleiasi axe.

Ecuatiile finite ale miscarii de rototranslatie sunt:

Iy = rp(t)
90= egt) (1.111)

Ecuatiile (1.111) sunt ecuatiile finite ale miscarii corpului.
Elementele miscarii

c1) traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea de rototranslatie sunt curbe situate pe suprafete
cilindrice circulare. Cercul pe care se afla punctul A reprezinta traiectoria acestuia in miscarea instantanee de
rotatie in jurul axei de rototranslatie (fig.1.21).

c2) viteze

viteza unghiulara

Viteza cu care se roteste corpul este viteza unghiulara w.

Vectorul viteza unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rototranslatie astfel incat se poate scrie:

0=0k =0k (1112)

Relatia (1.112) este valabila atunci cand axa de rototranslatie este 01z1.

viteza In miscarea de rototranslatie

r; este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix, iar r in
sistemul de referinta mobil (fig. 1.20).

rL=ro+r (1.113)

Dacdar = v, sir = w X r, relatia (1.114) se scrie:

vp=Vo+wXxr (fig.1.21) (1.115)
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Figura 1.21
componentele scalare ale vectorului viteza
Daca se scrie:
n=r=xi;+yjp+z; ky =xi+yj+zk (1.116)
vo=vo ks =vpk (1.117)
ii j1 kg
oXr=[0 0 of|=-wy;i+wxij; (1.118)
X1 Y1 7
Va :VX1 il +VY1 i1+V21 kl (1119)

Relatia (1.119), reprezinta expresia analiticd a vectorului viteza in miscarea de rototranslatie
Tindnd seama de relatiile (1.117) si (1.118) componentele scalare ale vectorului viteza a punctului A in sistemul
de referinta fix sunt:

Vx, = WY1
Vy, = WXy (1.120)
Vz, = Vo

1

campul vitezelor
Vectorul vyeste un vector tangent la traiectorie In punctul A avand acelasi sens cu sensul de rotatie al corpului
rigid si modulul:

[val = /vé + w?R? (1.121)

Unde R este raza cercului care reprezinta traiectoria punctului A in miscarea instantanee de rotatie.
proprietatile cimpului vitezelor (fig.1.22)
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e nu exista puncte de viteza zero pe corp, punctele de viteza minima sunt punctele de pe axa de rototranslatie
si au viteza vy,

e punctele situate pe o dreapta paraleld la axa de rotatie au vitezele egale,
e punctele egal departate de axa de rotatie au vitezele egale Th modul,
e daca viteza vy = 0 miscarea este o miscare de rotatie in jurul axei cu viteza unghiulard w,

e daca viteza unghiulara w = 0 miscarea este o miscare de translatie de-a lungul axei cu viteza v, .

> w
Va
" VO . B
L LGN
—r A
Rl Bk
Vg =V,
B
A "
Figura 1.22

c3) acceleratii
Vectorul acceleratie unghiulara este un vector alunecator dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

e=¢ky=¢k (1.122)
Relatia (1.122) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.
acceleratia liniara
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
AP =Va=Vg+OXTIr+wXr=ay+eXr+wxv=
AT AT 0 (1.123)

=ap+eEXr+wX(wxr)

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 3 componente (fig.1.23):
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e acceleratia de translatie a,

e acceleratia de rotatie

Apgr = EXT (1.124)

lareel = |€] - |r| - sin(e-r) = eR (1.125)
si (iii) acceleratia axipeta

Ay =WXV=m0X(wXr) (1.126)

laz| = |®| - |v| - sin (¢@,V) = o - R? (1.127)

Componentele a,, sia,.; sunt perpendiculare.
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

aA = ao + arot + aax (1128)

A iy
Figura 1.23

Componentele scalare ale vectorului acceleratie liniard

i 1 kg iy i kg
Ay =agt+exXr+oxv=a,ki+|0 0 e[|+ O 0 w|=

X1 Y1 74 —wy; wx; 0 (1.129)
= (—ey; — w?xy) iy + (ex, — 0?y;) j1 +ap Kyq
Ay = aXl i1 + aYl i1 + aZl kl (1130)

Relatiile (1.129) si (1.130) reprezinta expresiile analitice ale vectorului acceleratie In miscarea de rototranslatie.
Tindnd seama de relatia (1.128) componentele scalare ale vectorului acceleratie ale punctului A in sistemul de
referinta fix sunt:

ay, = —&y; — W'X;
ay, = &x; — W%y, (1.131)
azl = ao
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cimpul acceleratiilor
modulul vectorului acceleratie

lay| = \/ag + £2R2 + @*R2 (1.132)

Pe baza relatiilor (1.128) (1.132) se poate trasa cdmpul (diagrama) acceleratiilor.
Din diagrama se pot deduce proprietatile cAmpului acceleratiilor(fig.1.23)

e nu exista puncte de acceleratie zero pe corp, punctele de acceleratie minima sunt punctele de pe axa de
rototranslatie si au acceleratia a,

e componentele a,,; si a,4 se gasesc intr-un plan perpendicular pe axa de rototranslatie

e intr-un plan perpendicular pe axa de rototranslatie pentru punctele situate pe o dreapta variatia marimii
acceleratiei este liniara

e punctele situate pe o dreapta paralela la axa de rototranslatie au acceleratiile egale

punctele egal depadrtate de axa de rototranslatie au acceleratiile egale in modul

Deplasari elementare

Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueazi deplasiri elementare dr

. “ d d d . «
Stiindcav = stl = % + d—(: X r atunci deplasarea elementara:
dr; =drg+d0 xr (1.133)

componentele scalare ale vectorului deplasarilor elementare
dacd vy = aw ( miscarea de surub) unde a este o constanta atunci:

dro _ de

a - *a
si

dro = adO

sau
dro kl =adb kl

traiectoria unui punct oarecare A de pe solidul in miscare se determina din relatiile:

i 1 kg

dvxr=|0 0 d6|=-y,d0i; +x,d0j,; (1.134)
X1 V1 74

dr =dxi; +dy, j; +dz; kq (1.135)

Relatiile (1.108) si (1.109) reprezinta expresiile analitice ale vectorului deplasare elementara in miscarea de
rotatie in jurul unei axe fixe.

Tinand seama de relatiile (1.108) si (1.109) componentele scalare ale vectorului deplasare elementara a punctului
A in sistemul de referinta fix sunt:

dx; = —y,do
dyl = dee (1.136)
dz; = adb

sau



Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 32

dx,

a8 V1
dy,
do
dz,

a8
Rezolvand sistemul de ecuatii diferentiale (1.137), rezulta:
x, = asin(0 + B)

y; =acos(6 + B) (1.138)
Zl = 0(9 + ZO

=%, (1.137)

Relatia (1.138) reprezinta ecuatiile parametrice ale elicei circulare drepte cu pas constant.

Miscarea plan paralela (miscarea planad)
Definitia miscarii

Miscarea in care distanta, de la orice punct al solidului pana la un plan fix din spatiu, rimane constanta in tot timpul
miscarii se numeste miscare plan paralela sau miscarea plana. (fig.1.24)

N\

N

Aq

Figura 1.24

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de referinta mobil, care se misca o data cu corpul
(fig.1.25).
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X1

Figura 1.25

Din definitia miscarii rezulta proprietatile miscarii

(i) toate punctele ce apartin corpului situate pe o dreaptd normala la planul fix executd miscari identice

(ii) toate punctele ce apartin corpului situate in plane paralele cu planul fix executa miscari identice. Pentru a
studia miscarea solidului, este suficient sa se studieze miscarea unui plan ce apartine corpului, paralel cu planul
fix.

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are 3 grade de libertate cinematica

Miscarea plana este compusa dintr-o translatie instantanee intr-un plan paralel cu planul fix (in fig.1.25 planul
X101y1) si o rotatie instantanee in jurul unei axe perpendiculara pe planul fix (oz)

In continuare se studiazd miscarea unui plan mobil al solidului din planul xOy, in planul fix x101y1, adicd miscarea
unei placi mobile pe o placa fixa.

Ecuatiile finite ale miscarii plane sunt:

X10 = X10(t)
Y10 = Y10(t) (1.139)
6 =08(t)

Ecuatiile (1.139) exprima gradele de libertate al corpului rigid in miscarea plana
Elementele miscarii

e  Traiectorii
traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea plana sunt curbe situate in plane paralele cu planul
fix.

e \Viteze
viteza unghiulara
viteza cu care se roteste corpul In jurul unei axe perpendiculara pe planul miscarii este viteza unghiulara w.
Vectorul viteza unghiulara este un vector dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

0=0k =0k (1.140)

Relatia (1.140) este valabila atunci cand axa de rotatie este oz.

Viteza unghiulara w este aceiasi indiferent in ce punct se alege polul O.

viteza In miscarea plana

r; este vectorul de pozitie al punctului A (punct oarecare ce apartine corpului) in sistemul de referinta fix, iar r in
sistemul de referinta mobil.

rp=rp+r (1.141)

B =iy 4 F (1.142)

Va
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Daca
Iy, = v, este viteza polului Osir = w X r.
Relatia (1.142) se scrie

va=vVo+wxr (fig1.26) (1.143)
Sau
VA = Vo T Va(o) (1.144)

unde v, o) reprezinta viteza corpului In miscarea sa in raport cu punctul O.
Relatia (1.144) reprezinta formula lui Euler pentru viteze in miscarea plana.
Axele sistemului de referinta x’Oy’ sunt paralele cu axele sistemului fix de referinta.

X
=
0
Xl
B
Figura 1.26
componentele scalare ale vectorului viteza
Daca x’oy’ este sistemul de axe paralele cu axele din sistemul fix vectorul r se scrie
r= X’ i1 +y’ i1 (1145)
Vo = Vox, i1 + Voy, J1 (1.146)
ip 1 ke
oxXr=(0 0 ow|=-wyi+owx'j (1.147)
Xy 0
Vp = Vy il + Vy il (114’8)

Relatia (1.148), reprezinta expresia analitica a vectorului viteza in miscarea pland Tindnd seama de relatiile
(1.146),(1.147) si (1.148), componentele scalare ale vectorului viteza a punctului A in sistemul de referinta fix
sunt:

— !
Vx, = Vox, — WY

, (1.149)
VY1 = V0y1 + wX
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x’ siy’ sunt componentele scalare ale vectorului r in sistemul de referinta fix.
Viteza punctului A v, este aceiasi indiferent in ce punct se alege polul O.
campul vitezelor

Campul vitezelor se poate genera pe baza relatiei (1.143) (fig.1.27) Vectorul v, este un vector tangent la
traiectorie in punctul A.

b)
Figura 1.27
In figura 1.27 se prezinti doud cazuri:

. v . TlT v v
e vectorul viteza v, face un unghi a # Scu segmentul de dreapta pe care se gaseste punctul A.

. v . TlT v v
e vectorul viteza v, face un unghi a = S cu segmentul de dreapta pe care se gaseste punctul A.

proprietatile cAmpului vitezelor (fig.1.27)
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va

campul vectorilor viteza se obtine prin insumarea campului constant de viteze v din miscarea de translatie

cu cel al vectorilor @ X r din miscarea de rotatie (fig.1.27 a)

campul vectorilor viteza w X r din miscarea de rotatie avand o variatie liniard atunci si campul vectorilor
vitezad din miscarea plana are o variatie liniara

in miscarea plana viteza unghiulara w este aceiasi pentru toate punctele placii mobile
daca se studiaza variatia vectorilor viteza pe o dreapta perpendiculara pe vectorul viteza v, se observa ca cele
doua componente ale vectorului viteza v, v, si @ X r sunt coliniare avand acelasi sens sau sensuri contrarii

(fig.1.27 b)

punctul in care cele doua componente ale vectorului viteza v, v, si @ X r sunt egale si de sensuri contrarii
are viteza egalacu 0

acest punct se noteaza cu J si se numeste centru instantaneu de rotatie (CIR) sau polul vitezelor si se gaseste
n placa mobild pe dreapta perpendiculara pe v,

daca miscarea se raporteaza la punctul J, viteza punctului A se scrie conform relatiei (1.143). vy = v; +
w X JA, darv; = Qiar:

=wxJA (fig.1.29) (1.150)

studiind distributia vitezelor dupa relatia (1.150) se observa ca distributia instantanee a vitezelor este
identica cu cea a unei rotatii in jurul punctului J, cu viteza unghiulara w ca si cum punctul J ar fi fix.

Determinarea pozitiei centrului instantaneu de rotatie (CIR)
Pozitia CIR se poate determina pe cale analitica sau pe cale grafica

analitic

se determina vectorul de pozitie al punctului ] in cele doud sisteme de referintd mobil si fix (fig.1.28)
Se scrie expresia vitezei CIR conform relatiei (1.143)

vi=vog+twx0]=0 (1.151)

Dacd se noteaza O] = 1j,
Relatia (1.150) devine

vi=vp+twXnp=0 (1.152)

Se Inmulteste relatia (1.152) la stanga cu vectorul w si se obtine:

wXxvo+wX(wxn)=0 (1.153)

Tinand seama de formula dublului produs vectorial relatia (1.153) devine

0 Xvy+ (0w 15)o—(0-0)y=0 (1.154)

Deoarece w L 1j, produsul scalar w - r; = 0 si, deoarece ® - w = w? relatia (1.154) devine:

® X vy — 0’ = 0,iar

W X Vg

n=—: (1.155)
ceea ce reprezinta vectorul de pozitie al CIR in sistemul de axe mobil, in raport cu punctul O.
® X Vy
1‘1] = ro + T (1156)

ceea ce reprezinta vectorul de pozitie al CIR n sistemul de axe fix este conform fig. 1.28

Daca
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w=wk
iar
Vo = Vox 1+ Voy j (1.157)
Atunci relatia (1.155), se scrie
i i k v v
xjityj=—[0 0 w:—%i+%j (1.158)
Vox Voy O
Din relatia rezulta coordonatele CIR in sistemul de referinta mobil
RA— (1.159)
_ Vox '
M| ©
Coordonatele CIR in sistemul de referinta fix sunt
Vo
A tlre
Vox (fig 1.28) (1.160)
= + —
Y13 = Y1,6 u)
A

Figura 1.28

e grafic (geometric) (fig.1.29)
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Figura 1.29

Se observa din fig 1.29. ca vitezele v, si vg sunt perpendiculare pe directiile JA si ]B. Din aceasta observatie rezulta
ca CIR se afld la intersectia perpendicularelor pe vectorii vitezelor a doud puncte de pe placa mobila (fig 1.29).
Daca vectorii viteze ai celor doua puncte A si B sunt paraleli CIR se afla la intersectia dintre perpendiculara comuna
a celor doi vectori si dreapta care uneste varfurile celor doi vectori (fig1.29).

Daca vectorii viteze ale celor doua puncte sunt egali atunci CIR se afla la infinit iar corpul executa o miscare de
translatie.

Traiectoriile CIR

Coordonatele CIR in cele doua sisteme de referinta sunt functii de timp. Locul geometric al pozitiilor succesive ale
CIR (traiectoria) este o curba care se misca Impreund cu planul mobil si se numeste centroidd mobild sau
rostogolitoare (fig.1.30).

X
Y1 i
To
Iy X B
01 il

Figura 1.30
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Daca se elimind parametrul timp din relatiile (1.159) se obtine ecuatia rostogolitoarei de forma ®(x,y) = 0.
Locul geometric al pozitiilor succesive ale CIR (traiectoria) in raport cu sistemul fix este o curba fixa care se
numeste centroida fixa sau baza.

Daca se elimina parametrul timp din relatiile (1.160) se obtine ecuatia bazei de forma: @, (x,,y;) = 0.

Baza si rostogolitoarea sunt doua curbe plane tangente in CIR. Curba plana- rostogolitoarea se rostogoleste peste
cea fixa - baza, In timpul miscarii solidului.(fig.1.30)

Acceleratii

Acceleratia de rotatie a corpului este acceleratia unghiulara .
Vectorul acceleratie unghiulara este un vector dirijat dupa axa de rotatie astfel incat se poate scrie:

e=¢tk;=¢k (1.161)

Relatia (1.161) este valabila atunci cand axa de rotatie este 01z1.
Acceleratia unui punct oarecare de pe placa mobila
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:

AP =V =Vg+OXTIr+wXr=ay+eXr+mwxv= (1.162)
=ag+eXr+mwx(wxr) (fig. 1.31) '
"l
y 4}’ Y1
I
|
|
~ = "Nao
ay -~ "~
= arot‘
N ,
AYI \\ ( } X
N/
2
. Aax
o ™ 0
i
j et ——

To

Figura 1.31

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 3 componente:
e acceleratia de translatie a,

e acceleratia de rotatie

At = EXT (1.124)
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e acceleratia axipeta
Ay =wWXV=w0X(0Xr) (1.163)
Componentele a,y si a,,; sunt perpendiculare.
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:
ap = 4y + Aot + Aax (1164)
sau
ap = agp +ay( (1.165)
Apot + Aax = Ap(0) (1.166)
reprezintd acceleratia corpului In miscarea sa in raport cu punctul O.
Relatia (1.165) reprezinta formula lui Euler pentru acceleratii.
Componentele scalare ale vectorului acceleratie
ip Ji kg i Kk
ay =ag+EXTr+wXVv=ay ijtag, j+[0 0 ef+]| O 0 w|=
X y 0 —wy' owx 0 (1.167)
= (agy, — &y’ — w?x') iy + (agy, + &x’' — 0?y') jz
Relatia (1.167) reprezintd expresia analitica a vectorului acceleratie in miscarea plana.
Dar,
ap = ay, Iy +ay, ji (1.168)

Tindnd seama de relatia (1.167) si (1.168), componentele scalare ale vectorului acceleratie ale punctului A in

sistemul de referinta fix sunt:
— ! 21
axl —anl_Ey — WX

ay; = agy, + &X' — W%y’

Componentele scalare ale vectorului acceleratie ale punctului A in sistemul de referinta mobil sunt:

a, = apy — €Y — WX
— 2
ay = agy + &x — w?y

(1.169)

(1.170)

Campul acceleratiilor din miscarea plana se obtine compunand campul vectorilor acceleratie dintr-o miscare de
translatie cu acceleratia ay cu campul vectorilor acceleratie dintr-o miscare de rotatie in jurul unei axe ce trece

prin punctului O.

Distributia vectorilor acceleratie ai punctele situate pe o dreapta care trece prin O este liniara.

Exista un punct pe placa mobila a carui acceleratie este egala cu 0 la un moment dat al miscarii. Acest punct se
numeste polul acceleratiilor se noteaza cu P. Coordonatele punctului P se determina din relatiile 1.169 si 1.170
punand conditia pentru componentele vectorului acceleratie a punctului P in cele doua sisteme de referinta sa fie

nule.
_ I 2!_0
dox, — €Yp — W'Xp =
I} 2.0
agy, — &Xp — WYyp =0
— — wxp =0
Agx — EYp — W Xp =
2 —
agy —&Xp —w“yp =0

Distributia vectorilor acceleratie, tindnd seama de polul P este data in fig.1.32

(1.171)

(1.172)
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Figura 1.32

Deplasari elementare

Campul deplasarilor elementare se poate reprezenta in douda moduri diferite
(i) miscarea se raporteaza la un pol oarecare O din plan

Intr-un interval de timp elementar dt punctele solidului efectueaza deplasiri elementare dr

i < dr dr de . =
Stiind cav = d—tl = d—t" +; X r atunci deplasarea elementar:

dry =drg+dO xr (1.173)

Campul vectorilor deplasdrilor elementare se obtine compundnd campul deplasarilor elementare dry dintr-o
miscare de translatie cu campul rotatiilor elementare d in jurul punctului O.(fig1.33)
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Figura 1.33

(il)miscarea se raporteaza la centrul instantaneu de rotatie |
Campul vectorilor deplasari elementare se obtine din campul rotatiilor elementare d@ in jurul punctului ]
(fig.1.34).

dr =de xJA (1.174)

Relatia (1.174) se foloseste pentru reprezentarile deplasarilor elementare simple denumite si diagrame de
deplasari (fig.1.35).
Daca se alege un reper cu originea in ] si cu axele J, si ]y din relatia (1.174), rezulta:

ip Ji Ky
dxi; +dyj,=(0 0 dB|=—ydBi+ xdfj
x y O
sau
dx = -y deo
1.175
dy =xdo ( )

Deplasarile elementare dx si dy variaza liniar cu y si x.

Figura 1.34
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dXA = yAdG

!

W do dya = x,d6

Figura 1.35

Miscarea plan-paraleld a sistemelor de placi
Miscarea plan-paraleld a doua placi

Miscarea fiecarei placi se poate realiza prin miscari de pura rotatie in jurul centrelor de rotatie J1 si ]2 ale celor
doua placi cu vitezele unghiulare w4 si w, (fig.1.36).
Punctele J1 si J2 sunt puncte cu viteza nula in raport cu cele doua sisteme de referinta si se numesc centre absolute
de rotatie. Punctul comun celor doua placi care are vitezele egale atat pe o placa cat si pe cealalta (are viteza
relativa nuld) se numeste centru relativ de rotatie Ji2

VA Vi

Figura 1.36
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Distributia vitezelor pentru fiecare placa este aratata in figura 1.36. Aceeasi distributie este si pentru deplasarile
elementare dr.
In punctul J12 vitezele celor doua placi sunt egale:

iz = Vi (1.176)
deci si modulele celor doi vectori sunt egale:

I _
Vj12 = W1)1]12

V]Iiz = w2]2]12

w1 J1J12 = 02 J2)12 (1.177)
Din relatia 1.177 rezulta:

Ji1z _ Wy (1.178)

J2Jiz o1

Relatia 1.178 reprezinta prima teorema a centrelor instantanee de rotatie care se enunta astfel:

In miscarea plan-paraleli a doui placi centrele absolute de rotatie J1 si J2 sunt coliniare cu centrul relativ de rotatie
J12.

Centrul relativ de rotatie J12 imparte segmental de dreapta J1J2 in parti invers proportionale cu marimile vitezelor
unghiulare w1 si wz.

Daca vitezele unghiulare w1 si w2 au sensuri contrarii centrul J12 se gaseste in interiorul segmentului, J1J2 in caz
contrar J12 se gaseste in exteriorul segmentului J1J2 de partea centrului cu viteza unghiulara mai mare.

Miscarea plan-paraleld a trei placi
Miscarea fiecarei placi se realizeaza ca o miscare de pura rotatie in jurul centrelor lor absolute de rotatie (J1, J2,

J3).Fiecare pereche de placi determina cate un centru relativ de rotatie (J1z, J13, J23) (fig.1.37)
Din prima teorema aplicata perechilor de placi rezulta:

11]12_&
J2J12 _0)1
olss _ s
J3 )23 _U)z
]3]13_&
Jiis _003

Inmultind cele trei relatii membru cu membru rezult:

11]12_]2]23_]3]13_&_&_ﬂzl (1.179)

I2Jiz Ja)2z Jilis _0)1 W, W3

Conform teoremei lui Menelaus in triunghiul J3, ]2, J3 cele trei puncte J12, ]13, J23 sunt coliniare.
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Figura 1.37

De aici rezulta a doua teorema de coliniaritate a centrelor instantanee de rotatie:
In miscarea plan-paralela a trei placi centrele relative de rotatie J1z, J13, J23 sunt coliniare.
Observatii:

e dacad un corp este articulat de corpul de reazem aceasta articulatie este centru absolut de rotatie, iar daca
corpul este simplu rezemat pe corpul de reazem centrul sau absolut de rotatie se gaseste pe dreapta
perpendiculara dusa pe suprafata de reazem (fig.1.38)

L
M )
1

Figura 1.38
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e daca doua corpuri sunt articulate intre ele punctul de articulatie este centru relativ de rotatie (fig .1.39)

@ (D

]12

Figura 1.39

e dacad doua corpuri sunt legate intre ele prin doi pendule punctul de intersectie al directiilor pendulilor este
centrul relativ de rotatie (fig.1.40). Daca cei doi penduli sunt paraleli centrul relativ de rotatie se gaseste la
infinit.

Figura 1.40

e daca un centru relativ de rotatie este la infinit corpurile care formeaza centrul respectiv executa unul fata de
celdlalt o miscare de translatie

. un sistem cu n corpuri are n centre absolute de rotatie si C2 centre relative de rotatie

Diagrame de deplasari

0 aplicatie a miscarii plan-paralele a sistemelor de corpuri o constituie trasarea diagramelor de deplasari
elementare verticale si orizontale sistemele aflate In miscare plana. Aceste diagrame reprezinta variatia
deplasarilor elementare verticale, respectiv orizontale ale sistemului de corpuri aflat In miscare plan paralela.
Diagramele se traseaza cu usurinta daca se respecta ordinea operatiilor:
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se determina pozitiile centrelor absolute si relative de rotatie conform observatiilor de mai sus si a
teoremelor de coliniaritate

e se proiecteaza pe liniile de referinta orizontala si verticala centrele relative si absolute de rotatie
e seimprima o miscare compatibila cu legaturile, sistemului de corpuri cu 1 grad de libertate
cinematic(configuratia deplasata a sistemului se exprima in functie de un parametru geometric care este

rotirea elementara d6 a unuia din corpuri)

e setraseaza diagramele deplasarilor elementare verticale respectiv orizontale ale sistemului de corpuri
respectand urmatoarele (fig.1.41):

e indreptul centrelor absolute deplasarile sunt nule
e indreptul centrelor relative deplasarile celor doua corpuri care formeaza centrul relativ sunt egale

e daca un centru relativ este la infinit diagramele de deplasari ale celor doua corpuri sunt paralele

(2)

de,

(13)

TQ
|
|
|

— (1

de, o, | T

pal ‘?l I
\ l \F dos
Figura 1.41

Miscarea de rotatie in jurul unui punct fix (miscarea sferica)
Definitia miscarii
Miscarea sferica este miscarea in care un punct al corpului solid rigid ramane fix in tot timpul miscarii.

Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, care se roteste o data cu corpul.
Punctul fix O se alege originea celor doua sisteme de referinta la care se raporteaza miscarea (fig.1.42).
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Figura 1.42

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are trei grade de libertate cinematica. Punctul fix este o articulatie sferici care
anuleaza cele trei grade de liberate deplasari lasand libere rotirile.

Miscarea sistemului de referintda mobil reprezintd miscarea solidului rigid. Versorii i, j, k sunt vectori care isi
schimba orientarea in timp, In schimb modulul ramane constant.

i=i(
=i (1.180)
k = k(t)

Relatiile 1.180 reprezinta ecuatiile finite ale miscarii sferice.
Elementele miscarii
Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea sferica sunt curbe situate pe o sfera cu centrul in
punctul fix O.

Viteze

V=r

r=0A =0A(sin@cos0 i; +sin@sin® j; + cos @ k,)
in care @ = @(t),0 = 0(t).
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I = OA((’pcoscpcosﬁ - Gsin(psine)il +
) (1.181)
+((pcoscpsin9 - Gsinq)cose)jl + @sine kq

Vectorul vitezd unghiulara w rezulta din variatia ambelor unghiuri ¢ = @(t), 6 = 8(t) si se scrie intr-o prima
forma prin relatia:
de d6

=4+ — 1.182
dt * dt ( )

®

. d . . < < ) ) e _ . . “
Componenta vectorului w, d—‘f = @ este orientata dupa versorul n (fig 1.42), iar componenta i 0 este orientata
dupa versorul k; astfel incat vectorul w se poate scrie:

®=—(sin® i; + ¢cosb j; + Ok,
Efectuand produsul w X OA se obtine:
iy j1 ky
®wX0A=0A| —psin®  (pcosb 0 |=

sin@cos® sin@sin® cos@ (1.183)

= 0A [(¢ cos @ cos® — Bsin@sin®) iy + (¢sinBcos @+ Bsingcosd)j; — ¢sind ky|
Datorita identitatii membrului drept din relatia (1.182 ) cu membrul drept din relatia (1.183) rezulta ca:
v =0A = w X OA (1.184)

Toate punctele corpului solid rigid au aceiasi viteza unghiularad w, iar relatia (1.184) este valabila pentru orice
punct al corpului solid rigid.

Dreapta suport a vectorului @ se numeste axa instantanee de rotatie. Vitezele punctelor de pe aceasta axa sunt
nule.

vp=wX0P=0

deoarece cei doi vectori w, OP sunt coliniari.
A doua relatie pentru vectorul w:
Versorii variabili i, j, k se scriu 1n sistemul de referinta fix:

i=o0yq iy +agzj1 + a3k
j =gy iy + a1 + o3 ky (1.185)
K=a3 iy +az;j1 + az3 Kq

In care a;; sunt cosinusii directori ai axelor mobile in raport cu cele fixe.

Matricea care are ca elemente a;; se numeste matrice de rotatie.

Matricea de rotatie este o matrice unitara (deta = 1).
Relatia (1.185 ) se mai poate scrie sub forma matriceala astfel:

i A1 Op1  O3q iy
jl=[%1 Q22 Oz3]-]|jq (1.186)
k 033 O3z Oz3] |kq

Relatia este valabila pentru scrierea oricarui vector v din sistemul mobil de referinta in sistemul fix de referinta.
v=a-v,

Exprimarea vectorului v4 functie de v se face prin:

vi=aly

I=wxi

J=wXj (formulele lui Poisson) (1.187)
k=wxk

r=xi+yj+zk
Vectorul viteza se mai poate scrie:

v=r=xi+yj+zk (1.188)
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veitvyjt+v,k=xi+yj+zk
Relatia se inmulteste succesiv cu i, j, k.
Si se obtine:

VX=X'-i+yj_-i+zi(-i

vy = X1 ]+y] j+zi_(-j
—Xi-k+y]_-k+zi_{-k

<
N
|

Deoarece
TLli
JLlj
klk

v—|

0
0

i

°j
k-k=0

Matriceal relatia (1.187) se scrie:

s

in formula vitezelor (1.184 ), tindnd seama ca

\_-|

-

®w=w,it+w,j+wk

obtinem
i i k
veitvyjtv, kK=o, o, o,
X y z

Astfel rezulta

Vy = —yw, + Zw
Vy = XW,; — ZWy
V, = —XWy + ywy

|z, 3

Comparand relatiile (1.191 ) si (1.192 ) rezulta componentele scalare ale vectorului w,

kl
=-1-k
'i=_i'i

-k

Il
e -

Wy

Wy

Wz

I
e

Astfel incat rezulta cea de a doua relatie pentru vectorul w

w=GRi+E&Dj+G )k

Unghiurile lui Euler

Unghiurile Euler sunt trei unghiuri introduse de catre Leonhard Euler pentru a descrie orientarea unui corp solid

(1.189)

(1.190)

(1.191)

(1.192)

(1.193)

(1.194)

rigid. Pentru a descrie o astfel de orientare in spatiu sunt necesari trei parametri. Ei pot fi reprezentati in mai

multe moduri, unghiurile lui Euler fiind unul dintre ele.
Unghiurile lui Euler reprezinta, trei rotatii elementare (rotatii in jurul unei singure axe) cu care se misca sistemul

de referintd mobil in raport cu cel fix. Orice rotatie poate fi realizata prin compunerea a trei rotatii elementare,

precum si invers orice rotatie poate fi descompusa ca o suma de trei rotatii elementare.

Unghiurile lui Euler sunt:
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V=49

6 = 6(t) (1.195)
@ =09
in care:

1) se numeste unghi de precesie

6 se numeste unghi de nutatie

¢ se numeste unghi de rotatie (fig.1.43).

Directia O1N se numeste linia nodurilor.

Relatiile 1.195 constituie ecuatiile finite ale miscarii solidului in jurul unui punct fix exprimate in functie de
unghiurile lui Euler.

Vectorul viteza unghiulara w poate fi scris in functie de unghiurile lui Euler considerand vitezele unghiulare

componente datorate variatiei acestor unghiuri:

® =0y t+wgt+ o, (1.196)
in care:

wp = O uy (1.197)

we =¢Kk

|

P 7
pd
|
_—

N .'
0 - \,'w | Y1

7 /

/ /

X1
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Figura 1.43

Considerand relatiile,( 1.197) relatia (1.196 ) se poate scrie :
® = wy ky + wg uy + 0y k (1.198)

Relatia (1.198) reprezintad a treia relatie analitica pentru vectorul w in miscarea sferica.

Proiectand relatia (1.198) pe axele sistemului mobil de referintd se obtin componentele scalare ale vectorului w
in acest sistem.

Se Inmulteste scalar relatia (1.198) cu versorii i, j, k succesiv si se obtine:



Mecanica — Cinematica, dinamica si mecanica analitica 53

w, =Pk i+0uyi+ ki

o, =k j+0uyj+¢Kkij (1.199)
o, =k k+0uyk+pkk
Stiind c3,
ki=kj=uyk=0
kk=1

relatiile (1.199) devin:
oy =Pkyi+0uyi
oy, =YKy j+0uyj (1.200)
w, =k k+¢

Proiectand relatia (1.198) pe axele sistemului fix de referintd se obtin componentele scalare ale vectorului w in
acest sistem.
Se Inmulteste scalar relatia cu versorii iy, j1, K1 succesiv si se obtine:

wy, =YKy iy +0uyiy + pkiy

wy, = P Kkyji +0uyjs + ¢ kij (1.201)
(V) =lij1k1+éuNk1+¢)kk1

Stiind ca
kl k1 = 1

uyK; =Kqi; =Kqj; =0
relatiile (1.201) devin:
wy, =0uyi; + pkiy
wy, =0uyj; + ¢ Kijq (1.202)
w, = +@kky
distributia vitezelor
distributia vitezelor la un moment dat al miscarii este identica cu distributia vitezelor din miscarea de rotatie in

jurul axei instantanee de rotatie A.
Ecuatiile axei instantanee de rotatie A sunt:

e in sistemul de referinta fix:

X y zZ
L ==L (1.203)
wx1 wY1 (1)21
e in sistemul de referinta mobil:
X y yA
—_—=—=— (1.204)

Wy Wy o,

Vectorul w fiind variabil in timp ca marime si orientare rezulta ca si axa A isi modifica pozitia in timp.

Locul geometric al pozitiilor succesive ale axei instantanee de rotatie A In raport cu reperul fix este o suprafata
conica cu varful In O numita axoida fixa sau con herpolodic, iar locul geometric al pozitiilor succesive ale axei
instantanee de rotatie A in raport cu reperul mobil este tot o suprafata conica cu varful in O numita axoida
mobila sau con polodic, a caror ecuatii se determind prin eliminarea parametrului ¢in ecuatiile 1.203 si 1.204
(fig.1.44).
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=T

. - axoida mobila
axoida flxa\ /

Figura 1.44
Acceleratii

Vectorul acceleratie unghiulara € este derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului viteza unghiulara w si
(fig.1.45).

va fi dirijat dupa directia tangentei la curba traiectoriei varfului vectorului viteza unghiulara (curba hodograf)

Az,
Z
A
arot
A £
va dax w
) y
0
Y1

X1

Figura 1.45
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E=®
Acceleratia punctului A se exprima prin relatia:
AR =V =OXTI+OXFr=eXr+wXv=eXr+wx (wxXr) (1.205)

Acceleratia unui punct ce apartine solidului are 2 componente:
acceleratia de rotatie

At = EXT
si acceleratia axipeta

Ay = WXV=wX (0w Xr) (1.206)
Acceleratia punctului A se mai poate exprima prin relatia:

Ay = Apor T Ak (1.207)

Vectorul acceleratie nu mai este continut in planul normal la axa de rotatie. Punctele situate pe axa instantanee
de rotatie nu au acceleratiile nule deoarece pentru ele a,o; # 0,dara,, = 0.
Singurul punct de acceleratie nula este punctul O.

Miscarea generala
Definitia miscarii
Miscarea in care solidul poate ocupa orice pozitie in spatiu 1n tot timpul miscarii se numeste miscare generala

sau oarecare. Miscarea se raporteaza la un sistem de referinta fix si la un sistem de axe mobil, legat de corpul in
spatiu in miscare (fig.1.46).

vA
A
P =
r —~
Z N A’
A 0 s
X Or
Iy b
Iy '
04 Y1
X1
Figura 1.46

Grade de libertate

In aceastd miscare corpul are 6 grade de libertate cinematica.

Pozitia solidului in spatiu in raport cu reperul fix este determinata de pozitia punctului O si de orientarea axelor
reperului mobil.

Stiind ca vectorul de pozitie al punctului O este ry = X 11 + g j1 + Zo K1.
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Ecuatiile finite a miscarii generale sunt in acest caz:

X9 = Xo(t) i=i(t)
Yo = Yo(D) j=i® (1.208)
Zo = Zo(t) k = k(t)

Orientarea axelor reperului mobil se poate exprima si prin unghiurile lui Euler.
In acest caz ecuatiile finite a miscarii generale sunt :

Xo = Xo(1) b=y
Yo = Yo (V) 6 =0(t (1.209)
zg = 2o(t) @ =@

Elementele miscarii
Traiectorii

Traiectoriile punctelor ce apartin corpului rigid, in miscarea generala sunt curbe oarecare in spatiu.
Viteze

Din figura 1.47 se observa ca:
1‘1 = I‘O +r
Iar

VA:f1:f0+f

Va :V0+(l) Xr (1210)

viteza unghiulara
Vectorul viteza unghiulara w se poate exprima cu relatiile de la miscarea solidului cu punct fix:

®w=w,it+w,j+wk

in care
wy =7 k=_i—{']
wy,=ki=-ik (1.211)
(‘)Z=i']=_i 1

in sistemul de referinta fix vectorul viteza unghiulara w se poate exprima astfel:

Wy, Wy
mY1l =T [wyl (1.212)
Wy, W,

in care aT este transpusa matricei de rotatie.

distributia vitezelor

vitezele punctele solidului rigid care nu apartin axei suport a vectorului w se calculeaza dupa relatia (1.210). Din
aceasta relatie rezulta ca distributia vectorilor viteza din miscarea generala se obtine compunand vectorii viteza
v, dintr-o miscare instantanee de translatie a corpului solid, cu vectorii viteza w X r dintr-o miscare instantanee
de rotatie a corpului solid, in jurul unei axe instantanee ce trece prin O.

Vitezele punctele Q ale solidului rigid care apartin axei suport a vectorului w au vitezele egale cu vy, vg = vy +

o X 0Q, dar cei doi vectori w si 0Q fiind coliniari, produsul vectorial ® X 0Q = 0.

Existd puncte O'situate Intr-un plan perpendicular pe vectorul w care au vitezele coliniare cu vectorul w astfel
incat vy, = A w. Dreapta suport a vectorului w, se numeste in acest caz axa instantanee de rototranslatie A'.

Vo =V + 0 X 00 =2
Inmultind vectorial relatia anterioari la stinga cu w se obtine:

WXVt 0 X(wX00)=wXAw=0

WXV, + 00 =0
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De unde se obtine vectorul de pozitie al punctului O’
w X Vg

00’ 2 (1.213)
Ecuatia vectoriala a axei (A) este:
w XV
r=00"+iw=——"+i0 (1.214)

Toate punctele care apartin suportului vectorului w ce trece prin O’ au vitezele egale cu viteza punctului 0’,
coliniare cu vectorul w.

Alegand polul corpului intr-un punct 0’, al axei de rototranslatie, distributia vectorilor vitezi din miscarea
generald poate fi reprezentata prin cdmpul vectorilor viteza Intr-o miscare instantanee de rototranslatie a
corpului solid.

Acceleratii

Acceleratia unui punct A oarecare apartinand solidului este

ap o + Arot + Aax

ay=3a)+eXr+wx(wxr) (1.215)

in care a, este vectorul acceleratie a polului O, a,,; = € X r,este acceleratia de rotatie, a,, = ®w X (@ X r)este
acceleratia axipetd. Cele doua componente a,q; Si a,4 sunt identice cu componentele vectorului acceleratie din
miscarea solidului cu punct fix. Vectorul € este vectorul acceleratie unghiulara dirijat dupa tangenta la curba
hodograf (traiectoria varfului vectorului ) a vectorului w (fig.1.47).

\s
Z1 T ~ \

o

0, Y1

X1

Figura 1.47

distributia acceleratiilor

Distributia vectorilor acceleratii din miscarea generala se obtine compunand vectorii viteza ay dintr-o miscare
instantanee de translatie a corpului solid, cu vectorii acceleratii a,,; Si a5, dintr-o miscare instantanee de rotatie
a corpului solid, in jurul unui punct fix, considerand polul O la un moment dat al miscarii punctul fix.

Exista un singur punct de acceleratie nula numit polul acceleratiilor.

Deplasari elementare

Scriind expresia vitezei unui punct oarecare conform relatiei (1.209) avem:
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V,=Vg+wXr

Relatia (1.216) se mai poate scrie

dl‘1 _ dr() n de %
dt  dt " dc o rs
dry =drp +d0 xr (1.216)

Relatia (1.216) se mai numeste relatia lui Chasles? si arata ca miscarea generala instantanee poate fi
reprezentata ca o succesiune de doud miscari instantanee simple: o translatie instantanee si o rotatie
instantanee in jurul punctului O.

Miscarea compusa a punctului material

Miscarea punctului material se raporteaza la un sistem de referinta fix sau absolut 0,x;y;z, sila un sistem de
referinta mobil sau relativ Oxyz.

Miscarea punctului material fata de sistemul de referinta fix sau absolut se numeste miscare absoluta , iar
miscarea punctului material fatd de sistemul de referinta mobil sau relativ se numeste migcare relativa, iar
migcarea de transport este miscarea pe care o are punctul material cand este considerat ca fiind fix in sistemul de
referinta mobil.

Miscarea absoluta (compusa), rezultd din compunerea miscarii relative, cu miscarea de transport (fig.1.48).

Z
A v
v,
Vi
z r y
I 0

X

To
01 Y1
X1

Figura 1.48

Viteze

Numim viteza absoluta v,, viteza punctului material viteza in raport cu sistemul de referinta 0,x,y;z,, viteza
relativa v,, viteza punctului material in raport cu sistemul de referinta Oxyz, iar viteza de transport v, este viteza
punctului material cand este considerat ca fiind fix in sistemul de referinta mobil (in pozitie de repaus relativ).
Din figura (1.48 ) se observa ca:

I‘l = ro +r

iar

2 Michel Floréal Chasles (1793 - 1880) mathematician francez
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VA=f1=f0+f

ar
l:1=l:0+a+(1)xr (1217)
in care
Ip = Vg
or
——v
ot T

Vo + @ Xr =V
Cu notatiile de mai sus relatia (1.217) devine:
Vp =V, + Vi (1218)

Viteza absoluta a punctului material, este egala cu suma dintre viteza relativa si viteza de transport in fiecare
moment al miscarii.

Acceleratii

Acceleratia absoluta a punctului material se obtine derivand vectorul viteza absoluta, tinand seama ca vectorii r
or

si— se deriveaza dupa regula de derivare a vectorilor variabili.

at
0%r or or
H=fi+t—S+toX—+oXr+wx|—+wxr (1.219)
177070 5e2 at (at )
in care
i:():ao
Ww=¢&
d*r
T

agtexXr+wx(wxr)=a;

2w XV, =a

Vectorul a, se numeste acceleratia Coriolis3

Acceleratia Coriolis este nula daca:

- miscarea de transport este o miscare de translatie (@ = 0)

- punctul material este fix in sistemul de referinta mobil (repaus relativ, v, = 0)
- vectorul v, este paralel cu vectorul w.

Cu notatiile de mai sus relatia (1.219) devine:

a, =a,+a;+ag (1.220)

Acceleratia absoluta a punctului material, este egald cu suma dintre acceleratia relativa, acceleratia de transport
si acceleratia Coriolis in fiecare moment al miscarii.

3 Gaspard-Gustave de Coriolis sau Gustave Coriolis ( 1792 - 1843)
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Capitolul II - DINAMICA

INTRODUCERE TN DINAMICA

Dinamica este partea mecanicii care studiaza, bazandu-se pe rezultatele cinematicii, miscarile mecanice
ale punctelor materiale, sistemelor de puncte materiale, corpurilor solide, sau ale sistemelor de corpuri, ludnd in
considerare proprietatile lor inertiale (mase, momente statice, momente de inertie), fortele si momentele care
actioneaza asupra lor sau care rezulta ca efect al miscarii.

Dynamics, branch of physical science and subdivision of mechanics that is concerned with the motion of
material objects in relation to the physical factors that affect them: force, mass, momentum, energy. (Encyclopzdia
Britannica)

Cuvantul dinamica deriva din substantivele grecesti Suvapkog - dynamikos (puternic) sau SUvopig -
dynamis (putere, energie)

Miscarea este o proprietate intrinseca a materiei in sensul ca nu exista materie in repaus absolut, dupa
cum nu poate fi conceputa miscarea fara suport material.

Mecanica clasica este constituita pe baza a trei principii fundamentale, numite lex (legi), descrise de I. Newton* in
1687 in lucrarea "Principiile matematice ale filozofiei naturale”

Principiul inertiei (lex prima).

Orice corp isi mentine starea de repaus sau de miscare rectilinie uniforma atat timp cat asupra sa nu actioneaza
alte forte sau suma fortelor care actioneaza asupra sa este nula. Acest principiu a fost dat initial, Intr-o formulare
asemanatoare, de Galileo Galilei>(1632)

Experienta aratd ca un corp material se opune actiunilor exterioare menite sa-i schimbe starea de repaus sau de
miscare rectilinie uniforma descrisa de principiul inertiei.

Aceastd opozitie la schimbarea starii de miscare sau de repaus reprezinta inertia corpurilor materiale.

Principiul fundamental al dinamicii (lex secunda).

Acceleratia unui punct material este proportionala cu forta aplicata si este indreptata in directia dupa care
actioneaza forta.

Newton a introdus masa m a punctului material pentru a exprima aceasta proportionalitate intre forta si
acceleratie:

F=m-a

In teoria sa, Newton considerad masa drept misuri a cantititii de materie continuti in corpul material, si element
caracteristic al existentei acestuia.

in comentariul ficut de Newton, principiului fundamental al dinamicii, comentariu denumit Corolarul I, este
precizata modalitatea de compunere a fortelor care actioneaza asupra unui punct material, si anume regula
paralelogramului.

Aceasta era cunoscuta in statica inca din antichitate (Heron®), dar o formulare precisa a sa a fost data abia de
Stevin? (1586)

Principiul paralelogramului (independentei actiunii fortelor):

4Isaac Newton (1643 - 1727) mathematician, fizician, astronom, alchimist, teolog englez
5 Galileo Galilei (1564 - 1642) fizician, matematician, astronom Si filosof italian

6 Heron din Alexandria (10 - 70 d.Hr.) matematician, enciclopedist grec

7 Simon Stevin (1548 - 1620) matematician Si inginer flamand
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Un punct material aflat sub actiunea simultana a doua forte descrie (pornind din repaus) diagonala unui
paralelogram, avand ca laturi aceste forte, in acelasi timp in care ar descrie separat fiecare latura sub actiunea
fortei corespunzatoare.
Principiul actiunii si reactiunii (lex tertia).
Oricadrei actiuni 1i corespunde intotdeauna o reactiune egala ,si contrara, sau actiunile reciproce a doud puncte
materiale sunt intotdeauna egale si indreptate in sens contrar.
Cu alte cuvinte, fiind date punctele materialeM1 Mz, aflate suficient de departe de alte puncte materiale pentru ca
acestea sa nu le influenteze miscarea, daca M1 actioneaza asupra lui Mz cu forta F;,, atunci ,si Mz actioneaza asupra
lui M1 cu forta F,4, astfel incat vectorii F;, si F,; sunt coliniari cu segmentul Mi1Mz,si Fy, + F;; = O . F;, este
actiunea respectiv F,; este reactiunea.
Se cuvine subliniat faptul ca avem de a face cu o interactiune, fortele F;, si F,4 fiind aplicate simultan.

Problema fundamentali a dinamicii este urmatoarea: cunoscand sistemul material (mas3d, momente de
inertie), sistemul de forte care actioneaza in orice moment pe sistemul material si conditiile initiale ale miscarii se
cere sa se determine miscarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si acceleratia).

Dinamica punctului material

Punctul material (particula), este o notiune prin care este desemnat un corp material ale carui dimensiuni
si rotatii instantanee proprii sunt neglijabile.(vezi cap 1.2.1.introducerea in cinematica punctului material)

De asemeni, prin punct material intelegem si cea mai "mica” diviziune dintr-un corp material care are
proprietatile fizice ale acestuia. El este si cel mai simplu model fizic din mecanica.

Punctul material poate ocupa orice pozitie in spatiu si se numeste liber, sau are restrictii de miscare si se
numeste legat.

Restrictiile se numesc legaturi., iar legaturile sunt echivalente cu forte de legatura sau reactiuni.

Dinamica punctului material liber

Punctul A(m) se misca pe traiectorie si este actionat de o forta F sau de vectorul rezultant al unui sistem
de forte concurente.

Problema fundamentala a punctului material liber este urmatoarea: fiind dat punctul material de masa
m, sistemul de forte care actioneaza In orice moment pe punctul material si conditiile initiale ale miscarii se cere
sa se determine miscarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si acceleratia).

Scriind relatia principiului fundamental al dinamicii rezulta:

m -t = F(t 1, F) (2.1)

in care t > t,.
Relatia (2.1) este o ecuatie diferentiala de ordinul al II lea, care se integreaza tinadnd cont de conditiile
initiale ale miscarii:

t:to
l‘=r0
f:VO

Aceasta reprezinta o problema Cauchy?® din care rezulta ecuatia vectoriala finita a miscarii punctului.

r=r( 22)

2.2.1.1 proiectarea relatiei (2.1) pe axele unui sistem cartezian triortogonal de referinta
Daca

r=xi+yj+zk

r=xi+yj+zk

F=xXi+yj+ik

F=Xi+Yj+Zk

8 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857 ) matematician francez.
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Figura 2.1

Proiectdnd relatia (2.1) pe axele sistemului de referintd cartezian triortogonal, se obtin ecuatiile
diferentiale ale lui Newton:

1
..=_thlll'l.l'
X m(xyzxyz)
1
"=_Ytllll.l.l'
y=_Yxyz%y2) (2.3)

1
7=—7(%xY,2%XYV,Z

—L(txy.z%Y,2)
t=1,X=X0y =Y02=12
X=V0x'y=V0y'Z=VOZ

Dupa integrarea relatiilor (2.3) rezulta ecuatiile carteziene finite ale miscarii:

x = x(1),y = y(b),z = z(t) (2.4)

Proiectarea relatiei (2.1) pe axele sistemului cilindric de coordonate (fig.2.2)

Daca

r=rp+:zKk

F=v=fp+rén+zk
f=a=(t-r6?)p+(rd+2t0)n+zk
F=F,p+F,n+F,k
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Proiectand relatia (2.1 ) pe axele sistemului de referinta cilindric rezulta:
t—rd2 = —F,(t1r,0,7,1,0,2)

rd+ 20 = —F,(t1,0,2,1,0,2)

7= —F,(t1,0,21,6,2)

tItO,I‘ZI‘O,G:GO,ZIZO

(2.5)

F=10,0=002=vy,
Dupad integrarea relatiilor (2.5) rezultd ecuatiile finite ale miscarii punctului in coordonate cilindrice:

r=r(),0 =0(),z =1z (2.6)

Proiectarea relatiei (2.1) pe axele triedrului lui Frenet (coordonate intrinseci) (fig.2.3):

by

A(m)

Figura 2.3
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Daca :
s=s(t)
v=STt

Lo 8
a=5t+—v
p

F=F.t+F,v+F B
Proiectand relatia (2.1) pe axele triedrului lui Frenet avem:

1
§= —F.(ts,8
S - «(ts,9)

s 1 . )
—=—Fy(t5,9) (2.7)

p

0—1F t,s,$
_m B('S'S)
tzto,SZSO,sZVO

Dupa integrarea relatiilor (2.7) rezultd ecuatia finitd a miscarii punctului material in coordonate
intrinseci:

S = S(t) (28)
Dinamica miscarii centrale a punctului material

Miscarea centrald este miscarea pe care o executd un punct material sub actiunea unei forte centrale. Forta
centrala F, este forta a carei directie trece tot timpul printr-un punct fix O. Vectorul de pozitie al punctului material
A(m) este r. Ecuatia diferentiala vectoriala 2.1 devine:

.o r

mi=F ;. (2.9)

in care vectorii F si r au aceiasi directie, la fel si vectorii F si .

rxir=0=>rxr=C

de unde rezulta ca traiectoria punctului material in miscarea centrala este plana.
Daca se proiecteaza relatia (2.9) pe axele unui sistem de coordonate polare rezulta:

) 1
F—r6?=+—F
m

. (2.10)
r0+ 20 =0
Din a doua ecuatie a sistemului de ecuatii (2.10) rezulta:
Loy =0 sr20=c
r (2.11)
Relatia (2.11) este valabila si in momentul initial al miscarii
rg 60 =C
Sistemul de ecuatii (2.10) se scrie:
. F
F—r0?=+—
m
r’e=C (2.12)
. C
0= I‘_Z
. dr dr de_é dr  C dr Cd (1)
"YQdt"de dt de rz de -do\r

. d’r dr drf de_d[ Cd(l) de_d[ Cd(l)] § - c? d? (1)
"TaZ T da de dt del “ae\r/lar —ael vae\r/l VT TTrzdez\r

Inlocuind pe t si 8 in prima ecuatie din sistemul de ecuatii (2.12) rezulta:
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c? d? (1) (C)z L F
(A () =+

r2 de? \r r? “m
d2 /1y 1 _ Fr? (2.13)
— (= - =F
de? (r) r mC?

Relatia reprezinta ecuatia diferentiald, in coordonate polare a traiectoriei punctului material supus unei

forte centrale numita ecuatia lui Binet?®.

Semnul + corespunde unei forte centrale atractive. Iar semnul - corespunde unei forte centrale de
respingere.

Necunoscuta acestei ecuatii este = Conditiile initiale de determinare a constantelor de integrare sunt:
9 = 90

o:) = ac)
do\r/  do\r/(e=e,
Se determina astfel ecuatia traiectoriei in coordonate polare r = r (8).

Dinamica punctului material sub actiunea unei forte elastice

O forta centrala exercitata de un punct (pol) ca fortd de atractie asupra punctului material si avand
marimea direct proportionala cu distanta de la punct la pol se numeste forta elastica (fig.2.4)

Forta
elastica

Greutatea

Figura 2.4

(2.14)
in care
F - este forta elastica
k - este coeficientul de proportionalitate
r - este vectorul de pozitie al punctului material
mi= —Kr
mi+kr=20

Daci se imparte relatia cu m si se noteazd — = w? se obtine:

g =

I+ (1)21' =0 (215)

Ecuatia este o ecuatie diferentiala vectoriala liniara cu coeficienti constanti de ordinul al II- lea., omogena
care se rezolva cautand solutii de forma:

9 Jacques Philippe Marie Binet ( 1786 - 1856 ) matematician Si astronom francez.
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— A
r=C-e (2.16)

Inlocuind relatia (2.16) in ecuatia (2.15) se obtine ecuatia caracteristica:
Mtot=0 (217)
Cu radacinile:
My =tiw (2.18)
Solutia ecuatiei diferentiale (2.15) se scrie:
r=C, el +C,-elot (2.19)
Conform formulelor lui Euler?©

it

e'®" = coswt + isin wt

e™19t = cos wt — isin wt

Inlocuind aceste formule in relatia (2.19) si schimband constantele de integrare se obtine

r = Acos wt + Bsinwt (2.20)

Constantele de integrare A si B se obtin din conditiile initiale ale miscarii

Lat=to=0

Sirezulta

K = ro

g=Yo (2.21)
N

Inlocuind expresiile in obtinem ecuatia vectoriali finitd a miscarii:
Vo .
I = Iy COS mt+$sm wt (2.22)

Proiectand relatia pe axele unui sistem de referinta obtinem componentele scalare ale vectorului r

X = Xg coswt + %sin wt

y = Y, COS wt+ﬂsinwt (2.23)
)

Proprietatile miscarii

- traiectoria este o curba plana inchisa

- traiectoria nu trece prin polul 0

- miscarea punctului este periodica

perioada miscarii:

2T
T=—
w
frecventa miscarii:
1 o
V=—=—
T 2n

frecventa circulara sau pulsatia miscarii este:
w = 2mv
Daca ry si vg sunt doi vectori coliniari miscarea este rectilinie oscilatorie avand traiectoria dupa directia
comuna a celor doi vectori.

Dinamica punctului material legat

Punctul material este in miscare si este supus la legaturi care {i suprima din gradele de libertate.

10 Leonhard Euler (1707 - 1783)
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Problema fundamentald a punctului material legat este urmatoarea: fiind dat punctul material de masa m,
sistemul de forte care actioneaza in orice moment pe punctul material, legaturile la care este supus si conditiile
initiale ale miscarii, se cere sa se determine miscarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si
acceleratia) precum si reactiunea dinamica.

Ecuatia miscarii punctului material legat, rezulta din ecuatia fundamentald a dinamicii pentru acest caz:

mi=F+N+T (224)

in care:

N este forta de legaturg, iar T este forta de frecare.

|T| = —u’ |IN| In care p’ este coeficientul de frecare dinamic.
Studiind acest caz in coordonate intrinseci rezulta:

"—1 F.+T

s—m .

gZ_ 1 EOAN (2.25)
p_m(v )

Se obtine astfel un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul doi cu necunoscutele s = s(t), si N = N(t).

2.2.3. Dinamica migcarii relative a punctului material
Din cinematica miscarii compuse a punctului material se stie ca:

a =a,t+actac (2.26)
Din principiul al doilea al dinamicii avem:
m-aa=F+N+T (227)

Inlocuind expresia acceleratiei absolute in relatia rezulta:
m-(a,+a,+a.)=F
ma,=F—-—ma;—ma.=F+F, +F
sau (2.28)
mi=F+F +F
in care s-a notat:
F, = —m a, - forta complementara de transport
F. = —m a. - forta complementara Coriolis!?.
Prin integrarea ecuatiei se obtine ecuatia finita a miscarii punctului r = r(t).

MOMENTE DE INERTIE

Proprietatile inertiale ale corpurilor sunt: masa, momentul static si momentul de inertie.

Momentul de inertie este 0 marime fizica tensorialda care exprima masura prin care un corp se opune
modificarii starii sale de repaus relativ sau de miscare de rotatie uniforma la actiunea unui moment al fortei.
Conceptul a fost introdus de Leonhard Euler in lucrarea sa ” Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum”in
1765. Deoarece priveste rotatia corpurilor, termenul este uneori interpretat ca inertie rotationala.

Prima lege a lui Newton, care descrie inertia unui corp In miscarea rectilinie, poate fi extinsa la inertia
unui corp care se roteste in jurul unei axe utilizind momentul de inertie. Astfel, un corp care se roteste cu viteza
unghiulara constantd in jurul unei axe va ramane in aceasta miscare cu exceptia cazului cand va fi actionat de un
moment exterior.

Momentul de inertie este analog masei (masa inertiald) din miscarea rectilinie, care masoara rezistenta
(inertia) corpurilor In aceasta miscare.

Tensorul este o entitate matematica definita in cadrul algebrei si geometriei, frecvent utilizat in fizica,
pentru a extinde notiunile de scalar, vector si matrice.

11 Gaspard-Gustave de Coriolis sau Gustave Coriolis ( 1792 - 1843)
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Pentru a descrie miscarea unui corp ce nu-si modifica structura in timp, abstract, fizica foloseste conceptul de
vector. Pentru corpurile, care isi schimba structura in timp, nu mai este posibila descrierea miscarii lor prin
intermediul vectorilor, deoarece nu mai pot fi reduse la un singur punct reprezentativ, iar pentru care isi modifica
structura in timp este nevoie sa se introduca o noua notiune care sa pastreze si informatia despre structura
obiectului. Tensorul este notiunea care permite descrierea nu doar a traiectoriei corpului, ci si a structurii sale pe
parcursul miscarii.

Un tensor poate fi reprezentat ca o matrice multi-dimensionala de valori numerice care depinde de sistemul de
referinta.

Tensorii sunt entitati geometrice introduse in domeniile matematicii si al fizicii. Se considera un corp raportat la
un sistem de referinta Oxyz.

Se adopta modelul mecanic al corpului solid rigid de continuu material avand masa distribuita in mod continuu si
se asociazad punctului oarecare A elementul diferential de masa dm (fig.2.5).

“
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// ‘ﬁe .-’/
. i
=== A |
| | |
| ! |
| | |
| | |
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' y e
X
Figura 2.5
Momente de inertie masice
Vectorul de pozitie are expresia:
r=xi+yj+zk
caruia i se asociaza tensorul de pozitie:
0 -z vy
r= _Zy 2 " (2.29)

Se definesc momentele statice ale corpului in raport cu planele de coordonate:
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Syoz = f x dm
C
Sxoz = f y dm (2.30)
C
Sxoy = f z dm
C
Tensorul moment static al corpului In raport cu polul O va fi:
0 _SXOy SXOZ
SO = f rdm = SxOy 0 _SyOZ (231)
C _SXOZ SyOz 0

Teorema momentelor statice are In acest caz expresia:

So=M-r. (2.32)

unde r, este tensorul de pozitie al centrului de masa C.

0 —Zc Ye

re = [ ze 0 ‘XCl (2.33)
—Yc Xc 0

Si M masa totala a corpului:

M=fdm
C

Dacd 0 = C atunci S, = 0. In sistemul de referin{i ales se definesc momentele de inertie axiale in raport cu axele

de coordonate x,y,z si momentele de inertie centrifugale.

Momente de inertie axiale;

Jx=| ¢*+2*) dm
|

Jy = f(x2 +2%) dm (2.34)
C

J.= | &*+y?)dm
/

Momente de inertie centrifugale

Ixy = ]yx = f Xy dm
C

Jxz = Jzx = f xz dm (2.35)
C

]yz = ]zy = f yz dm
c
Tensorul moment de inertie In raport cu polul O este:

]x _]xy _]xz
Jo=|r rT dm = rfrdm = _]yx ]y _]yz (2.36)
Cf ! _]zx _]zy ]z

Momentele de inertie axiale sunt pozitive, iar momente de inertie centrifugale pot fi si pozitive si negative
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Variatia tensorului moment de inertie la translatia axelor sistemului de referinta

Cunoscand tensorul moment de inertie Jo, se determina tensorul moment de inertie al corpului in raport cu un alt
sistem de referintd cu originea in punctul O’ a carui axe sunt paralele cu axele sistemului de referinta cu originea
in punctul O.(fig2.6) Vectorul de pozitie al punctului A in sistemul de referinta translatat este:

r=x'i+y'j+z'k

© o~

r
0’(a,b,c)
Ty,
X/ y
0
X
Figura 2.6
Coordonatele punctului O’ fiind a, b, ¢ vectorul de pozitie al punctului O’ este
rg, =ai+bj+ck
Tensorii corespunzatori celor doi vectori sunt
0 _ZI yl
r'=|7z 0 —x (2.37)
-y x 0
[ 0 —-c b l
ro,=|c 0 -a (2.38)
-b a 0
Relatiile Intre cei trei vectori ca si intre tensorii corespunzatori sunt
r=ry +r’
r'=r—r
Iy _]x'y’ I
]0, = f I" (I‘ ,)T dm = f(l‘ ,)T r ! dm = _]y’X, ]y’ _]ylzl (2.39)
C C s P8 P A P

Jo, =f(r—r0,)T-(r—r0,) dm=f(rT—r(;r,)-(r—r0,) dm = (2:40)
C C
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=frT-rdm— J-erm “Tor — Ty J-rdm — 1y J-dm “To,

C C C C
Stiind ca:
Ss f rT dm
C
So = f r dm (241)
C
M= f dm
C
Relatia 2.41se scrie
Jor=Jo—S4 Ty =Ty Sg+ Ty -M-ry (2.42)
Daca

0 =CatunciS¢ =0
Si relatia devine

Jor=Jo+1y -M-1y (2.43)

Scriind expresiile termenilor ce intervin in relatia se obtine

]xr _Ixryl ]xrzr —J y ]xz 0 —c —-b 0 c —b
_]yIXl ]yl ]yIZl ]yx ]y ]yz + 0 —al M|—c 0 a l
_]ZIXI _]Zlyl ]ZX ]zy ]Z —b a 0 b —a 0

Identificand termenii din ambu membri ai relatiei obtinem:
Ju =Jx + M(b? + ¢?)
Jyr = Jy + M(c? + a?%)
Ju =], + M(@@* + b?)
Jxiyr = Jxy + Mab
Jyrzr = Jyz + Mbc
. Jarxr = J2x + Mca
In general, daca momentul de inertie al unui corp in raport cu o axa oarecare A este Ja iar A’ este o axa paralela
cu A, iar distanta dintre cele doua axe este d, atunci:
(fig2.7)

(2.44)

Ja =Ja+M-d?  (fig2.7)

Relatia se numeste formula lui Steiner?2 pentru translatia axelor

12 Jakob Steiner (1796 -1863)
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Figura 2.7
Variatia tensorului moment de inertie la rotatia axelor sistemului de referinta

Cunoscand tensorul moment de inertie Jo, se determina tensorul moment de inertie al corpului in raport cu un alt
sistem de referinta cu originea in punctul O’ a cirui axe X', y’, z’ sunt rotite in raport cu axele sistemului de referinta
cu originea in punctul O.(fig.2.8).

Az

Figura 2.8

0 -z vy
r= [ z 0 —Xl
-y x 0
Versorii axelor de coordonate x, y, z sunt i, j, K iar ai axelor X', y’, z’ sunt i',j’,K’. Trecerea de la sistemul de referinta

i,j, k la sistemul de referinta i’,j’, K’ se face utiliziAnd matricea de rotatie:
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011 Qg2 Qg3
o= [%1 032 o(zsl (2.45)
A31 O3z 33
ale carei elemente sunt cosinusii directori ai celor doua sisteme de axe. Astfel,
oy1 = cos(i’,i) ay; = cos(j’,i) az; = cos(k',i)
az = cos(i',j) 0y =cos(f’,j) sy = cos(kj) (2.46)
a,3 = cos(i’, k) ay3 =cos(j’, k) oas53 = cos(k’, k)

Astfel
e T
i'l=oalj (2.47)
I'd §d
Si coordonatele
[x'] X
y'=aly (2.48)
VA YA
Proprietdtile matricei de rotatie:
) matricea o este unitara det(g) =1
(i) a' =a?

(i) of =A
Unde A" este matricea adjuncta.
Tensorul de pozitie al punctului A in sistemul de axe rotit este:

r=a-r-of (2.49)
0 _Zl yl
r=|z 0 = (2.50)
-y x 0
=f(r’)T-r’dm=f(a-r-aT)T(a-r-aT)dm=a frTrdm a' =a Jyaf (2.51)
C C C
Scriind expresiile termenilor ce intervin in relatia se obtine:
S _Ix'y' ~Jwm ap s Jx Ty 0‘11 021 O3q
—Jyr ]ylzr 0‘21 Oz Oz || —Jyx Oz U3z
—Jar zlyl O3z 33l |—],x ]zy 023  O3z3

Jo = Jx0dy + ]yo‘12 + ]za13 - 2( Jxy@102 + Jyz Q1203 + ]Xza13a11)
Jyr = Jx031 + 303, + 1,035 — 2(Jxy @100z + Iy, 000003 + Jx,0z3051)
Jor = 1x03; + Jy03, +J,03; — 2( Jxy®31032 + Jyz 032033 + Jxz®13011)
Jxryr = _(]xa110‘12 + Jya0, + ]z(x130‘23) + ]Xy( Q110G + 01 Qq2) +
Hyz (12053 + a31057) + |y, (3051 + az1043) etc.

(2.52)

In general, daca momentul de inertie al unui corp in raport cu polul O este Jo, iar A este o axa oarecare, avand
cosinusii directori I, m, n In raport cu axele x, y, z

Ja = Jx1? +Jym? + ;02 — 2(Jyy Im + ], mn + ]y, nl) (2.53)
in care

’+m?2+n?=1
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©

Figura 2.9

Momente de inertie principale. Directii principale de inertie

Axele pentru care momentele de inertie au valori extreme (maxime sau minime) se numesc axe principale de
inertie, iar momentele de inertie in raport cu aceste axe se numesc momente de inertie principale. Planele
determinate de axele principale de inertie se numesc plane principale de inertie.( fig.2.10)

/ V2
Figura 2.10

Determinarea momentelor de inertie principale se face utilizand teoria multiplicatorilor lui Lagrange:
L(l, m,n) =], — A(> + m? + n? — 1) (multiplicatorul lui Lagrange) (2.54)

Extremele expresiei coincid cu extremele lui Ja. Pentru a determina aceste extreme se pun conditiile:
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oL oL JdL

oL 0],

T 2 = 2J41 = 2] ym — 2],,n — 2A1 = 0

oL 0]

Im = om 2Am = 2]ym — 2], 1 — 2]y,n — 2Am = 0 (2.56)
15) PRG) N

=9 2An = 2],n — 2Jy,m — 2],,1 = 2An = 0

Se formeaza sistemul de ecuatii:
(]x - 7\) 1- ]xym - ]in =0
—Jyl+ (Jy =) m—J,n=0 (2.57)
—Jxzl — ]yzm + (]z - 7\)n =0
care mai poate fi scris

]x ]xy _]xz 1 1
_]yx ]y _]yz ) [m] =A [ml (258)
—Jax _]zy z n n
Notand cu:
1
V= [ml (2.59)
n
Avem
Jorv=2A-v (2.60)

Problema extremelor lui Ja este o problema de valori propriil3. Valorile proprii ale matricei J, sunt momentele de
inertie principale, iar vectorii proprii asociati vor determina directiile principale de inertie. Daca se noteaza cu
1,2,3 directiile principale si cu ], J,, ] momentele de inertie principale atunci:

J. = A, — cuvectorul propriu v4

J, =2, — cuvectorul propriu v, (2.61)

Js = A3 — cuvectorul propriu v,
Momentele de inertie principale se determina din conditia ca sistemul de ecuatii sa admitd solutii nebanale
I, m,n # 0 si ca urmare determinantul sistemului trebuie sa fie egal cu 0.

det(Jo—A-1)=0 (2.62)

(]x - )L) _]xy _lxz
_]XY (]Y - )') _]yz =0
—Jxz _]yz (]z - )‘)

Dezvoltand determinantul se obtine o ecuatie de gradul 3 cu necunoscuta A
PA) = A3+ A2 +c3A+¢, =0 (2.63)

Numita si ecuatia caracteristica a matricei J,, iar functia polinomiala P; (A) este polinomul caracteristic.

Solutiile acestei ecuatii A; = J;,A; =],,A; = ]J3 sunt momentele de inertie principale.
Se rezolva sistemul de ecuatii (2.56) Inlocuind succesiv valorile A; si se obtin valorile I;, m;, n;.
i=123
IZ+m?+n?=1
Vectorii proprii sunt reprezentati de versorii v; care dau directiile principale
vi=lhi+mj+n k
v, =L i+m,j+nk (2.64)
vz =L i+m;j+n;k
Componentele scalare ale vectorilor proprii sunt elementele matricei spectrale V

13 Fie A o matrice patratica de ordinul n cu elemente reale. A € C este valoarea proprie a matricei Adaca3 x €
R2,x # 0 astfel incAtAx =Ax < (A — Al x = 0. Unde I este matricea unitate de ordinul n, iar X se numeste
vector propriu al matricei A asociat valorii proprii A.
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V=|m; m, m;y
n; np ng

Matricea spectrala este o matrice unitara (det(V) = 1).

I, L I l

vl =vT

Matricea de inertie principala

J;, 0 O
J=10 J; 0]

0 0 J;
J=VTJo-V

Momentul de inertie fata de o axa A de cosinusii directori I, m, n este in raport cu axele principale:

]A=]112+]2m2+]3n2

Ortogonalitatea axelor principale este data de ortogonalitatea vectorilor proprii ai matricei.

Momentele de inertie ale unei placi plane

Se considera ca planul placii este xOy (z = 0) si ca dm = pdA cu p constant (fig.2.11)

y

Figura 2.11

Ix=fy2dm=pfy2dA
C C

]y=fx2dm=pfx2dA

C C

h=f@+ﬁ”m=b=h+b
C

]Xy=fxydm=pfxydA

C C
Relatiile (2.67) se pot scrie in general sub forma:
J=pl

in care I se numeste moment de inertie geometric si are urmatoarele expresii:

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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Iy

fyz dA

c
v fxsz
C

._
I

(2.70)
L= [ yraa=t, =5+,
C
Ly = f xy dA
C
Tensorul moment de inertie geometric:
I, —Iy O I Ly
Iy = _IyX Iy 0] sau Iy = [_I I ] (271)
0 0 1, v

Variatia tensorului moment de inertie la translatia axelor sistemului de referinta

Translatia axelor se face cu vectorul v = a i + b j si considerand pe c = 0 in relatiile (2.44) si O = C (centrul de
masa) obtinem:

I, = I, + Ab?

Iy, = Iy + Aa?

Ix'y' =l + Aab
unde A este aria suprafetei plane.
Daca momentul de inertie al unei suprafete in raport cu o axa oarecare A este I, A’ este o axa paralela cu A, iar
distanta dintre cele douad axe este d, atunci

(2.72)

IAI = IA + Adz (273)

Relatia se numeste formula lui Steiner pentru translatia axelor.
Variatia tensorului moment de inertie la rotatia axelor sistemului de referinta

Particularizand relatia (2.51) pentru cazul momentelor de inertie geometrice avem:

— T .ol
lOr =a IO o (274)
_[cosB® sinB . .
= |sin0 cos 9] matricea de rotatie (2.75)

Inlocuind expresiile termenilor in relatia (2.74 ) obtinem:

le _leyl] — cos O sin 9] [ Ix _Ixy] [COS 0 —sin®
Loy Iy —sin® cos6ll-Iyy I, [lsin® cos® (2.76)
Iy = Iy cos? 8 + Iy sin® @ — 2 - I, sin 6 - cos
Iy, = Iy sin* 6 + Iy cos* 6 — 2+ I, sin 6 - cos 6 2.77)
|

wyr = (Ix = I;) sin @ cos © + Iyy(cos? 6 — sin? 6)

Momente de inertie principale. Directii principale de inertie

Considerand relatia (2.51) corespunzatoare momentelor de inertie geometrice rezulta:

IO V=AV (278)
unde
_ [cos oc]
~ Lsina (2.79)
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det(lo —A- I) =0 (280)
—A =l
Ly a0 (2.81)

Rezulta ecuatia de gradul doi in A

M= (e +I)A+ LI, — 13, =0 (2.82)

I, +1 I, +1
7\1,2211,2=X Y 4+ (X Y

2 2
Directiile principale rezulta din rezolvarea sistemelor:
(I —I}) cosoy — Iyysinay =0
—lyy cosa; — (Iy - Il) sinoy =0

2
) +12, (2.83)

(2.84)
Si
(Ix — 1) cosay — Iyysina, =0
{—Ixy cosa, — (Iy - Iz) sina, =0 (2.85)
Solutiile sistemelor sunt:
by _L-h

t = =
EMT TN T T,

Ly =D (2.86)

t =
R, T Iy

Ortogonalitatea axelor principale este data de ortogonalitatea vectorilor proprii ai matricei.

Teoremele generale ale dinamicii

Teoremele generale ale dinamicii enunta variatia marimilor cinetice impuls, moment cinetic si energie cinetica
atat pentru punctul material cat si pentru sistemele de puncte materiale si corpul solid rigid (CSR) Teoremele
generale se deduc din legea a lui Newton exprimand principiul actiunii fortei sub o alta forma.

Teorema de variatie a impulsului
Impuls

Punct material

VA
Am)
. \4
NH
N4
/ 1w
/
/
/
/
0 y
/"//
X /,,,/
e
e
Figura 2.12

Impulsul unui punct material este un vector de expresie:
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H=m-v (2.87)
in care

- m este masa punctului material,

- v este viteza punctului material.
Vectorul impuls are aceiasi directie si acelasi sens ca si vectorul viteza(fig.2.12)

Daca
H=H;i+H;j+H,k (2.88)
si
atunci:
Hy =mzx
Hy =my (2.90)
Hz=mz

Modulul vectorului impuls al punctului material este:

[H| = m %2 + y2 + 22 (2.91)

Dimensional
—M.7 .71
[Hl=M-L-T (2.92)

e Sistem de puncte materiale:

z
-
Agmi)
T
\/] H,
o : V¢ H
AT
N
<
y
0
X
Figura 2.13

Impulsul total al unui sistem de puncte materiale este egal cu suma impulsurilor punctelor din sistem:

n n n
i=1 i=1 i=1

Componentele scalare ale vectorului impuls total al sistemului de puncte materiale sunt in acest caz:

Hy = Z m; * yj (2.94)
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H= Zml Vi =— Zml r,— Mrc—M v
dt (2.95)
H= M '
z m; - I; = M -1, — din teorema momentelor statice ( Mecanical) (2.96)
in care

- M este masa sistemului de puncte materiale

- Vv, este viteza centrului de masa al sistemului de puncte materiale
Pentru orice sistem de puncte materiale impulsul total este egal cu impulsul centrului sau de masa. Relatia este
valabila si pentru CSR.
Componentele scalare ale vectorului impuls total al sistemului de puncte materiale sunt in acest caz:

Hy, =M x,
Hy =My. (2.97)
H, =Mz,
Modulul vectorului impuls total al sistemului de puncte materiale este:
[H| = M /X2 + y& + 22 (2.98)
Teorema de variatie a impulsului
e  Punct material
Pornind de la ecuatia fundamentala a dinamicii
E dv F d(mv) dH F
. = =S _ —3 = = — =
m-a T dt dt
H=F (2.99)

Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului impuls al unui punct material de masa m este egala, tot
timpul miscarii cu forta sau vectorul rezultant al sistemului de forte care actioneaza pe punctul material.

e Sistem de puncte materiale
n

H= zm“" Zmla—z Fi"'zn:Fii ZF+ZZF11 ZF (2.100)

i=1 j=1 i=1 j=1

Z Z F;j = 0 — vectorul rezultant al fortelor interioare este nul

i=1 j=1
Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului impuls total al unui sistem de puncte materiale de masa M
este egala, tot timpul miscarii, cu forta rezultanta a sistemului de forte exterioare care actioneaza pe sistemul de
puncte materiale.
Daca se tine sema de relatia:

H=M-v,

n
H=M-a, =2Fi (2.101)
i=1

Relatia ( 2.100) exprima teorema miscarii centrului de masa.
Centrul de masa au unui sistem de puncte materiale (sau CSR) are legea de miscare a unui punct in care se
considera concentrata toata masa sistemului actionat de forta rezultanta a sistemului de forte exterioare.

Teorema de conservare a impulsului

e  Punct material
DacaF =0,
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H=0= H=m"v = constant (2.102)

Daca forta care actioneaza punctul material este nula impulsul punctului se conserva pe toatd durata miscarii.
Relatia (2.102) aratd ca miscarea punctului este rectilinie si uniforma.

e Sistem de puncte materiale

Daca
n

ZFI:O

i-1
H = 0 = H = constant (2.103)

Daca forta rezultanta care actioneaza sistemul de puncte materiale este nuld, impulsul total al sistemul de
puncte materiale se conserva pe toata durata miscarii.

Teorema de variatie a momentului cinetic
Moment cinetic

e  Punct material:

1<

X/’
Figura 2.14

Momentul cinetic In raport cu un punct fix O al unui punct material este un vector de expresie:

Ko=rxH=rxmv

(2.104)

in care

r este vectorul de pozitie in raport cu punctul fix O al punctului material,

m este masa punctului material,

v este viteza punctului material (fig.2.14).
Daca

i j k
Ko = Kox i + Koy j+ Ko k= X_ y' Z_ (2.105)
mxX my mz

si

v=xi+yj+zk
atunci

Kox = m (yz — zy)

Koy = m (zX — x2) (2.106)

Koz = m (xy — yX)
Modulul vectorului moment cinetic al punctului material este:
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[H| = m+/(yz — zy)? + (zx — x2)2 + (xy — yX)? (2.107)
Dimensional
— .12 .71
[Ko]=M-12-T (2.108)

e sistem de puncte materiale

vA
A
L~/ C
Ko
e
y
0
X
Figura 2.15

P

Miscarea este raportata la un sistem de referinta inertial Oxyz si la un sistem de referinta mobil C x’y’z’ cu originea
in centrul de masa al sistemului de puncte materiale (C) si care este translatat in raport cu primul sistem de
referinta.

ol

|
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Figura 2.16
Se observa din figura 2.16 ca:
rp=r.+r’ (2.109)
Derivand relatia 2.108 se obtine:
. on ,
d =rc+ﬁ+m><ri (2.110)

Deoarece sistem de referinta mobil C X’y’z’ se afla in miscare de translatie fata de primul sistem de referinta @ = 0
sirelatia (2.109) devine

I; = I, + I sau

Vi = Vet v (2.111)

in care v;' este viteza punctului A; in raport cu centrul de masa C.
Momentul cinetic total al sistemului de puncte materiale este:

n n n n n
K, =ZK°‘ =Zri X m;Vv; =Zri x m;(ve + v;) =Zri Xmch"‘Zri X m;v;’
i=1 i=1 i=1 i=1 io1
n n n n n
K, = Z(miri) XV, + Z m;(r.+ ') X v = Z(miri) X Ve + z mr, X v;' + z m;ry X v’
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
Z m;r;=Mr,
i=1
n n ’ n
, dl‘i d ,
QM = mi gy = g ), mi = 0
£ _ dt  dts
i=1 i=1 i=1

n

Sc = Z m; ;" este momentul static al sistemului de puncte in raport cu centrul siu de mas3;
—

1
n
Zmil‘i'=0
i=1
n n
! r ! r
Zmiri X vy :Z:ri xm;v; = K¢

i1 i=1
unde K, este momentul cinetic total al sistemului de puncte in raport cu centrul sau de masa.
Astfel momentul cinetic total al sistemului de puncte Ky devine:

Ko =1 XMV, + K, (2.112)

Relatia exprima teorema lui Kénig'#4 pentru moment cinetic.

Momentul cinetic total al unui sistem de puncte materiale, in miscare, in raport cu un pol O este egal cu
momentul cinetic al centrului sdu de masa la care se adauga momentul cinetic al sistemului In miscarea sa in raport
cu centrul sdu de masa K..

Miscarea sistemului de puncte materiale fata de centrul de masa este o miscare sferica respectiv o miscare
instantanee in jurul axei instantanee de rotatie.

Calculul momentului cinetic al CSR in diferite miscari

e miscarea de translatie

Vi = V¢

14 Johann Samuel Konig (1712 - 1757) mathematician si teolog german
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n n n
K, =Zri><mivi =Zrixmivc=2(miri)x Ve=Mr.Xv.=r. XMy,
i=1 i=1 i=1
Ko =1r. XMy, (2.113)

e miscarea de rotatie in jurul unei axe

Vi = 0 XT (2.114)
n n n

Ko =Zri><mivi =Zri><mi (0 X13) =Zmi [ % (wx1)] =
i=1 i=1 i=1

= (2.115)
= z m; [rfe — (r; 0)r]
i1

Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor w si r;:

®W=wyit+w,j+o,k

r=x;ji+yj+zk (2.116)
Relatia ( 2.114) devine:

n

K, = mi-[(xiz+yi2+ziz)-(mxi+wy]'+mzk)—

i=1 (2.117)
—(xiwy +yiwy +ziw,) - (xii+y;j+7zK)]

Scriind expresia analitica pentru K, rezulta:

KO = KOX i+ KOyi + KOZ k (2.118)

Si efectudnd calculele iIn membrul drept al relatiei (2.116) rezultd componentele scalare ale vectorului Kq in
miscarea de rotatie 1n jurul unei axe fixe.
KOX = ]X Wy — ]xy Wy — ]xz Wz
KOy = _]yx Wy + ]y Wy — ]yz Wy (2.119)
Koz = —Jxz 0x — Iyz wy + J, W,
Daca axa de rotatie este Oz,
Wy = Wy = 0
W, =W

relatiile devin:

Kox = —Jxz @
Koy = =y (2.120)
KOZ = ]z w
Daca axa Oz este si axa principala de inertie
]xz = ]yz =0
Koy =], (2.121)

In general daca CSR are o miscare de rotatie in jurul unei axe principale de inertie A, momentul cinetic este un
vector dirijat dupa axa A si are expresia:

Ky=J,w (2.122)

Teorema de variatie a momentului cinetic

e  punct material
Ko=FfXmv+rxmv=rXxma=rXF=M,(F) (2.123)

Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului moment cinetic al unui punct material de masa m aflat in
miscare, in raport cu punctul fix O este egald, tot timpul miscarii cu momentul fortei care actioneaza pe punctul
material, In raport cu acelasi punct fix O.
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e sistem de puncte materiale
n n

KO—Zr,xmlv,+Zrlxmlv,— v,xm,v,+Zr,xm a;

i=1 i=1

er F+Z“
Zr,xF+ Zr, =Zri><Fi=Mo,
1j=1

i= j=1

(2.124)

n n

z Z r; X Fjj = 0 — momentul fortelor interioare este nul.

i=1 j=1
Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului moment cinetic in raport cu punctul fix O al unui sistem de
puncte materiale aflat in miscare, este egald, tot timpul miscarii cu momentul rezultant al sistemului de forte care
actioneaza pe sistemul de puncte materiale, in raport cu acelasi punct fix O.

Teorema de conservare a momentului cinetic

e  punct material
Daca

M, (F) =0,

Ko, = 0 = K, — constant (2.125)

Daca momentul fortei care actioneaza pe punctul material, in raport cu punctul fix O, este nul atunci momentul
cinetic al punctului material se conserva pe toata durata miscarii.

e sistem de puncte materiale
Daca

M0:0

Ko =0 = K, — constant (2.126)

Daca momentul rezultant al sistemului de forte exterioare, care actioneaza sistemul de puncte materiale, este nul
in raport cu punctul O, atunci momentul cinetic total al sistemul de puncte materiale se conserva pe toata durata
miscarii.

Lucrul mecanic

Lucrul mecanic?® este o marime fizica definita ca produsul dintre componenta fortei care actioneaza asupra unui
corp In directia deplasarii punctului ei de aplicatie si marimea acestei deplasari. E o marime ce caracterizeaza
schimbarea starii dinamice a sistemului.

Formula dimensionala pentru lucru mecanic se scrie sub forma:

[F] = [F] [s] = M- 12 -T2

In Sistemul International de masuri forta se masoara in newtoni si lungimea in metri, rezulta ca unitatea de masura
pentru lucru mecanic este:

[L] = Nm =] (joule)

=«

15 Termenul de” lucru’ (in limba franceza “travail”) al unei forte a fost utilizat pentru prima oara Intr-un articol din
1826 al matematicianului Si inginerului mecanic francez Gaspard-Gustave Coriolis Si apoi 1n cartea “Du calcul de
|'effet des machines” din 1829 a aceluiasi autor. fnainte de denumirea dati de Coriolis, Carnot se referea la acest
concept cu numele “putere motrice” in lucrarea sa din 1824 “Despre puterea motrice a focului “(Sur la puissance
motrice du feu). Denumirea de “lucru mecanic” a fost introdusa de Jean-Victor Poncelet
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e  Lucrul mecanic al unei forte constante
Se considera un punct material, care sub actiunea unei forte constante F efecueaza o deplasare rectilinie A1Az. Fie
1y 5i rpvectorii de pozitie ai punctelor A1 si Az In raport cu un reper O sir = A; A, vectorul deplasare.
Prin definitie L, lucrul mecanic al fortei constante F corespunzator deplasarii r, este produsul scalar dintre vectorul
forta F si vectorul deplasare r:

L=F-r=|F|-|r|-cos(F,r) =F-prgr =r-pr.F (2.127)

Din relatia (2.126 ) se observa ca lucrul mecanic al fortei constante F corespunzator deplasarii r, este produsul
scalar dintre modulul vectorul forta F si proiectia vectorului deplasare r pe directia fortei sau produsul scalar
dintre modulul vectorului deplasare r si proiectia vectorul forta F pe directia vectorului deplasare r.
e  Lucrul mecanic al unei forte variabile

Se considera un punct material, care sub actiunea unei forte variabile F se deplaseaza pe o curba oarecare (C) .
Vectorii r sir + dr definesc pozitiile instantanee ale punctului A intr-un sistem de axe triortogonal cartezian Oxyz.
Deplasarea elementara dr se efectueaza in intervalul elementar de timp dt

Prin definitie dL, lucrul mecanic elementar al fortei variabile F corespunzator deplasarii elementare dr este
produsul scalar dintre vectorul forta F si vectorul deplasare elementara dr:

In baza relatiei (1.8 ) din cinematica
dr =vdt
Formula (2.127) devine:
dL=F-vdt (2.129)

Daca se scriu expresiile analitice ale vectorilor din formulele ( 2.127) si (2.128):
F=Xi+Yj+Zk
dr=dxi+dyj+dzk (2.130)
v=xi+yj+zk
Relatia (2.127 ) devine
dL=Xdx+Ydy + Zdz
dL= X%+ Yy+Zz)dt (2.131)
Lucrul mecanic total efectuat de forta variabild F prin miscarea punctului A pe curba (C) din pozitia A1 1n pozitia
Az este:

L= f dL = f Fdr = J Xdx+Ydy+Zdz) = j Xx+Yy+7Zz) dt (2.132)
AqA, A1Az AqA; AqA;
Un caz special al fortei variabile F il constituie forta conservativa 16.
Un camp de forte se numeste conservativ (potential) daca exista un cAmp scalar U astfel incat:

F=gradU (2.133)
(U _au . _ou
"% T Ta (2.134)

16 O fortd conservativa ce actioneaza asupra unui sistem inchis efectueaza un lucru mecanic, prin care energia este
convertitd doar intre formele cinetica Si potentiala. Aceasta Inseamna c3, pentru un sistem inchis, energia mecanica
totala se conserva intotdeauna cand o forta conservativa actioneaza asupra sistemului. Deci forta este legata direct
de diferenta de energie potentiala dintre doua locuri din spatiu,[a] Si poate fi considerata o marime caracteristica
a campului potential, la fel cum directia si debitul de curgere a unui rau poate fi consideratd a fi o marime
caracteristicd a unei zone cu relief denivelat.[b]

Forte conservative sunt gravitatia, forta electromagnetic3, si forta elastica
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L= J- dL = f grad Udr = f du=U,-U; (2.135)
A1A, A1A, A1A;
In acest caz lucrul mecanic total depinde numai de pozitia initiala si finald a punctului.

e  Lucrul mecanic al unui sistem de puncte materiale
Lucrul mecanic elementar total al unui sistem de puncte materiale este:

dL = dLext + dLint (2136)

in care dL.,; este lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare si dL;,; este lucrul mecanic elementar al fortelor
interioare, care in cazul CSR este nul.
Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare care actioneaza pe un CSR este:

dLeXt =R- dl‘c + MC -doe (2137)

in care R si M, este torsorul in punctul C (centrul de masa al CSR) al sistemului fortelor exterioare care actioneaza
pe CSR.
Si r.,dO sunt deplasarea respectiv rotatia elementara a centrului de masa al CSR.

Energia cineticd’

e  Punct material
Energia cinetica sau energia de miscare a unui punct material de masa m, aflat in miscare de translatie cu viteza v;
in raport cu un sistem de referinta inertial, este o marimea fizica scalara definita de relatia:
m v?
E=— (2.138)

e Sistem de puncte materiale
Energia cineticd a unui sistem de puncte materiale Ai de mase m;, aflat in miscare de translatie cu vitezele v; In

raport cu un sistem de referinta inertial, este o marimea fizica scalara definita de relatia:

RGN
E= 52 m; Vi (2.139)
i=1

P

Miscarea este raportatd la un sistem de referinta inertial Oxyz si la un sistem de referinta mobil Cx’y’z’ cu originea
in centrul de masa al sistemului de puncte materiale (C) si care este translatat in raport cu primul sistem de
referinta.

17 Expresi “energia cinetica” i se atribuie Lordului Kelvin. Adjectivul cinetica provine din substantivul grecesc
“kinesis “ care inseamna miScare
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z A
Vi
-
- A4 )
o y
C
) ‘(}
X/
L
0
X
Figura 2.17
Se observa din figura 2.17 ca:
h=retn (2.140)
Derivand relatia (2.122 ) se obtine:
. ) v ,
I, =r + F +w X (2.141)

Deoarece sistem de referinta mobil Cx’y’z’ se afla In miscare de translatie fata de primul sistem de referinta @ = 0
sirelatia (2.140) devine:

. or
| T + E sau
Vi =V + v (2.142)

In care v este viteza punctului A; in raport cu centrul de masi C.
Tinand seama de relatia (2.141 ) relatia ( 2.138) devine:

n n n n
1 2 1 2 , 1 5
=§Zmi(vc+vi) =zZmivc+Zmivcvi+Eva
i=1 i=1 i=1
2_1. 2
vac z m; VC=EMVC
i=1
n
vacv —chml i = Veg Zmiri’=0
EZmiviﬂ:E’
i=1

n
Zmiri’=SC=0
i=1

Cu notatiile de mai sus energia cinetica a unui sistem de puncte materiale devine:
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1
E= EM vZ+E' (2.143)

Relatia (2.142 ) reprezinta expresia teoremei lui Kénig pentru energia cinetica.
Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale, aflat In miscare, este egala cu energia cinetica a centrului sau
de masa la care se adauga energia cinetica al sistemului in miscarea sa In raport cu centrul sau de masa.

e  Calculul energiei cinetice al CSR in diferite miscari

e  miscarea de translatie

Vi = VC

1 \ 2 1 2
E ZE m; Ve ZEM ' (2144)

i=1

e miscarea de rotatie in jurul unei axe

Vi =X I‘i
n
1 2
E= Ez m; ((.0 X ri) (2145)
i=1

Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor w sir;
®W=0wgit+wj+o,k
I :Xii+Yii+Zik

i j Kk
WXL = |0y © wgf= (ooyzi - wzyi) i+ (wyzi —wgz)j+ (mxyi - myxi) k
Xi Vi %

Relatia (2.144 ) devine:
n
1 2 2
E= Ez m; [ (wyzi - mzyi) + (w,z; — wgz)? + (mxyi - u)yxi) ]
i=1
Dupa efectuarea calculelor relatia ( 2.145) devine

E =l 2 2 2) _ (
2 (]xwx + ]ywy + ]zwz) ]xywxwy + ]yzwywz + ]wazwx) (2.146)

Daca axa de rotatie este Oz

wy =wy =0
W, = (2.147)

Relatia ( 2.146) devine

L
E=7lw (2.148)
e miscarea plan paralela
1 2, 1 2
E = EM Ve + EIA(D (2.149)

In care J, este momentul de inertie al plicii in raport cu o axd A perpendiculara pe planul migcarii.
e Teorema de variatie a energiei cinetice

e  punct material

E=§m-vz
. dr
E=-m-2:v:v=m:v:v=m:v:v=m-a-v=F-v=F—
2 dt
Y S dE=Far=a
p— 1 = =
e dt '
dE =dL (2.150)

Variatia energiei cinetice a unui punct material de masa m aflat in miscare, este egala, tot timpul miscarii, cu lucrul
mecanic elementar al fortei care actioneaza pe punctul material, prin deplasarea sa elementara dr.
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e sistem de puncte materiale
In cazul unui sistem de puncte materiale teorema de variatie a energiei cinetice este:

dE = dLj,¢ + dLeyt (2.151)
in cazul CSR dL;,; = 0.
dE = dLeye = R-dr, + M. - d6 (2.152)

Variatia energiei cinetice a unui CSR aflat in miscare, este egald, tot timpul miscarii, cu lucrul mecanic elementar
al torsorului in C (centrul de masa) al sistemului de forte exterioare care actioneaza pe CSR.
Expresia integrala a teoremei de variatie a energiei cinetice este:

E; —E; =1Ly (2.153)

Diferenta energiilor cinetice, ale unui sistem material in miscare, In doua pozitii (1) si (2) este egalad cu lucrul
mecanic efectuat de fortele exterioare aplicate sistemului prin trecerea acestuia din pozitia (1) in pozitia (2).
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MECANICA ANALITICA

Introducere

in anul 1788 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a publicat la Paris lucrarea ,Mécanique analytique”,
care contine atat contributiile lui, cat si sinteza principalelor contributii ale Tnaintasilor sai, dintre care amintim
pe Jean Bernoulli (1654-1705), Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759), Leonhard Euler (1707-1783)
si Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Aceasta poate fi consideratd prima lucrare de mecanica analitic3,
contributii semnificative fiind aduse apoi si de catre Karl Gustav Jacobi (1804-1851), Rowan Hamilton (1805-
1865), Jules Henri Poincaré (1854-1912) s.a.

Mecanica analitica este rezultatul imbinarii conceptelor din mecanica newtoniand cu concepte ale
matematicii (calcul diferential, calcul variational, ecuatii diferentiale, etc). Mecanica analiticd este forma cea mai
concisa si mai cuprinzatoare a legilor mecanicii, in care se stabilesc metode foarte generale de studiu ale miscarii
sistemelor de corpuri, sisteme caracterizate de un numar foarte mare de coordonate.

Astfel mecanica analiticd reformuleaza problema miscarii acestor sisteme reducand numarul
necunoscutelor.

Ecuatiile de miscare din mecanica analitica se exprima diferit fata de cele ale mecanicii newtoniene, dar
rezultatul aplicarii lor in studiul unui sistem fizic dat este identic cu cel obtinut cand se utilizeaza ecuatiile
mecanicii newtoniene.

Principiile mecanicii analitice se exprima intr-un mod complex, continutul lor fizic fiind mai putin evident
fata de cel al principiilor mecanicii newtoniene. Marele avantaj al acestor principii este ca pot cuprinde nu numai
legile mecanicii newtoniene ci si alte legi din fizica.

Legdturi aplicate sistemelor materiale

Fie un sistem de puncte materiale Ai. Daca in orice moment t al miscarii, vectorii de pozitie ai celor n puncte
materiale r;(t) (i = 1,n) si vitezele lor ¥; (t) pot lua valori arbitrare atunci spunem ca sistemul este liber. In caz contrar
sistemul este supus la legaturi.

Numim /egdtur3, orice conditie de ordin geometric sau cinematic care limiteaza posibilitatile de miscare
ale unui corp.

Din punct de vedere matematic, o legatura se poate exprima sub forma cea mai general3, astfel:

f(rl,rz, vy Ty, 1‘"1, i'z, ...,i'n, t) =0

Relatia (3.1) reprezinta o conditie de ordin geometric (prin intermediul vectorilor de pozitie ;) si cinematic (prin
intermediul vectorilor viteza ;) care limiteaza posibilitatile de miscare ale punctelor materiale din sistem.

Orice legatura este echivalenta cu forte de legatura. Aceste forte de legatura obliga sistemul material , sa
se miste pe o anumita curba sau pe o anumita suprafatd, fara a parasi curba sau suprafata respectiva.

Clasificarea legdturilor

Legaturile pot fi clasificate pe baza a cel putin trei criterii, si anume:

1 dupa modul in care sunt exprimate - prin egalitdti sau prin inegalitati,
2. In functie de absenta sau prezenta explicita a timpuluiin expresiile lor;
3. In functie de absenta sau prezenta explicita a vitezei1n expresiile lor;

1. Din punctul de vedere al primului criteriu de clasificare, legaturile pot fi exprimate prin egalitati - si atunci sunt
numite bilaterale - sau prin inegalitati - caz in care sunt numite unilaterale.

2. Din punctul de vedere al celui de-al doilea criteriu, legaturile pot contine in expresiile lor analitice timpul i1n mod
explicit - si atunci ele se numesc reonomesau nestationare, sau, dimpotriva, timpul nu apare in mod explicit in aceste
expresii - caz In care legaturile se numesc scleronome sau stationare.
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3. Din punctul de vedere al celui de-al treilea criteriu, legaturile pot fi geometrice sau finite - daca in expresiile lor
analitice nu intervin vitezele in mod explicit - si, respectiv, cinematice sau diferentiale - daca vitezele apar in mod
explicit in expresiile lor analitice.

De exemplu relatia (3.1) reprezintd o legatura reonomg, bilaterald, diferentiala

f]-(r1,r2, vy Ty, 1"'1, 1'"2, ...,T.'n, t) =0, j = (1, l) (31)

Relatia (3.2) reprezinta o legatura reonoma, bilaterala, geometrica

fj(rl,rz, ...,rn, t) = 0 (32)

Derivand relatia (3.2) in raport cu timpul se obtine:

Sof; . O
;a—riri+¥—0,0—1,l) (3.3)
Care arata ca orice legdtura geometrica poate fi scrisa ca o relatie diferentiala liniara.
In schimb nu toate legiturile diferentiale pot fi integrate. Acele legituri diferentiale care pot fi integrate
impreuna cu cele geometrice se numesc legaturi olonome, iar cele ce nu sunt integrabile impreuna cu cele
unilaterale se numesc neolonome.

Clasificarea deplasarilor

Deplasarile sistemelor materiale pot fi finite daca se efectueaza intr-un interval finit de timp At sau
infinitezimale (elementare) daca se efectueaza intr-un interval de timp infinitezimal (elementar) dt.
In cele ce urmeazi ne referim la deplasirile elementare.

Deplasarile efectuate sub actiunea fortelor exterioare se numesc deplasari reale. Aceste deplasari se
exprima prin relatia:

dri =V; dt (34)

Deplasarile unui sistem material pot fi considerate si cele posibile, compatibile cu legaturile sistemului.
Aceste deplasari se numesc deplasari virtuale. Aceste deplasari sunt independente de timp. Spre deosebire de
deplasarea reald care este unica deplasarile virtuale nu sunt unice, orice deplasare cinematic posibila este o
deplasare virtuala.
Deplasarea reala este una din deplasarile virtuale. Deplasarile virtuale au expresia:

6Tl=6xli+6yl]'+6zk

In cazul unui punct A pe o suprafati @(x;,y;,z,t) = 0 consideratd ca o legitura bilateral, scleronoma atat
deplasarile reale cat si cele virtuale au loc in planul tangent la suprafata In punctul A (perpendicular pe gardientul
ei).

gradeo-dr;=0 si grade-8r;=0 (3.5)

Dacd legatura este reonoma @(x;, yj, Zi, t) = 0 deplasarile reale nu mai au loc in planul tangent pe cind deplasarile
virtuale au loc in planul tangent.Deplasarea reala nu mai este una din deplasarile virtuale. Relatia ( 3.5) se va
exprima doar pentru deplasarile virtuale:

grad ¢ -6r;=0 (3.6)
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Principiul lui d’Alembert

Considerand un sistem de puncte materiale Ai de mase mi, i = 1,n, supus la legaturi si actionat de fortele exterioare
F;. Izoland punctul Ai asupra lui se introduc fortele date F;,si fortele de legatura R;. Se aplica principiul al doilea al
dinamicii:

m;a; = F,: + Ri (37)
Relatia (3.8) se mai poate scrie:

Fi—miai+Ri = 0
F/ = m;a; se numeste fortd de inertie, astfel inct relatia (3.9) se scrie:

F;+F;+R;=0 (3.8)

Relatia (3.10) exprima principiul lui D’Alembert.

Pentru fiecare punct material aflat in miscare , rezultanta fortelor date F;, a fortei de inertie F/ si a fortelor de
legatura R; este egala cu 0 in orice moment al miscarii.

Principul lui D’Alembert exprima o conditie de echilibru dinamic.

Torsorul fortelor de inertie

La un sistem de puncte materiale in miscare fortele de inertie formeaza un sistem de forte distribuite, care
se reduc in punctul O la un torsor format din vectorul rezultant R’ si vectorul moment rezultant Mg (fig.3.1):

n n n :
Ry ma=- Y mo = (Y o)~
i=1 i=1 i=1
n n :
M6=—Zrixmiai=—<2rixmivi> =—K0

i=1 i=1

(3.9)
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Figura 3.1
Stiind ca :
H=M: v,
3.10
Ky=r.xMv .+ K, ( )
R =—-H=—-Ma, (3.11)

My=-Ky=-r.xMa,— K,

Calculul torsorului fortelor de inertie in miscarile particulare:

Miscarea de translatie

In raport cu centrul de masi torsorul fortelor de inertie este format din:

3.12
My =-r.XMa, (3.12)

Miscarea de rotatie cu axa fixa

Axa de rotatie este axa Oz, iar 1n acest caz,
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i j ok i j k
a.=exXrig+twx(w@xr,)=(0 0 ¢&|+]| O 0 o|=—(ey.—w?x)i+ (ex,—w?y)j
Xe Ye Zc —Wy, WX 0
My = —K,
KOZ_]xzwi_]yzwj+]Zwk
KO:_]xzwl__]xzwl_]yzw]_]yzw]+llwk (k=0) (314)
o=
i—wxi=wj (3.15)
j=oxj=-wi

Inlocuind relatiile (3.15 ) in relatia ( 3.14) rezulti:

KO = _]ngi_]xzwzj _]yz £j 'l']yzw2 i+],ek
MO = (_]xz £+]yz wz) i+ (_]xz w? _]yz 8)] +], £k

Componentele scalare ale vectorilor torsorului de reducere, in O, ale sistemului fortelor de inertie sunt:

(3.16)

R, = M(w*x. + €y,)
R, = M(—£x, + w%y,) (3.17)
R,=0

M;’r =]xy£ _]yz("2
My = ] ,,@* + ]y, (3.18)
M,z = _]zs

Daca axa oz este axa principala de inertie atunci

X =Y:=0

R, =R, =R,

Jxz =1y =0 (3.19)
M,=M,=0

M,z =—J,&

Miscarea plan paraleld

R'=—-H = —ma,

R, =M(w?x.+¢cy.)

R, = M(—£ x, + 0*y,)

R,=0

M, = —K, (3.20)
KO = _]xzw i _]yzwj +]zwk

M;r=]xz£_]yzw2

M;r ];v:z(‘”2 +]yz£

M,z =—J,¢
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Principiul lui d’Alembert se foloseste in cadrul metodei cineto statice pentru rezolvarea unor tipuri de aplicatii de

dinamica:

Etapele de rezolvare a aplicatiilor folosind metoda cineto-statica sunt urmatoarele:
- se face un studiu cinematic in care determind numarul gradelor de libertate ale sistemului si tipul

miscarii care se efectueaza
- sefac eventualele compuneri de miscari

- se separa corpurile sistemului si se face schema fortelor date, de inertie si reactiuni care actioneaza

pe fiecare corp

- sescriu ecuatiile de echilibru cineto static pentru fiecare corp din care rezulta un sistem de ecuatii al
carui necunoscute sunt acceleratiile corpurilor si fortele de legatura
- serezolva sistemul de ecuatii determinand necunoscutele aplicatiei

Principiul lucrului mecanic virtual

Lucrul mecanic virtual este produsul dintre vectorul forta si vectorul deplasare virtuala:

SLi = Fi'ari

(3.21)

Scriind principiul lui d’Alembert pentru punctul A; al unui sistem de puncte materiale de mase m; avem:

Pentru toate punctele sistemului se poate scrie:

n
Z(F,- +F,+R) =0
i=1

Inmultind relatia ( 3.23) cu 8r; rezulta:

n
Z(F,- +F;+R;))8r; =0 sau

i=1

n n

Z(Fl +F:)8r, +ZRi8ri =0
i=1 i=1

n
Z R; ér; = Z A-grad @ 6r; = 0;ceidoivectoriR;

n
i=1 i=1

= A- grad @j si dr; fiind perpendiculari

Relatia (3.24) se mai poate scrie:

n
i=1

Principiul lucrului mecanic virtual se poate enunta astfel:

In cazul unui sistem de puncte materiale in miscare fortele date F; si fortele de inertie F; efectueazd in orice
moment al miscarii un lucru mecanic virtual nul, pentru orice deplasare data sistemului compatibild cu legdturile

sale, daca legaturile sunt ideale ( fard frecare).

Unui sistem material cu m grade de libertate i se pot da m deplasari virtuale independente. Fiecarui grad de
libertate {i corespunde o ecuatie de lucru mecanic virtual nul. In aceste ecuatii acceleratiile punctelor intervin ca

necunoscute.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Principiul lucrului mecanic virtual se aplici si sistemelor materiale aflate in repaus. In acest caz fortele de inertie
F/ sunt nule.

n
Z F,6r,=0 (3.28)
i=1

Conditia ca un sistem material sa fie in repaus este ca lucrul mecanic virtual al fortelor date sa fie nul, pentru orice
deplasare data sistemului compatibila cu legaturile sale, daca legaturile sunt ideale (fara frecare).
Principiul lucrului mecanic virtual se foloseste in cadrul metodei deplasarilor virtuale cu care se rezolva trei tipuri
de aplicatii:
-aplicatii de dinamica
-aplicatii de statica
-aplicatii pentru determinarea fortelor de legatura
Etapele de rezolvare a aplicatiilor folosind metoda deplasarilor virtuale sunt urmatoarele:
- se face un studiu cinematic in care determinda numarul gradelor de libertate ale sistemului si tipul
miscarii care se efectueaza
- se fac eventualele compuneri de miscari
- se face schema fortelor date si de inertie care actioneaza pe sistemul material
- se face schema deplasarilor virtuale pentru fiecare grad de libertate al sistemului
- se scriu ecuatiile de lucru mecanic virtual al fortelor date si de inertie corespunzatoare fiecarui grad
de libertate din care rezulta un sistem de ecuatii al carui necunoscute sunt acceleratiile sistemelor
materiale
- serezolva sistemul de ecuatii determinand necunoscutele aplicatiei



