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DINAMICA
2.1INTRODUCERE IN DINAMICA

Dinamica este partea mecanicii care studiaza, bazandu-se pe rezultatele cinematicii, miscarile mecanice
ale punctelor materiale, sistemelor de puncte materiale, corpurilor solide, sau ale sistemelor de corpuri, ludnd in
considerare proprietatile lor inertiale (mase, momente statice, momente de inertie), fortele si momentele care
actioneaza asupra lor sau care rezulta ca efect al miscarii.

Dynamics, branch of physical science and subdivision of mechanics that is concerned with the motion of
material objects in relation to the physical factors that affect them: force, mass, momentum, energy. (Encyclopaedia
Britannica)

Cuvantul dinamica deriva din substantivele grecesti Suvauikég - dynamikos (puternic) sau SUvopig -
dynamis (putere, energie)

Miscarea este o proprietate intrinseca a materiei In sensul ca nu exista materie in repaus absolut, dupa
cum nu poate fi conceputa miscarea fara suport material.

Mecanica clasica este constituita pe baza a trei principii fundamentale,numite lex (legi), descrise de I. Newton! in
1687 in lucrarea "Principiile matematice ale filozofiei naturale”

Principiul inertiei (lex prima).

Orice corp isi mentine starea de repaus sau de miscare rectilinie uniforma atat timp cat asupra sa nu actioneaza
alte forte sau suma fortelor care actioneaza asupra sa este nula. Acest principiu a fost dat initial, Intr-o formulare
asemanatoare, de Galileo Galilei2(1632)

Experienta arata ca un corp material se opune actiunilor exterioare menite sa-i schimbe starea de repaus sau de
miscare rectilinie uniforma descrisa de principiul inertiei.

Aceasta opozitie la schimbarea starii de miscare sau de repaus reprezinta inertia corpurilor materiale.

Principiul fundamental al dinamicii (lex secunda).

Acceleratia unui punct material este proportionald cu forta aplicatd si este indreptata in directia dupa care
actioneaza forta

Newton a introdus masa m a punctului material pentru a exprima aceastd proportionalitate intre forta si
acceleratie:

F=m-a

In teoria sa, Newton considera masa drept misuri a cantititii de materie continuti in corpul material si element
caracteristic al existentei acestuia

in comentariul ficut de Newton principiului fundamental al dinamicii, comentariu denumit Corolarul I, este
precizata modalitatea de compunere a fortelor care actioneaza asupra unui punct material, si anume regula
paralelogramului.

Aceasta era cunoscuta in statica inca din antichitate (Heron?3), dar o formulare precisad a sa a fost data abia de
Stevin* (1586)

Principiul paralelogramului (independentei actiunii fortelor):.

Un punct material aflat sub actiunea simultan a a doua forte descrie (pornind din repaus) diagonala unui
paralelogram avand ca laturi aceste forte, in acelasi timp 1n care ar descrie separat fiecare latura sub actiunea
fortei corespunzatoare.

Principiul actiunii si reactiunii (lex tertia).

Oricarei actiuni {i corespunde intotdeauna o reactiune egala ,si contrara, sau actiunile reciproce a doua puncte
materiale sunt intotdeauna egale si Indreptate in sens contrar

Cu alte cuvinte,fiind date punctele materialeM1 Mz aflate suficient de departe de alte puncte materiale pentru ca
acestea sa nu le influenteze miscarea, daca M1 actioneaza asupra lui Mz cu forta F;,, atunci ,si M2 actioneaza asupra
lui M1 cu forta F,4, astfel incat vectorii F;, si F,; sunt coliniari cu segmentul MiMz,si Fi, + F;; = O . F;, este
actiunea respectiv F,; este reactiunea.

1 Isaac Newton (1643 - 1727) matematician, fizician, astronom, alchimist, teolog englez
2 Galileo Galilei (1564 - 1642) fizician, matematician, astronom Si filosof italian

3 Heron din Alexandria (10 - 70 d.Hr.) matematician, enciclopedist grec

4 Simon Stevin (1548 - 1620) matematician Si inginer flamand
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Se cuvine subliniat faptul ca avem de a face cu o interactiune , fortele F;, si F,4 fiind aplicate simultan.

Problema fundamentald a dinmicii este urmatoarea: cunoscand sistemul material (masd, momente de
inertie), sistemul de forte care actioneaza in orice moment pe sistemul material si conditiile initiale ale miscarii se
cere sd se determine migcarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si acceleratia).

2.2 Dinamica punctului material

Punctul material (particula), este o notiune prin care este desemnat un corp material ale carui dimensiuni
si rotatii instantanee proprii sunt neglijabile.(vezi cap 1.2.1.introducerea in cinematica punctului material)

De asemeni, prin punct material infelegem si cea mai "mica”diviziune dintr-un corp material care are
proprietatile fizice ale acestuia. El este si cel mai simplu model fizic din mecanica.

Punctul material poate ocupa orice pozitie In spatiu si se numeste liber, sau are restrictii de miscare si se
numeste legat.

Restrictiile se numesc legaturi., iar legaturile sunt echivalente cu for{e de legatura sau reactiuni.

2.2.1. Dinamica punctului material liber

Punctul A(m) se misca pe traiectorie si este actionat de o forta F sau de vectorul rezultant al unui sistem
de forte concurente.

Problema fundamentala a punctului material liber este urmatoarea: fiind dat punctul material de masa
m, sistemul de forte care actioneaza in orice moment pe punctul material si conditiile initiale ale miscarii se cere
sa se determine miscarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si acceleratia).

Scriind relatia principiului fundamental al dinamicii rezulta:

m-f=F(r,r) (2.1)

in care t > t,.
Relatia (2.1) este o ecuatie diferentialda de ordinul al II lea, care se integreaza tinand cont de conditiile
initiale ale miscarii:

tzto
r=rp
f:VO

Aceasta reprezinta o problema Cauchy?® din care rezultd ecuatia vectoriala finitd a miscarii punctului.

r=r() (2.2)

2.2.1.1 proiectarea relatiei (2.1) pe axele unui sistem cartezian triortogonal de referinta
Daca

r=xi+yj+zk

r=xi+yj+zk

F=xi+yj+ik

F=Xi+Yj+Zk

5 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857 ) matematician francez.
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A(x,y,7)

Figura 2.1

Proiectdnd relatia (2.1) pe axele sistemului de referintd cartezian triortogonal se obtin ecuatiile
diferentiale ale lui Newton:

1
=_th b Y 1’1‘;’
k=— (txY,2XY,2)
1
y = aY(t, X,V,%,X,Y,Z) (2.3)

1
Z=—7(xY,2X%Y,7)

m
t=1te, X=Xy =Yo0, Z = Z
X = VOx'y = VOy'Z = Voz

Dupa integrarea relatiilor (2.3) rezulta ecuatiile carteziene finite ale miscarii:

x=x(),y =y(®),z=z(t) (2.4)
2.2.1.2 proiectarea relatiei (2.1) pe axele sistemului cilindric de coordonate (fig.2.2)

Daca

r=rp+:zKk

F=v=fp+rén+zk
f=a=(t-r6?)p+(rd+2t0)n+zk
F=F,p+F,n+F,k
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Figura 2.2

Proiectand relatia (2.1 ) pe axele sistemului de referinta cilindric rezulta:
B—rd2 = —F,(tr,0,2,1,0,2)
re + 210 = ;Fn(t, r,0,z,1,0, z) (2.5)

. 1 COA .
Z—;Fz(t,r,e,z,r,e,z)
t=t0,r=r0,6 =60,Z =1Zy
f‘=f'0,é = éo,z = Vo2

Dupa integrarea relatiilor (2.5) rezulta ecuatiile finite ale miscarii punctului in coordonate cilindrice:

r=r(t),0 =0(t),z =z() (2.6)
Proiectarea relatiei (2.1) pe axele triedului lui Frenet (coordonate intrinseci) (fig.2.3):

§
A
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Figura 2.3
Daca
s=s(t)
v=sS1t

SZ

a=St+—v
p

F=F.t+F,v+Fg B
Proiectand relatia (2.1) pe axele triedului lui Frenet avem:

1
§= —F.(ts,8
S - «(ts,9)

1
= BFV(t’ S, S) (27)

t=t0,S=SO,$=V0

Dupa integrarea relatiilor (2.7) rezulta ecuatia finita a miscarii punctului material in coordonate
intrinseci:

s =s(t) (2.8)

2.2.1.4 Dinamica migcarii centrale a punctului material
Miscarea centrald este miscarea pe care o executa un punct material sub actinuea unei forte centrale. Forta

centrald F, este forta a carei directie trece tot timpul printr-un punct fix 0. Vectorul de pozitie al punctului material
A(m) este r. Ecuatia diferentialad vectoriala 2.1 devine:
. r
mri=F ; (29)
in care vectorii F si r au aceiasi directie, la fel si vectorii F si .

rxir=0=>rxr=C

de unde rezulta ca traiectoria punctului material in miscarea centrala este plana.
Daca se proiecteaza relatia (2.9) pe axele unui sistem de coordonate polare rezulta:

. 1
t—r2=4+—F
" . m (2.10)
ro 4+ 2r6 =0
Din a doua ecuatie a sistemului de ecuatii (2.10) rezulta:
Loy =0 sr20=c
r (211
Relatia (2.11) este valabila si in momentul initial al miscarii
rg 60 =C
Sistemul de ecuatii (2.10) se scrie:
. F
F—1r0% =+—
m
r’g=C (2.12)
. C
9 = I‘_Z
. dr dr de_é dr  C dr Cd (1)
"YQdt"de dt de rz de -do\r

. d’r dr drf de_d[cd(l) de_d[cd(l)]é_ Czdz(l)
"Tae Tdc " de dt del "ae\r/lat ~ael "de\r/l 7T Tr2der\r
Inlocuind pe  si 8 in prima ecuatie din sistemul de ecuatii (2.12) rezulti:
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c? d? (1) (C>_+F
r2 dez \r r 2/ "m

d? (1) 1 _ Fr? (2.13)

dez\r/ " r * mC?

Relatia reprezinta ecuatia diferentiald, in coordonate polare a traiectoriei punctului material supus unei
forte centrale numita ecuatia lui Binet®.

Semnul + corespunde unei forte centrale atractive. lar semnul - corespunde unei forte centrale de
respingere.

Necunoscuta acestei ecuatii este % Conditiile initiale de determinare a constantelor de integrare sunt:

6 =20,

o(:)=a(c)
do \r do\r (6=6)

Se determina astfel ecuatia traiectoriei in coordonate polare r = r (0).
2.2.1.5. Dinamica punctului material sub actiunea unei forte elastice

O fortd centrald exercitatd de un punct (pol) ca forta de atractie asupra punctului material si avand
marimea direct proportionala cu distanta de la punct la pol se numeste forta elastica (fig.2.4)

N
\WAVAVAVAVAY.
VvV VIV VY

Forta
) elastica

Greutatea
Figura 2.4
F=—kr (2.14)
in care
F - este forta elastica
k - este coeficientul de proportionalitate
r - este vectorul de pozitie al punctului material
mi = —Kkr
mi+kr=20
Daca se imparte relatia cu m si se noteaza % = w? se obtine:
F+w’r=0 (2.15)

Ecuatia este o ecuatie diferentiala vectoriala liniara cu coeficienti constanti de ordinul al II- lea., omogena
care se rezolva cautand solutii de forma:

r=C-e" (2.16)

6 Jacques Philippe Marie Binet ( 1786 - 1856 ) matematician Si astronom francez.
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Inlocuind relatia (2.16) in ecuatia (2.15) se obtine ecuatia caracteristica:

M+ w?=0 (2.17)
Cu radacinile

Mz =t (2.18)
Solutia ecuatiei diferentiale (2.15) se scrie:

r=0C e +Cyret (2.19)
Conform formulelor lui Euler?

ot — cos wt + isin wt

-0t — ¢os wt — isin wt

e
e

Inlocuind aceste formule in relatia (2.19) si schimband constantele de integrare se obtine

r = Acos wt + Bsin ot (2.20)

Constantele de integrare A si B se obtin din conditiile initiale ale miscarii

Lat= to =0:

r= ro

f' = VO

Sirezulta

A = ro

B=0 (2.21)
W

Inlocuind expresiile in obtinem ecuatia vectoriala finitd a miscarii:
Vo .
I = I COS (L)t+651n wt (2.22)

Proiectand relatia pe axele unui sistem de referinta obtinem componentele scalare ale vectorului r

Vox .
X = X, cos wt + - Sin wt
\4 (2.23)
y = Yo cos wt + 2 sin wt
)
Propietatile miscarii
- traiectoria este o curba plana inchisa
- traiectoria nu trece prin polul 0
- miscarea punctului este periodica
perioada miscarii:

21
T=—
W
frecventa miscarii:
1 o
\) == ——
T 2n
frecventa circulara sau pulsatia miscarii este:
w = 2mv

Daca ry si v sunt doi vectori coliniari miscarea este rectilinie oscilatorie avand traiectoria dupa directia
comuna a celor doi vectori.

2.2.2. Dinamica punctului material legat

Punctul material este in miscare si este supus la legaturi care 1i suprima din gradele de libertate.

Problema fundamentald a puncului material legat este urmatoarea: fiind dat punctul material de masa m,
sistemul de forte care actioneaza in orice moment pe punctul material, legaturile la care este supus si conditiile
initiale ale miscarii, se cere sa se determine miscarea lui (ecuatiile finite ale miscarii, traiectoria, viteza si
acceleratia) precum si reactiunea dinamica

7 Leonhard Euler (1707 - 1783)
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Ecuatia miscarii punctului material legat, rezulta din ecuatia fundamentala a dinamicii pentru acest caz:
mi=F+N+T (2.24)

in care:

N este forta de legatura, iar T este forta de frecare.

[T| = —u' |N| 1n care p’ este coeficientul de frecare dinamic.
Studiind acest caz in coordonate intrinseci rezulta:

L1
S=—F+T
m
32_1 EAN (2.25)
= (Rt )

Se obtine astfel un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul doi cu necunoscutele s = s(t), si N = N(t).

2.2.3. Dinamica miscarii relative a punctului material
Din cinematica miscarii compuse a punctului material se stie ca:

a, =a,+a;+a, (2.26)
Din principiul al doilea al dinamicii avem:
m-a,=F+N+T (2.27)

Inlocuind expresia acceleratiei absolute in relatia rezult:
m-(a,+a,+a.)=F
;r;l:;lr F-mai—ma.,=F+F +F (2.28)
mi=F+F +F,
in care s-a notat:
F, = —m a, - forta complementara de transport
F. = —m a. - forta complementara Coriolis8.
Prin integrarea ecuatiei se obtine ecuatia finita a miscarii punctului r = r(t).

2.3. MOMENTE DE INERTIE

Propietatile inertale ale corpurilor sunt: masa, momentul static si momentul de inertie.

Momentul de inertie este o marime fizica tensoriala care exprima masura prin care un corp se opune
modificarii starii sale de repaus relativ sau de miscare de rotatie uniforma la actiunea unui moment al fortei.
Conceptul a fost introdus de Leonhard Euler in lucrarea sa ” Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum”in
1765. Deorece priveste rotatia corpurilor, termenul este uneori interpretat ca inertie rotationala.

Prima lege a lui Newton, care descrie inertia unui corp in miscarea rectilinie, poate fi extinsa la inertia
unui corp care se roteste in jurul unei axe utilizand momentul de inertie. Astfel, un corp care se roteste cu viteza
unghiulara constanta in jurul unei axe va ramane In aceasta miscare cu exceptia cazului cand va fi actionat de un
moment exterior.

Momentul de inertie este analog masei (masd inertiald) din miscarea rectilinie, care masoara rezistenta
(inertia) corpurilor in aceasta miscare.

Tensorul este o entitate matematica definita in cadrul algebrei si geometriei, frecvent utilizat in fizica,

pentru a extinde notiunile de scalar, vector si matrice.
Pentru a descrie miscarea unui corp ce nu-si modifica structura in timp, abstract, fizica foloseste conceptul de
vector. Pentru corpurile, care isi schimba structura in timp, nu mai este posibila descrierea miscarii lor prin
intermediul vectorilor, deoarece nu mai pot fi reduse la un singur punct reprezentativ, iar pentru care isi modifica
structura in timp este nevoie sa se introduca o noua notiune care sa pastreze si informatia despre structura
obiectului. Tensorul este notiunea care permite descrierea nu doar a traiectoriei corpului, ci si a structurii sale pe
parcursul miscarii.

8 Gaspard-Gustave de Coriolis sau Gustave Coriolis (1792 - 1843)
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Un tensor poate fi reprezentat ca o matrice multi-dimensionala de valori numerice care depinde de sistemul de
referinta.

Tensorii sunt entitati geometrice introduse in domeniile matematicii si al fizicii Se considera un corp raportat la
un sistem de referinta Oxyz.

Se adopta modelul mecanic al corpului solid rigid de continuu material aviand masa distribuita in mod continuu si
se asociazad punctului oarecare A elementul diferential de masa dm (fig.2.5).

~
- > T
e dm I
- A
B |
| | |
| | |
| COR |
| v | x\ |
| e | e\*’ ]
| v Z |
| S | E
| | |
I I y
| 0 ! |
I | —
| [ X - T
| | e
[ y | -7
| | -
__________ L
X
Figura 2.5
2.3.1 momente de inertie masice
Vectorul de pozitie are expresia:
r=xi+yj+zk
caruia i se asociaza tensorul de pozitie:
0 -z vy
r= [ z 0 —Xl (2.29)
-y x 0
Se definesc momentele statice ale corpului in raport cu planele de coordonate:
Syoz = f xdm
C
Sxoz = f y dm (2.30)
C
Sxoy = f z dm

c
Tensorul moment static al corpului in raport cu polul O va fi:
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0 _SXOy SXOZ
SO = f rdm = SxOy 0 _SyOZ (231)
C _SXOZ SyOZ 0

Teorema momentelor statice are in acest caz expresia:

So=M-r, (2.32)

unde r, este tensorul de pozitie al centrului de masa C.

0 —Zc Ye

r.=| z 0 —x. (2.33)
—Yc Xc 0

Si M masa totala a corpului:

szdm
o

Daca 0 = C atunci S; = 0. in sistemul de referinti ales se definesc momentele de inertie axiale in raport cu axele

de coordonate x,y,z si momentele de inertie centrifugale.

Momente de inertie axiale;

Jx=| " +2%) dm
l

Iy f(x2 +2z%) dm (2.34)
C

2 (x* +y?) dm
|

Momente de inertie centrifugale

Ixy =]yx = f Xydm
C

Jxz = Jax = f xz dm (2.35)
C

]yz = ]zy = f yz dm
c
Tensorul moment de inertie in raport cu polul O este:

]x _]xy _]xz
Jo = f rr’ dm = f r'rdm= _]yx ]y _]yz (2.36)
C C _]zx _]zy ]z

Momentele de inertie axiale sunt pozitive, iar momente de inertie centrifugale pot fi si pozitive si negative

2.3.2. variatia tensorului moment de inertie la translatia axelor sistemului de referinta

Cunoscand tensorul moment de inertie Jo, se determina tensorul moment de inertie al corpului in raport cu un alt
sistem de referinta cu originea In punctul O’a carui axe sunt paralele cu axele sistemului de referinta cu originea
in puncul 0.(fig2.6) Vectorul de pozitie al punctului A in sistemul de referinta translatat este:

r=x'i+y'j+z'k
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Z)

A mdm

r!
g 0'(ab,c)
Ty,
X/ y
0
X
Figura 2.6

Coordonatele puncului O’ fiind a,b,c vectorul de pozitie al punctului O’ este
ro, =ai+bj+ck

Tensorii corespunzatori celor doi vectori sunt

0o -z vy
r'=z 0 -
-y x 0
0 —c b
o = [ c 0 —al
-b a 0
Relatiile intre cei trei vectori ca si intre tensorii corespunzatori sunt
r=ry+r’
r'=r—r,
]X _lxy _]XZ
Jor = f r(rNTdm= j(r’)T-r’dm =-Jyx Jy
C C _]ZX _]Zy ]z

]0,:f(r—ro,)T-(r—ro,)dm=J(rT—roT/)-(r—rO,)dm:
c c

=frT-rdm— ferm Ty — Ty frdm -1y J-dm “To,
C C C
Stiind ca

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Se = f rT dm
c
So =J-rdm (241

szdm
C

Relatia 2.41se scrie
Jor=Jo—Sa To =Ty - S+ Ty *M-rq (2.42)
Daca
0 =CatunciS¢ =0
Si relatia devine
Jor=Jo+Ty M-ry (2.43)

Scriind expresiile termenilor ce intervin in relatia se obtine

Jxr P T “Jxy Ik 0 —c —b 0 c -b
_Iyrxr ]yl _Iylzr ]yx ]y ]yz + 0 —-a|lM|-c ©0 a ]
_IZIXI _]zry/ ]zr ]zx ]zy ]Z _b a 0 b —a 0

IdentificAnd termenii din ambii membri ai relatiei obtinem:
Jo = Jx + M(b? + ¢?)
Jyr = Jy + M(c? + a?%)
Jar =J, + M(@@* + b%)
Jxiyr = Jxy + Mab
Jyrzr = Jyz + Mbc
Jurxr = Jox + Mca
Daca momentul de inertie al unui corp in raport cu o axa oarecare A este Ja iar A’ este o axa paralela cu A, iar
distanta dintre cele doua axe este d, atunci:
(fig2.7)

(2.44)

Ja =Ja+M-d?  (fig2.7)

Relatia se numeste formula lui Steiner® pentru translatia axelor

9 Jakob Steiner (1796 -1863)
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Figura 2.7

2.3.3 Variatia tensorului moment de inertie la rotatia axelor sistemului de referinta
Cunoscand tensorul moment de inertie Jo, se determina tensorul moment de inertie al corpului in raport cu un alt
sistem de referin{a cu originea In punctul O’a carui axe x’,y’,z’ sunt rotite in raport cu axele sistemului de referinta

cu originea in puncul 0.(fig.2.8).

A /9 dm

Ly

<

Figura 2.8

0 -z vy
r= [ z 0 —xl
-y x 0
Versorii axelor de coordonate x,y,z,sunt i, j, K iar ai axelor x’,y’,z’ sunt i’,j’, K. Trecerea de la sistemul de referin{
i,j, k la sistemul de referinti i’,j’, K’ se face cu matricea de rotatie:
o171 Qg2 Qg3
a= [0(21 A2z 0‘23] (2.45)
031 O3z 033
ale carei elemente sunt cosinusii directori ai celor doua sisteme de axe. Astfel,
oy = cos(i’,i)  ayq = cos(j’,i) az; = cos(k',i)

ayz = cos(i,j)  azy =cos(,j) asy = cos(k,j) (2.46)
ay3 = cos(i’,k) ay3 =cos(j’,K) a3 = cos(k’, k)
Astfel
i'] [1]
i l=afj (2.47)
k'] k
si
%] X
v'|=aly (2.48)
z'] -2

Propietatile matricii de rotatie
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) matricea a este unitard det(a) = 1.
(i) a’'=a?!
(iii) al = A"

Unde A" este matricea adjuncta.

Tensorul de pozitie al punctului A 1n sistemul de axe rotit este:

r=oa-r-of
0 _ZI y’
r=|z 0 -x
-y x 0

lo,=f(r’)T-r’dm=f(a-r-aT)T(a-r-aT)dm=a frTrdm al =a JoaTf
c c

C
Scriind expresiile termenilor ce intervin in relatia se obtine:

Jxi _]X'y' _]X'Z' e )| Jx Ty 0‘11 021 Q3
—Jyr y/z, = 0(21 Oz 03| |—Jyx 02z U3z
(08

32 O3z3 Oz3 033

~Jarxs ]z,y/ —Jax ]zy

Jo = Jx0d; + ]ya12 + Iza13 - 2( Jxy@11Q12 + Jyz 042045 + ]xza13a11)

Jyr = Jxas; + ]ya%Z +J,055 — 2( Jxy021022 + Jy7 022055 + ]xza230‘21)

Jor = )x03; + ]yO(%z +J,035 — 2( Jxy®310Q32 + ]y, 035035 + ]xza130‘11)

Jryr = —(Jxoq104, + Jy0i205, + J2013053) + Jxy (01005 + 0p10q2) +
+]yz( Q2053 + 031057) + Jxz (13051 + az1043)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Dacd momentul de inertie al unui corp in raport cu polul O este Jo iar A este o axa oarecare, avand cosinusii

directori I,m,n in raport cu axele x,y,z:
Ja = Jxl? 4+ Jym? + ;0% — 2(Jxy Im + ], mn + J, nl)
in care

2+m2+n2=1 (fig.2.9)

Figura 2.9

(2.53)
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2.3.4. Momente de inertie principale. Directii principale de inertie

Axele pentru care momentele de inertie au valori extreme (maxime sau minime) se numesc axe principale de
inertie, iar momentele de inerfie In raport cu aceste axe se numesc momente de inertie principale. Planele
determinate de axele principale de inertie se numesc plane principale de inertie.( fig.2.10)

/ \2
Figura 2.10

Determinarea momentelor de inertie principale se face utilizand teoria multiplicatorilor lui Lagrange .
L(d,mn) =], —A(I® + m? + n%? — 1) (2.54)

Extremele expresiei coincid cu extremele lui Ja Pentru a determina aceste extreme se pun conditiile:
JL oL JdL

Ezo,%zq%:o (2.55)
oL 0dL,

i 2N = 2]l = 2]y ym — 2]y,n — 2A1 = 0

oL 0L,

m = am 2Am = 2]ym — 2], 1 = 2Jy,n —2Am = 0 (2.56)
dL 0L,

a_n = E —2An = 2]Z1’1 - Zlyzm - 2]XZl —2\n=0

Se formeaza sistemul de ecuatii:
(]x - )\) - ]xym - ]xzn =0
_]xyl + (]y - }\) m — ]yzrl =0 (257)
—Jx2l — ]yzm +(J,—=Mn=0
care mai poate fi scris

Jx _]xy —Jxz 1 |
_]yx ]y _]yz ' [m] =2 [ml (2.58)
_]zx _]zy ]z n n
Notand cu :
1
-4
n
Avem

Jorv=2Av (2.60)
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Problema extremelor lui Ja este o problema de valori propriil. Valorile proprii ale matricei J sunt momentele de
inertie principale, iar vectorii proprii asociati vor determina directiile principale de inertie. Daca se noteaza cu
1,2,3 directiile principale si cu J;, 5, ] momentele de inertie principale atunci:

J1 =A; — cuvectorul propriu v;

], = A, — cuvectorul propriu v, (2.61)

Js = A3 — cuvectorul propriu v,
Momentele de inertie principale se determina din conditia ca sistemul de ecuatii sa admita solutii nebanale
l, m,n # 0 si ca urmare determinantul sistemului trebuie sa fie egal cu 0.

det(Jo—A-1)=0 (2.62)

(]x - )L) _]xy _]xz
Jxy (]y - )‘) Jy. | =0
—Jxz _]yz (]z - l)

Dezvoltand determinantul se obtine o ecuatie de gradul 3 cu necunoscuta A

PA) = A3+ A2 +c3A+¢, =0 (2.63)

Numita si ecuatia caracteristica a matricei J,, iar functia polinomiala P; (A) este polinomul caracteristic.
Solutiile acestei ecuatii A; = J;,A, = J,,A;3 = J3 sunt momentele de inertie principale.
Se rezolva sistemul de ecuatii (2.56) Inlocuind succesiv valorile A; si se obtin valorile I;, m;, n;.
i=1,23
P+m?+n?=1
Vectorii proprii sunt reprezentati de versorii v; care dau directiile principale
vi=hi+mj+n k
v, =Li+m,j+n,k (2.64)
v3=lL3i+m;j+nzk
Componentele scalare ale vectorilor proprii sunt elemenetele matricii spectrale V

V=|[m m, msl (2.65)

n; np N3

Matricea spectrala este o matrice unitara (det(V) = 1).
vt =vT

Matricea de inertie principala

J. 0 0
]= 8 ]5 ](;l (2.66)
J=V'Jo-V
Momentul de inertie fatd de o axa A de cosinusi directori I, m,n este in raport cu axele principale:
Ja=J1 P +]; m? +]3n? (2.67)

Ortogonalitatea axelor principale este datd de ortogonalitatea vectorilor proprii ai matricei.
2.3.5. momentele de inertie ale unei pldci plane
Se considera ca planul placii este xoy (z = 0) si ca dm = pdA cu p constant (fig.2.11)

10 Fie A o matrice patratica de ordininul n cu elemente reale. A € C este valoarea proprie a matricei Adaca3 x €
R2,x # 0 astfel incAtAx =Ax © (A — A x = 0. Unde I este matricea unitate de ordinul n iar X se numeste
vector propriu al matricei A asociat valorii proprii A.
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X
Figura 2.11
Ix=fy2dm=pfy2dA
C C
]y=fx2dm=pfx2dA
C C
(2.68)
o= [Gor g dm=go =1y +1,
C
]xy = f Xydm = pf XydA
C C
Relatiile (2.67) se pot scrie in general sub forma:
J=pl (2.69)
in care I se numeste moment de inertie geometric si are urmatoarele expresii:
I, = f y? dA
C
Iy = f x? dA
C
(2.70)
o= ey aa=go =+,
C
Jxy = f xy dA
C
Tensorul moment de inertie geometric:
I, —Iy O
L, Ly
Iy=[-Lx I, O]|sau Iy= O I (2.71)
0 0o 1, v

Variatia tensorului moment de inertie la translatia axelor sistemului de referinta

Translatia axelor se face cu vectorul v =a i+ b j si considerand pe c = 0 In relatiile (2.69) si O = C (centrul de
masa) obtinem:
I, = I, + Ab?
Iy, =1y + Aa® (2.72)
Ly = Iy + Aab

unde A este aria suprafetei plane.
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Daca momentul de inertie al unei suprafete in raport cu o axa oarecare A este I, A’ este o axa paralela cu A, iar
distanta dintre cele doua axe este d, atunci

Iy, = I, + Ad? (2.73)

Relatia se numeste formula lui Steiner pentru translatia axelor.

Variatia tensorului moment de inertie la rotatia axelor sistemului de referintd

Particularizand relatia (2.51) pentru cazul momentelor de inertie geometrice avem:

Iy =a-Ip-af (2.74)
_[cosB sinB . .
= [_ <in®  cos 9] matricea de rotatie (2.75)

Inlocuind expresiile termenilor in relatia (2.73 ) obtinem:

L _Ixryr] _[cos® sin 6] [ Iy _Ixy] [ cos® sinB
Ly 1y —sin® cos®!l-Iy I, |l—sin® cos® (2.76)
Iy, = Iy cos?6 + Iy sin* 6 — 2 I, sin B - cos B
Iy, = Iy sin® @ + Iy cos?® — 2 - I, sin O - cos O 2.77)
Luyr = (Iy — Iy) sin 0 cos 8 + Iyy(cos? © — sin? 6)
Momente de inertie principale. Directii principale de inertie

Considerand relatia (2.51) corespunzatoare momentelor de inertie geometrice rezulta

Ipv=2Av (2.78)
unde
_ [cos a]
~ Lsina (2.79)
det(Ilo —A-I) =0 (2.80)
=A<l | _
—ly I, —A (2.81)

Rezulta ecuatia de gradul doi in A

A= (I +I)A+ LI, -1, =0 (2.82)

I, +1 I, +1
Mp=l,="""4% (X -

2 2
Directiile principale rezulta din rezolvarea sistemelor:
{(IX — 1) cosay — Iy sinay =0

2
) +12, (2.83)

—lyy cosa; — (Iy - 11) sina; =0 (2.84)
Si
(Ix — 1) cosay — Iyy sina, =0
—lyy cosa, — (Iy - Iz) sina, =0 (2.85)
Solutiile sistemelor sunt:
Ixy IX - Il
tga, = =——
P - Iy 296
Ly L — 1, 2.86
tga, = =—
2T - Ly

Ortogonalitatea axelor principale este datd de ortogonalitatea vectorilor proprii ai matricei.

2.4. Teoremele generale ale dinamicii
Teoremele generale ale dinamicii enunta variatia marimilor cinetice impuls, moment cinetic si energie cinetica
atat pentru punctul material cat si pentru sistemele de puncte materiale si corpul solid rigid (CSR) Teoremele
generale se deduc din legea a lui Newton exprimand principiul actiunii fortei sub o alta forma
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2.4.1. Teorema de variatie a impulsului
2.4.1.1. Impuls

e  Punct material

vA
__A
\4
/?\H
< // \
/s
/
/
0, y
,//N’
x g
rd
Figura 2.12

Impulsul unui punct material este un vector de expresie
H=m-v

in care
- m este masa punctului material,
- v este viteza punctului material.

Vectorul impuls are aceiasi directie si acelasi sens ca si vectorul viteza(fig.2.12)

Daca

H=Hxi+Hyj+HZk
si

v=xi+yj+zk
atunci:

Hy =mx

Hy =my

Hz=mz

Modulul vectorului impuls al punctului material este:

[H| = my/ x2 +y2 + 2?2
Dimensional

[H=M-L-T!

e Sistem de puncte materiale

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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Z
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Vi H,
o : Ve H
e
AN
0
y
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X
Figura 2.13

Impulsul total al unui sistem de puncte materiale este egal cu suma impulsurilor punctelor din sistem:

n n n
H =ZHi =Zmi-vi =Zmi C(Ki+yj+iK) (fig.2.13) (2.93)
i=1 i=1 i=1

Componentele scalare ale vectorului impul total al sistemului de puncte materiale sunt in acest caz:

Hy = Z m; -y (2.94)
HZ = Z m; - Zi
n n
H Z d d M M
= m; * Vi =_Zmi'ri=_ "Te = M- v
= dt & dt (2.95)
H=M- V¢
Z m; - I; = M r, — din teorema momentelor statice ( Mecanical) (2.96)
in care

- M este masa sistemului de puncte materiale
- v, este viteza centrului de masa al sistemului de puncte materiale
Pentru orice sistem de puncte materiale impulsul total este egal cu impulsul centrului sdu de masa. Relatia este
valabila si pentru CSR.
Componentele scalare ale vectorului impul total al sistemului de puncte materiale sunt in acest caz
H, = M %,
Hy = My, (2.97)
H, = Mz,
Modulul vectorului impuls total al sistemului de puncte materiale este:

[H| = MyXZ +y& + 28 (2.98)

2.4.1.2. Teorema de variatie a impulsului
e Punct material
Pornind de la ecuatia fundamentala a dinamicii

N dv_ =:’d(mv)_F=>dH_
mra= T dt dt

F
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H=F (2.99)

Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului impuls al unui punct material de masa m este egala, tot
timpul miscarii cu forta sau vectorul rezultant al sistemului de forte care acfioneaza pe punctul material.
e Sistem de puncte materiale

n

n n n n n n n
H:Zmivizz:miai:z: Fi+ZFij ZZFi+ZZFii=ZFi (2.100)
= o1 =1 i=1 i=1
n

i=1 i=1 j=1

n
Z z F;j = 0 — vectorul rezultant al fortelor interioare este nul
i=1 j=1
Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului impuls total al unui sistem de puncte materiale de masa M
este egal3, tot timpul miscarii cu forta rezultanta a sistemului de forte exterioare care actioneaza pe sistemul de
puncte materiale.
Daca se tine sema de relatia:

H=M":v,

n
H=M-a, =ZFi (2.101)
i=1

Relatia ( 2.100) exprima teorema miscarii centrului de masa.
Centrul de masa au unui sistem de puncte materiale (sau CSR) are legea de miscare a unui punct in care se
considera concentrata toata masa sistemului actionat de forta rezultanta a sistemului de forte exterioare.
2.4.1.3. Teorema de conservare a impulsului
e Punct material
Daca F =0,

H=0= H=m-"v = constant (2.102)

Daca forta care actioneaza punctul material este nulda impulsul punctului se conserva pe toata durata miscarii.
Relatia 2.101 arata ca miscarea punctului este rectilinie si uniforma.

e Sistem de puncte materiale

Daca
n
Z Fi = 0
i=1

H =0 = H = constant (2.103)

Daca forta rezultantd care actioneaza sistemul de puncte materiale este nuld, impulsul total al sistemul de
puncte materiale se conserva pe toata durata miscarii.
2.4.2. Teorema de variatie a momentului cinetic
2.4.2.1. Monent cinetic
¢ Punct material
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Figura 2.14
Momentul cinetic in raport cu un punct fix O al unui punct material este un vector de expresie:
Ko=rxH=rxmv (2.104)
in care
r este vectorul de pozitie in raport cu punctul fix O al punctului material,
m este masa punctului material,
v este viteza punctului material (fig.2.14).
Daca
i j k
Ko = Kox 1+ Koy j + Ko, k=[x y Z (2.105)
mx my mz
si
v=xi+yj+zk
atunci
Kox = m (yz — zy)
Koy = m (zX —x2) (2.106)
Koz = m (xy — yX)
Modulul vectorului moment cinetic al punctului material este:
H| = m/(yz — z§)? + (2% — x2)? + (xy — yX)? (2.107)
Dimensional
[Ko] =M-12-T? (2.108)

sistem de puncte materiale
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VA
A(ml)
L~/ C
e
y
0
Figura 2.15

Miscarea este raportatad la un sistem de referinta inertial Oxyz si la un sistem de referin{a mobil Cx'y’z’ cu originea
in centrul de masa al sistemului de puncte materiale (C) si care este translatat in raport cu primul sistem de

referinta.

z A
Vi
- ' y
&'h
C
) ‘(}
X /
A
0
Figura 2.16

Se observa din figura 2.16 ca:
rp=r.+r

Derivand relatia 2.108 se obtine:

(2.109)
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oo ,
I, =rc+¥+ooxri (2.110)

Deoarece sistem de referin{a mobil C x'y’'z’ se afla in miscare de translatie fata de primul sistem de referintd @ = 0
sirelatia (2.109) devine

I; = I, + I sau

vi =V + v (2.111)

in care v;' este viteza punctului A; in raport cu centrul de masi C.
Momentul cinetic total al sistemului de puncte materiale este:

n n

Ko—ZKO,—ZF'XmiVi=ZI"Xm'(V +v-’)=Zr X m;V, +Zr X myv;'

i=1 i=1 i i=1

KO—Z(mlrl)><vC+Zm(rc+r,)><vl Z(mlrl)><vc+2mlrc><vl +Zmlr X vy’

i=1

n n ’ n

, dri d ,
m; v; = m;——=— miri=0
dt dt

i=1 i=1 i=1

n
Z m; 1;’ este momentul static al sistemului de puncte in raport cu centrul siu de masa.
i=1

n n
Zmiri’ X v] =Zri’ xm; vy = K¢
i=1 i=1

unde K, este momentul cinetic total al sistemului de puncte in raport cu centrul sau de masa.
Astfel momentul cinetic total al sistemului de puncte Ky devine:

Ko =1 x Mv, + K, (2.112)

Relatia exprima teorema lui Kénig!! pentru moment cinetic.

Momentul cinetic total al unui sistem de puncte materiale,in miscare, in raport cu un pol O este egal cu
momentul cinetic al centrului sdu de masa la care se adauga momentul cinetic al sistemului In miscarea sa in raport
cu centrul sdu de masa K..

Miscarea sistemului de puncte materiale fata de centrul de masa este o miscare sferica respectiv o miscare
instantanee in jurul axei instantanee de rotatie.

2.4.2.2. Calculul momentului cinetic al CSR in diferite migcari
e miscarea de translatie

Vi = VC
n n n
Ko :ZriXmivi =Zri><mivc:2(miri)x Ve=Mr,Xv, =1, XMV,
i=1 i=1 i=1
Ko=r.xMv, (2.113)
e miscarea de rotatie in jurul unei axe
Vi = 0 X (2.114)

11 Johann Samuel Konig (1712 - 1757) matematician si teolog german
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n n

K, =Zri><mivi =Zri><mi (0 XT17) =Zmi [ % (wxn)] =
i=1 i=1 i=1
(2.115)

= Z m; [rFe — (r; 0)r]
i1

Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor w si r;:

wW=wyit+wj+ok

r=Xii+yij+Zik (2116)
Relatia ( 2.114) devine:

n
K, =Zmi-(xiz + y? +Ziz)-(mxi+myi+wzk)—(ximx+yimy+zimz)-
i=1 (2.117)
"xiityijtziK)

Scriind expresia analiticd pentru K rezulta:

Ko = Kox I + Koy j + Ko, k (2.118)

Si efectudnd calculele In membrul drept al relatiei (2.116) rezulta componentele scalare ale vectorului K in
miscarea de rotatie in jurul unei axe fixe.
Kox = Jx 0y — ]xy Wy — Jxz W
KOy = _]yx Wy + ]y ‘*)y - ]yz Wy (2119)
KOZ = _Ixz Wy — ]yz Wy, + ]z Wy
Daca axa de rotatie este Oz,
Wy =wy, =0
W, =w

relatiile devin:

Kox = =Jxz @
Koy = =Jyz (2.120)
KOZ = ]z w
Daca axa Oz este si axa principala de inertie
]xz = ]yz =0
Koy = J, @ (2.121)

In general dacd CSR are o miscare de rotatie in jurul unei axe principale de inertie A, momentul cinetic este un
vector dirijat dupd axa A si are expresia:

Ky=Jo (2.122)

2.4.2.3. Teorema de variatie a momentului cinetic
e punct material

Ko=fxmv+rxma=rxma=rxF=M,y(F) (2.123)

Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului moment cinetic al unui punct material de masa m aflat in
miscare, in raport cu punctul fix O este egald, tot timpul miscarii cu momentul fortei care actioneaza pe punctul
material, in raport cu acelasi punct fix O.

e sistem de puncte materiale

n n n

K0=Zf,xmivi+2ri><mivi— vxmv+Zera

i=1 i=1 i=1 i=1
n

Zr x| F, +Z : (2.124)
=Zr x F; +ZZr X F;j = My (F)

i i=1 j=
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Derivata de ordinul I in raport cu timpul a vectorului moment cinetic in raport cu punctul fix O al unui sistem de
puncte materiale aflat in miscare, este egald, tot timpul miscarii cu momentul rezultant al sistemului de forte care
actioneaza pe sistemul de puncte materiale, in raport cu acelasi punct fix O.

Teorema de conservare a momentului cinetic

e  punct material
Daca

M, (F) =0,

Ko =0 = K, — constant (2.125)

Daca momentul fortei care actioneaza pe punctul material, in raport cu punctul fix O, este nul atunci momentul
cinetic al punctului material se conserva pe toata durata miscarii.

e sistem de puncte materiale
Daca

M0=0

Ko =0 = K, — constant (2.126)

Daca momentul rezultant al sistemului de forte exterioare, care actioneaza sistemul de puncte materiale, este nul
in raport cu punctul O, atunci momentul cinetic total al sistemul de puncte materiale se conserva pe toata durata
miscarii.

2.4.3. Lucrul mecanic
Lucrul mecanic!? este o marime fizica definita ca produsul dintre componenta fortei care actioneaza asupra unui
corp In directia deplasarii punctului ei de aplicatie si marimea acestei deplasari. E o marime ce caracterizeaza
schimbarea starii dinamice a sistemului.
Formula dimensionala pentru lucru mecanic se scrie sub forma:

[F] = [F][s] = M- L2 - T2

In Sistemul International de masuri forta se masoara in newtoni si lungimea in metri, rezulta ca unitatea de masura
pentru lucru mecanic este:

[L] = Nm =] (joule)

2.4.3.1. Lucrul mecanic al unei forte constante
Se considera un punct material, care sub actiunea unei forte constante F efecueaza o deplasare rectilinie A1Az. Fie

Iy Si rpvectorii de pozitie ai punctelor A: si A2 in raport cu un reper O sir = A; A, vectorul deplasare.
Prin definitie L, lucrul mecanic al fortei constante F corespunzator deplasarii r, este produsul scalar dintre vectorul
forta F si vectorul deplasare r:

L=F-r=|F|-|r|-cos (F,r) =F-prgr =r-pr.F (2.127)

Din relatia (2.126 ) se observa ca lucrul mecanic al forfei constante F corespunzator deplasarii r, este produsul
scalar dintre modulul vectorul forta F si proiectia vectorului deplasare r pe directia fortei sau produsul scalar
dintre modulul vectorului deplasare r si proiectia vectorul forta F pe directia vectorului deplasare r.

2.4.3.2. Lucrul mecanic al unei forte variabile
Se considera un punct material, care sub actiunea unei forte variabile F se deplaseaza pe o curba oarecare (C) .
Vectorii r sir + dr definesc pozitiile instantanee ale punctului A Intr-un sistem de axe triortogonal cartezian Oxyz.
Deplasarea elementara dr se efectueaza in intrevalul elementar de timp dt

=«

12 Termenul de” lucru’ (in limba franceza “travail”) al unei forte a fost utilizat pentru prima oara intr-un articol din
1826 al matematicianului Si inginerului mecanic francez Gaspard-Gustave Coriolis Si apoi 1n cartea “Du calcul de
|'effet des machines” din 1829 a aceluiasi autor. fnainte de denumirea dati de Coriolis, Carnot se referea la acest
concept cu numele “putere motrice” in lucrarea sa din 1824 “Despre puterea motrice a focului “(Sur la puissance
motrice du feu). Denumirea de “lucru mecanic” a fost introdusa de Jean-Victor Poncelet
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Prin definitie dL, lucrul mecanic elementar al fortei variabile F corespunzator deplasarii elementare dr este
produsul scalar dintre vectorul forta F si vectorul deplasare elementara dr:

dL=F-dr (2.128)
In baza relatiei (1.8 ) din cinematici

dr =vdt
Formula (2.127) devine:

dL=F-vdt (2.129)

Daca se scriu expresiile analitice ale vectorilor din formulele ( 2.127) si (2.128):
F=Xi+Yj+Zk
dr=dxi+dyj+dzk (2.130)
v=xi+yj+zk
Relatia (2.127 ) devine
dL=Xdx+Ydy + Zdz
dL=X%x+Yy+Zz (2.131)
Lucrul mecanic total efectuat de forta variabild F prin miscarea punctului A pe curba (C) din pozitia A11n pozitia
Az este:

L= f dL = f Fdr = j Xdx+Ydy+Zdz) = j Xx+Yy+Zz) dt (2.132)
A1A; A1Az AsA, AA,
Un caz special al fortei variabile F il constituie forta conservativa 13.
Un camp de forte se numeste conservativ (potential) daca exista un camp scalar U astfel incat:

F =grad U (2.133)
¥ = ou v ou 7 ou
=0 =% =3 (2.134)
L= f dL = f grad Udr = J du=U,-U; (2.135)
A1Ay AsA; A1A;

In acest caz lucrul mecanic total depinde numai de pozitia initiala si finald a punctului.

2.4.3.3. Lucrul mecanic al unui sistem de puncte materiale
Lucrul mecanic elementar total al unui sistem de puncte materiale este:

dL = dLey + dLip (2.136)

in care dL.y; este lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare si dL;,; este lucrul mecanic elementar al fortelor
interioare, care in cazul CSR este nul.
Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare care actioneaza pe un CSR este:

dLey = R-dr. + M, - dO (2.137)

in care R si M, este torsorul in punctul C (centrul de masa al CSR) al sistemului fortelor exterioare care actioneaza
pe CSR.

13 O fortd conservativa ce actioneaza asupra unui sistem inchis efectueaza un lucru mecanic, prin care energia este
convertitd doar intre formele cinetica Si potentiala. Aceasta Inseamna c3, pentru un sistem inchis, energia mecanica
totala se conserva intotdeauna cand o forta conservativa actioneaza asupra sistemului. Deci forta este legata direct
de diferenta de energie potentiala dintre doua locuri din spatiu,[a] Si poate fi considerata o marime caracteristica
a campului potential, la fel cum directia si debitul de curgere a unui rau poate fi consideratd a fi o marime
caracteristicd a unei zone cu relief denivelat.[b]

Forte conservative sunt gravitatia, forta electromagnetic3, si forta elastica
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Si r,, d® sunt deplasarea respectiv rotatia elementara a centrului de masa al CSR.
2.4.4. Energia cinetica'#
2.4.4.1. Punct material
Energia cinetica sau energia de miscare a unui punct material de masa m, aflat in miscare de translatie cu viteza v;

in raport cu un sistem de referinta inertial, este o marimea fizica scalara definita de relatia:
g v?
2

Sistem de puncte materiale
Energia cineticd a unui sistem de puncte materiale Ai de mase m;, aflat in miscare de translatie cu vitezele v; In

(2.138)

raport cu un sistem de referinta inertial, este o marimea fizica scalara definita de relatia:

IR
E= Ez m,v? (2.139)
i=1

P

Miscarea este raportata la un sistem de referinta inertial Oxyz si la un sistem de referinta mobil Cx’y’z’ cu originea
in centrul de masa al sistemului de puncte materiale (C) si care este translatat In raport cu primul sistem de
referinta.

z A
Vi
o,
Ve )
& y
C
) ‘(}
X/
A
0
X
Figura 2.17
Se observa din figura 2.17 ca:
l‘i = rc + l‘i’ (2140)
Derivand relatia (2.122 ) se obftine:
. ., on ,
I, =r.+ ot +w X1 (2.141)

Deoarece sistem de referinta mobil Cx’y’z’ se afld In miscare de translatie fata de primul sistem de referintd @ = 0
sirelatia (2.140) devine:
or{

I =r.+—— sau
1 c at

14 Expresi “energia cinetica” i se atribuie Lordului Kelvin. Adjectivul cinetica provine din substantivul grecesc
“kinesis “ care inseamna miScare
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Vi =V + v (2.142)

In care v este viteza punctului A; in raport cu centrul de masi C.
Tindnd seama de relatia (2.141 ) relatia ( 2.138) devine:

n n n n
1 "2 1 2 4 1 12
E=52mi (Ve +v)) =EZmivc +ZmchVi +§Zmivi
i=1 i=1 i=1 1

i=

n n
1 ., 1 , 1
E_ mivC=§ Zmi vczszc
i=1 i=1
n n n
! ! d !
z m;vpvy = vcz m;v; = vcaz m;r; =0
i=1 i=1 i=1
n

1 12 ’
Ez m;v; = E

i=1
Cu notatiile de mai sus energia cinetica a unui sistem de puncte materiale devine:

1
E=2Mv+E (2.143)

Relatia (2.142 ) reprezinta expresia teoremei lui K6nig pentru energia cinetica.
Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale, aflat in miscare, este egala cu energia cinetica a centrului sau
de masa la care se adauga energia cinetica al sistemului In miscarea sa in raport cu centrul sau de masa.

2.4.4.2. Calculul energiei cinetice al CSR in diferite miscari

e miscarea de translatie

Vi = VC

1 \ 2 1 2
E :EZ m; v = oMV (2.144)
i=1

e miscarea de rotatie in jurul unei axe

Vi= W X l‘i
n
1 2
E= Ez m; ((.l) X I‘i) (2145)
i=1

Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor w si r;
w=w,it+wj+twk
I =Xii+Yii+Zik

i j Kk
WXn =y, 0 o= (ooyzi - oozyi) i+ (w,zi —wgz)j+ (wxyi - wyxi) k
Xi Vi %

Relatia (2.144 ) devine:
n
1 2 2
E = Ez m; [ (wyzi - oozyi) + (w,%; — wyz)? + (ooxyi - o)yxi) ]
i=1
Dupa efectuarea calculelor relatia ( 2.145) devine

E—l(]m2+]m2+]m2)—(] Wy 0y + Jyz 0y W, + ] 10,0y )
— 5 Ux®x y Wy zWz xy Wx Wy yzWy Wz zx Wz Wx (2.146)

Daca axa de rotatie este Oz

wy =wy =0
W, = ® (2.147)

Relatia (2.146) devine

1 2
E =50 (2.148)
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e miscarea plan paralela

1 2 1 2
E=oMve+oy0 (2.149)

In care J, este momentul de inertie al plicii in raport cu o axd A perpendiculari pe planul miscarii.
2.4.4.3. Teorema de variatie a energiei cinetice

e punct material

E_l
—Emv

2

dr
E=Em-2-v-\'/=m-v-\'/=m-\'/-v=m-a-v=F-V=F—

dt
dE dr

EZFaﬁdEZFdFZdL

dE = dL (2.150)
Variatia energiei cinetice a unui punct material de masa m aflat in miscare, este egal3, tot timpul miscarii, cu lucrul
mecanic elementar al fortei care actioneaza pe punctul material, prin deplasarea sa elementara dr.
e sistem de puncte materiale
In cazul unui sistem de puncte materiale teorema de variatie a energiei cinetice este:

dE = dLip; + dLey; (2.151)

in cazul CSR dL;,; = 0.
dE = dLey = R-dr. + M. - d6 (2.152)

Variatia energiei cinetice a unui CSR aflat in miscare, este egala, tot timpul miscarii, cu lucrul mecanic elementar
al torsorului in C (centrul de masaa) al sistemului de forte exterioare care actioneaza pe CSR.
Expresia integrala a teoremei de variatie a energiei cinetice este:

E; —E; =Ly, (2.153)

Diferenta energiilor cinetice, ale unui sistem material in miscare, in doua pozitii (1) si (2) este egala cu lucrul
mecanic efectuat de fortele exterioare aplicate sistemului prin trecerea acestuia din pozitia (1) in pozitia (2).
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MECANICA ANALITICA
3.1 Introducere

in anul 1788 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a publicat la Paris lucrarea ,Mécanique analytique”,
care contine atat contributiile lui, cat si sinteza principalelor contributii ale Tnaintasilor sai, dintre care amintim
pe Jean Bernoulli (1654-1705), Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759), Leonhard Euler (1707-1783)
si Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Aceasta poate fi consideratd prima lucrare de mecanica analitic3,
contributii semnificative fiind aduse apoi si de catre Karl Gustav Jacobi (1804-1851), Rowan Hamilton (1805-
1865), Jules Henri Poincaré (1854-1912) s.a.

Mecanica analitica este rezultatul imbinarii conceptelor din mecanica newtoniand cu concepte ale
matematicii (calcul diferential, calcul variational, ecuatii diferentiale, etc). Mecanica analitica este forma cea mai
concisa si mai cuprinzatoare a legilor mecanicii, in care se stabilesc metode foarte generale de studiu ale miscarii
sistemelor de corpuri, sisteme caracterizate de un numar foarte mare de coordonate.

Astfel mecanica analitici reformuleazda problema miscarii acestor sisteme reducind numarul
necunoscutelor.

Ecuatiile de miscare din mecanica analitica se exprima diferit fata de cele ale mecanicii newtoniene, dar
rezultatul aplicarii lor in studiul unui sistem fizic dat este identic cu cel obtinut cand se utilizeaza ecuatiile
mecanicii newtoniene.

Principiile mecanicii analitice se exprima intr-un mod complex, continutul lor fizic fiind mai putin evident
fata de cel al principiilor mecanicii newtoniene. Marele avantaj al acestor principii este ca pot cuprinde nu numai
legile mecanicii newtoniene ci si alte legi din fizica.

3.2 Legaturi aplicate sistemelor materiale

Fie un sitem de puncte materiale Ai. Daca in orice moment t al miscarii, vectorii de pozitie ai celor n puncte
materiale ry(t) (i = 1,n) si vitezele lor ¥ (t) pot lua valori arbitrare atunci spunem ca sistemul este liber. In caz contrar
sistemul este supus la legaturi.

Numim /egaturd, orice conditie de ordin geometric sau cinematic care limiteaza posibilitatile de miscare
ale unui corp.

Din punct de vedere matematic, o legaturd se poate exprima sub forma cea mai general3, astfel:

f(rl, rz,...,rn,i'l,l.'z,...,fn,t) =0 (31)

Relatia (3.1) reprezinta o conditie de ordin geometric (prin intermediul vectorilor de pozitie ;) si cinematic (prin
intermediul vectorilor viteza ;) care limiteaza posibilitatile de miscare ale punctelor materiale din sistem.

Orice legdtura este echivalenta cu forte de legatura. Aceste forfe de legatura obliga sistemul material , sa
se miste pe 0 anumitad curba sau pe o anumita suprafata, fara a parasi curba sau suprafata respectiva.

3.3Clasificarea legiturilor

Legaturile pot fi clasificate pe baza a cel pu{in trei criterii, si anume:

1 dupa modul in care sunt exprimate - prin egalitati sau prin inegalitati,
2. in functie de absenta sau prezenta explicitda a &impuluiin expresiile lor;
3. in functie de absenta sau prezenta explicita a vitezeiin expresiile lor;

1. Din punctul de vedere al primului criteriu de clasificare, legaturile pot fi exprimate prin egalitati - si atunci sunt
numite bilaterale - sau prin inegalidti - caz in care sunt numite unilaterale.

2. Din punctul de vedere al celui de-al doilea criteriu, legaturile pot contine in expresiile lor analitice timpul in mod
explicit - si atunci ele se numesc reonomesau nestationare, sau, dimpotriva, timpul nu apare in mod explicit in aceste
expresii - caz in care legaturile se numesc scleronome sau stationare
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3. Din punctul de vedere al celui de-al treilea criteriu, legaturile pot fi geometrice sau finite - daca In expresiile lor
analitice nu intervin vitezele in mod explicit - si, respectiv, cinematice sau diferentiale - daca vitezele apar in mod
explicit in expresiile lor analitice.

De exemplu relatia (3.1) reprezinta o legatura reonoma, bilaterala, diferentiala

fj(r1, I, .., Iy, f'1, fz, ...,I.'n, t) =0, ] = (1,1) (31)

Relatia (3.2) reprezintd o legatura reonoma, bilaterala, geometrica

fj(r1l Iz, ..., In, t) =0 (32)

Derivand relatia (3.2) in raport cu timpul se obtine:

NP 0,G=1,1 33
Za—rirﬁ'a— =11 (33)
i=

Care arata ca orice legdtura geometrica poate fi scrisa ca o relatie diferentiala liniara.

In schimb nu toate legiturile diferentiale pot fi integrate. Acele legaturi diferentiale care pot fi integrate
impreuna cu cele geometrice se numesc legaturi olonome, iar cele ce nu sunt integrabile impreuna cu cele
unilaterale se numesc neolonome.
3.4.Clasificarea deplasdrilor

Deplasarile sistemelor materiale pot fi finite daca se efectueaza intr-un interval finit de timp At sau
infinitezimale (elementare) daca se efectueaza intr-un interval de timp infinitezimal (elementar) dt.

In cele ce urmeazi ne referim la deplasirile elementare.

Deplasarile efectuate sub actiunea fortelor exterioare se numesc deplasari reale. Aceste deplasari se

exprima prin relatia:

dri =YV dt (34)

Deplasarile unui sistem material pot fi considerate si cele posibile, compatibile cu legaturile sistemului.
Aceste deplasari se numesc deplasari virtuale. Aceste deplasari sunt independente de timp. Spre deosebire de
deplasarea reald care este unica deplasdrile virtuale nu sunt unice, orice deplasare cinematic posibila este o
deplasare virtuala.
Deplasarea reald este una din deplasarile virtuale. Deplasarile virtuale au expresia:

51‘,=8X1i+5yli+82k

In cazul unui punct A pe o suprafatd @(x;,y;,z;,t) = 0 consideratd ca o legiturd bilaterals, scleronoma atat
deplasarile reale cat si cele virtuale au loc in planul tangent la suprafata In punctul A (perpendicular pe gardientul
ei).

grad-dr;=0 si grade-8ér;=0 (3.5)

Dacd legatura este reonoma @(x;, y;, Zi, t) = 0 deplasarile reale nu mai au loc in planul tangent pe cand deplasarile
virtuale au loc in planul tangent.Deplasarea reala nu mai este una din deplasarile virtuale. Relatia ( 3.5) se va
exprima doar pentru deplasarile virtuale:

grad @ - 6r; = 0 (3.6)

3.5. Principiul lui d’Alembert
Considerand un sistem de puncte materiale Ai de mase m;j, i = 1,n, supus la legaturi si actionat de fortele exteriioare

F;. Izoland punctul Ai asupra lui se introduc fortele date F;,si fortele de legatura R;. Se aplica principuil al doilea al
dinamicii:
miai = Fi + Ri (37)

Relatia (3.8) se mai poate scrie:
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Fi—miai+Ri=0

F/ = m;a; se numeste forta de inertie, astfel incit relatia (3.9) se scrie:

FF+F +R; =0 (3.8)

Relatia (3.10) exprima principiul lui D’Alembert.
Pentru fiecare punct material aflat in miscare , rezultanta fortelor date F;, a fortelor de inertie F si a fortelor de
legdtura R; este egala cu 0 in orice moment al miscarii.
Principul lui D’Alembert exprima o conditie de echilibru dinamic.
3.6 .Torsorul fortelor de inertie

La un sistem de puncte materiale in miscare fortele de inertie formeaza un sistem de forte distribuite, care
se reduc in punctul O la un torsor format din vectorul rezultant R’ si vectorul moment rezultant M (fig.3.1):

n n n .
R = —Zmiai = —val =—<vai> =-H
i=1 i=1
n n

i=1

) (3.9
M(’) = —Zri Xm; a; = —<Zri Xmivi> = —K()
i=1 i=1
Z'
F'
2 |
a;
o3
C Y
& —
X,
ac
R
e
y
0

Figura 3.1
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Stiind ca :

H=M-v,
Ko =r. XxMv,+ K,

R' = —-H = —Ma,
M; = K, = —1. X Ma, — K,

Calculul torsorului fortelor de inertie in miscarile particulare:

- miscarea de translatie

In raport cu centrul de masi torsorul fortelor de inertie este format din:
R' = —Ma,
Mg = —r. X Ma,

- miscarea de rotatie cu ax3 fixi
Axa de rotatie este axa Oz, iar 1n acest caz,

R' = —H = —Ma,

i j Kk i j k
a,=eXr,+tox(wxr)=[(0 0 ef[+]| O 0 o|=—-(ey.— w?x) i+ (ex. — w?y.)j
Xe Yo Zc —Wye WXc 0

KO = _]XZ(‘O i-— ]yzmi + ]Z(D k
Ko = —Jx@ i~ —Ju01-]y,0j - Jpoj+jzok (k=0)

w=¢c
iI=wXi=wj
j=wxj=—-wi

Inlocuind relatiile (3.15 ) in relatia ( 3.14) rezulti:

I.(0 = _JXZEi_]xzwzi_]yzsi+]yzw2i+]z£k
MO = (_]xz£+]yz (‘)Z)i+(_]xz ('02 _]yz E)i+lzsk

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Componentele scalare ale vectorilor torsorului de reducere, in O, ale sistemului fortelor de inertie sunt :

R, = M(w?x, + €y,)
Ry = M(—ex, + w?y)
R, =0

M)’< = ]xyE - ]yz(")2
M;, = ]xz(")2 + ]yz
M; = _]zs

Daca axa oz este axa principala de inertie atunci

(3.17)

(3.18)
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Xc=yc.=0

Ry =Ry =R,

Jxz =Jyz =0 (3.19)
My =My =0

M; = —J,¢

miscarea plan paraleld

R’ = —H = —ma,

R, = M(w? x, + £y,)

Ry = M(—¢e x. + w?y,)

R, =0

M; = —K,

Koy ==Jxywi-Jpwj+], 0k
My = Jyz &= Jyz @°

M;: = Ixz('o2 + IyzE

M;=-],¢

(3.20)

Principiul lui d’Alembert se foloseste in cadrul metodei cineto statice pentru rezolvarea unor tipuri de aplicatii de
dinamica:
Etapele de rezolvare a aplicatiilor folosind metoda cineto-statica sunt urmaatoarele:

- se face un studiu cinematic in care determind nunarul gradelor de libertate ale sistemului si tipul
miscarii care se efectueaza

- sefac eventualele compuneri de miscari

- se separa corpurile sistemului si se face schema fortelor date,de inertie si reactiuni care actioneaza
pe fiecare corp

- se scriu ecuatiile de echilibru cineto static pentru fiecare corp din care rezulta un sistem de ecuatii al
carui necunoscute sunt acceleratiile corpurilor si fortele de legatura
- serezolva sistemul de ecuatii determinand necuoscutele aplicatiei
Principiul lucrului mecanic virtual
Lucrul mecanic virtual este produsul dintre vectorul forta si vectorul deplasare virtuala:

6]_.1 = Fi " 8ri (321)

Scriind principiul lui d’Alembert pentru punctul A; al unui sistem de puncte materiale de mase m; avem:

FF+F +Ri=0 (3.22)

Pentru toate punctele sistemului se poate scrie:

n
Z(Fi +F +R) =0 (3.23)
i=1
Inmultind relatia ( 3.23) cu 8r; rezulti:
n
Z(Fi + F +R;)8r; = 0 sau (3.24)
i=1
n n
Z(Fi +F) 81 + z R, 51, = 0 (3.25)
i=1 i=1
n n
Z R; 6r; = Z A - grad @; - 6r; = 0; cei doi vectori R; = A - grad ¢; si 8r; fiind perpendiculari (3.26)

i=1 i=1
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Relatia (3.24) se mai poate scrie:

Z(Fi +E) 6 =0 (3.27)
i=1

Principiul lucrului mecanic virtual se poate enunta astfel:

In cazul unui sistem de puncte materiale in miscare fortele date F; si fortele de inertie F} efectueazi in orice
moment al miscarii un lucru mecanic virtual nul, pentru orice deplasare data sistemului compatibila cu legaturile
sale, daca legaturile sunt ideale ( fard frecare).

Unui sistem material cu m grade de libertate i se pot da m deplasari virtuale independente. Fiecarui grad de
libertate ii corespunde o ecuatie de lucru mecanic virtual nul.in aceste ecuatii acceleratiile punctelor intervin ca
necunoscute.

Principiul lucrului mecanic virtual se aplici si sistemelor materiale aflate in repaus. In acest caz fortele de inertie
F{ sunt nule.

n
Z F,6r,= 0 (3.28)
i=1

Conditia ca un sistem material sa fie in repaus este ca lucrul mecanic virtual al fortelor date sa fie nul, pentru orice
deplasare data sistemului compatibila cu legaturile sale, daca legaturile sunt ideale (fara frecare).
Principiul lucrului mecanic virtual se foloseste in cadrul metodei deplasarilor virtuale cu care se rezolva trei tipuri
de aplicatii:
-aplicatii de dinamica
-aplicatii de statica
-aplicatii pentru determinarea fortelor de legatura
Etapele de rezolvare a aplicatiilor folosind metoda deplasarilor virtuale sunt urmaatoarele:
- se face un studiu cinematic in care determina nunarul gradelor de libertate ale sistemului si tipul
miscarii care se efectueaza
- se fac eventualele compuneri de miscari
- se face schema fortelor date si de inertie care actioneaza pe sistemul material
- se face schema deplasarilor virtuale pentru fiecare grad de libertate al sistemului
- se scriu ecuatiile de lucru mecanic virtual al fortelor date si de inertie corespunzatoare fiecarui grad
de libertate din care rezulta un sistem de ecuatii al carui necunoscute sunt acceleratiile sistemelor
materiale
- serezolva sistemul de ecuatii determinand necuoscutele aplicatiei

1.f =0 bilaterale
f > 0 unilaterale

2. f(t) =0 reonome (nestationare)
f=0 scleronome (stationare)
3. f=0 geometrice (finite)
f(v) = 0 cinematice (diferentiale)
f(v) = 0 cinematice (diferentiale) integrabile + f = 0 geometrice (finite) = legaturi olonome
f(v) = 0 cinematice (diferentiale) neintegrabile + f > 0 unilaterele
= legaturi neolonome

[a]” Singh, Sunil Kumar (25 august 2007). ,Conservative force”. Connexions. Accesat la 4 ianuarie 2008.
b] e.g. Feynman, R. P, Leighton, R. B., Sands, M. (1963). Lectures on Physics, Vol 1. Addison-Wesley; Kleppner,
D., Kolenkow, R. ]. (1973). An introduction to mechanics. McGraw-Hill.
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