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Capitolul | — Ecuatii neliniare pe R

1. Metoda bisectiei pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de forma f(x)=0

a) Introducere
Metoda bisectiei este o metoda iterativa de cdutare a solutiei, in care un interval este
injumatatit in repetate randuri. Dacd functia schimbd semnul pe un anumit interval,
valoarea functiei pentru punctul de la mijlocul intervalului este determinatd. Pozitia
radacinii este apoi consideratd ca aflandu-se in interiorul subintervalului unde apare
schimbarea de semn. Subintervalul devine astfel intervalul folosit pentru noua iteratie.
Procesul se repetd pana cand radacina respecta standardele de precizie dorite (toleranta).

b) Metoda
Ipoteze:
e functia f(x) definita si continua pe intervalul [a, b];
e functia ia valori de semn contrar la capetele intervalului [a, b];

vvvvvv

e functia are o singura radacina in intervalul [a, b].

Construirea sirului de iterate:
Se defineste:

a+b
x1: 2

; a, b — aproximatii initiale

!

Se verifica pe care subinterval ([a, x4] sau [xy, b]) apare schimbare de semn la evaluarea
functiei pentru valorile care definesc capetele subintervalelor. Din interpretarea grafica a
metodei reiese de manierd clara cd radacina se afla mereu In interiorul subintervalului
unde functia schimbd semnul. Daca ipotezele prezentate mai sus sunt respectate, doar una
din cele doua inegalitdti va fi indeplinita:

fl@)-f(x1) <0 flx) - f(b) <0

Se ia ca nou interval [a, b] acela dintre [a, x;] sau [x;, b] unde inegalitatea se respecta.

!

Se verifica:

Testul de convergenta
|%n+1 — x| < Tol

Daca testul de convergentd nu e indeplinit, se continud cu o noud iteratie (procedura
prezentata se reia). Sirul iteratelor x; converge liniar catre radacina a.



Interpretarea grafica a metodei
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Fig. 1. Interpretare graficd metoda bisectiei

Se observa ca, din punct de vedere grafic, gasirea radacinii unei ecuatii de formaf (x) =
0 se reduce la aflarea punctului de intersectie al graficului functiei cu axa orizontald Ox
(care coincide cu dreapta de ecuatie y = 0).
c) Aplicatie rezolvata
Fie ecuatia neliniara:
fx)=e*—=3-x2=0
Sa se determine solutia aflata in intervalul [3, 4] cu o toleranta de calcul Tol = 1e — 3.
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Fig. 2. Graficul functiei f(x) = e* — 3 - x>

Rezolvare
Nr. a+b a=x?
iteratic a b x = f(@) f(x) fy L, [Xp41—%n| < Tol?

1 3.00000 4.00000 3.50000 -6.91446 -3.63455 6.59815 a=x 0.50000 Nu
2 3.50000 4.00000 3.75000 -3.63455 0.33358 6.59815 b=x 0.25000 Nu
3 3.50000 3.75000 3.62500 -3.63455 -1.89715 0.33358 a=x 0.12500 Nu
4 3.62500 3.75000 3.68750 -1.89715 -0.84811 0.33358 a=x 0.06250 Nu
5 3.68750 3.75000 3.71875 -0.84811 -0.27446 0.33358 a=x 0.03125 Nu
6 3.71875 3.75000 3.73438 -0.27446 0.02518 0.33358 b=x 0.01563 Nu
7 3.71875 3.73438 3.72656 -0.27446 -0.12572 0.02518 a=x 0.00781 Nu
8 3.72656 3.73438 3.73047 -0.12572 -0.05054 0.02518 a=x 0.00391 Nu
9 3.73047 3.73438 3.73242 -0.05054 -0.01275 0.02518 a=x 0.00195 Nu
10 3.73242 1 3.73438 3.73340 -0.01275 0.00620 0.02518 b=x 0.00098 DA



d) Aplicatii propuse spre rezolvare
1. Fie ecuatia neliniard de mai devreme:
f(x) =e*—3-x?
Se cere completarea tabelului de mai jos cu valorile obtinute pentru fiecare scenariu:

Tol=1e—4 Tol=1e—8
Aproximatii initiale e o © ge s Nr. e e < s s Nr.
Radacina  f(radacind) iteratii Radacina = f(radacina) iteratii
a=-2 b=0.5
a=-1 b =
a=0 b=2

a=20.5 b=1.5

a) Pentru aceleasi aproximatii initiale modificarea tolerantei de calcul are vreun efect
asupra numdarului de iteratii? In ce sens?

b) Ce impact are asupra numarului de iteratii considerarea unui interval [a, b] mai
restrans?

c) Ce masuri am putea lua pentru ca numarul de iteratii necesar rezolvarii unui sistem
sa scada?

2. Fie ecuatia neliniara:
fx)=e*=2-x3+1=0
Se cere aflarea uneia dintre solutii cu o toleranta de calcul Tol = 1e — 4.



2.

Metoda Secantei

a) Introducere
Functie f continua pe un interval in vecinatatea radacinii o.

Se cunosc doua aproximatii initiale ale radacinii, Xo si X1 (determinate grafic utilizand
Excel sau WolframAlpha). Ele pot incadra radacina sau pot fi de aceeasi parte a radacinii.

Daca xo si x1 sunt suficient de apropiate de o (si f, f'si f'' sunt continue),
sirul X» — a,, iar ordinul de convergenta este p=1,618

b) Metoda — reprezentare grafica
Pentru trasarea graficd se determind punctele de coordinate (x0, f(x0)) si (x1, f(x1)) si se
traseaza o linie dreaptd (o secantd) care intersecteaza axa OX (y=0) determinand astfel
noua aproximatie X2 din sirul de iterate xn. Ulterior pasii se repetd, trasand noua secanta
cu ajutorul punctelor de coordinate (x1, f(x1)) si (x2, f(x2)).

Daca aproximatiile initiale xo Si X1 incadreaza radacina s-ar obtine regula FALSI.

Fig. 1. Reprezentare grafica — metoda secantei

¢) Formula de iterare
Aproximatiile initiale xo $i X1 — cunoscute (determinate grafic)

D) F G

Forma generalizata

)L >
i1 = *n f(xn> fGnn)

Test de convergenta


https://www.wolframalpha.com/

Xn+1 — Xn| < Tol

d) Teorema
Daca:
1. Functia f este continud si exista derivatele de ordinul 1 si 2 (f, {"') continue pe o
vecinatate a lui a,
2.f'(a) #0
3. Xo Si X1 sunt suficient de apropiate de a,
Atunci (a) Sirul xn —a
(b) Ordinul de convergenta este 1.618

e) Aplicatii
1. Se da ecuatia f(x)=0, unde
f(x) = e* — 3x?

Gasiti trei radacini din intervalul [-1,4], cu toleranta 107, folosind metoda
bisectiei si secantei. Comparati apoi rezultatele obtinute.

2. Se da ecuatia f(x)=0, unde

f(x)=\/x2+2*x+2—2*sin(x)—x+0.94

Gasiti cele doud radicini din intervalul [7, 9], cu toleranta 10 folosind
metoda secantei

3. Se da ecuatia f (x) [J 0, unde:
f (x) [0 0.99*cos(x) [ x [11.57

a) Determinati grafic una sau mai multe aproximatii initiale
b) Rezolvati ecuatia prin metoda secantei, cu toleranta 107



3. Metoda NEWTON pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare

a) Introducere
In metode numerice, metoda Newton ( cunoscuta si ca Metoda Newton-Raphson ), numita
dupa Isaac Newton si Jospeh Raphson, este o metoda iterativa pentru obtinerea unor
aproximari mai bune la radacinile unei ecuatii.

b) Formula de iterare:

f(xn)

Xn+1 = Xn — f,(xn)
unde:
f(xn) este valoarea functiei care o rezolvam calculata in Xn
f’(x) este valoarea derivatei functiei calculata in Xn

c) Etapele metodei Newton:

Verificam daca functia este derivabila, daca nu este nu se poate folosi metoda Newton
Gasim derivata functiei f°(x) a functiei f(x)

Se alege aproximatia initiala Xo

e Folosind formula de iterare obtinem X2 = X1 — f(X1)//"(x1)

Repetam procesul de iterare pentru xs, Xs, ... pana ajungem la solutia ecuatiei, respectand
conditia de convergenta |x,, .1 — x,| < Tol

d) Reprezentarea grafica a metodei:
Pornind de la aproximatia initiala X1 gasim un punct de coordonate (xz, f(x1)) prin care trasam
0 tangenta la grafic. La intersectia tangentei cu axa orizontala (Ox) se obtine urmatoarea
aproximatie X2 conform desenului Etapa 1. Procesul se repeta pana cand ajungem la solutia
ecuatiei, respectand conditia de convergenta. Grafic sunt prezentate primele 3 iterate:

y Etapa 1
2

» X

Tangenta



y Etapa 2

—» X
C—— - ”.l,‘:ﬁ c
Tangenta
y
s Etapa 3
» X
Functie
Tangenta

e) Aplicatii:

1. Se da ecuatia f(x)=0, unde
f(x) = e* — 3x?

a) Gasiti cele trei radacini cu toleranta 1E-6 folosind metoda Newton
b) Determinati sirul de iterate pentru fiecare radacina printr-un model matematic, pe baza
formulei de iterare



2. Se da ecuatia f(x)=0, unde

f(x) =\/xz+2*x+2—2*sin(x)—x+0.94
3. Se da ecuatia f(x) [J 0, unde:
f (x) [0 0.99*cos(x) [1 x [11.57

a) Determinati grafic una sau mai multe aproximatii initiale
b) Rezolvati ecuatia prin metoda Newton, cu toleranta 1E-6



4. Metoda punctului fix pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare de forma x=g(x)

a) Introducere
Un numar real a este punct fix al unei functii g(x) daca si numai daca a=g(a).
Pentru exemplificarea diferentelor dintre un punct fix si o raddcind a unei functii se
considerd urmatoarea ecuatie:
f(x)=x2-3-x+2=0

Pentru aceasta ecuatie de forma f(x) = 0, valorile 1 si 2 sunt radacini deoarece:

f()=0;
f(2)=0;
Ecuatia de mai sus poate fi transformata astfel:
x%+2
fxX)=x*-3x+2=0ox= 3

In acest fel, ecuatia de forma f(x) = 0 s-a transformat intr-o ecuatie echivalentd de forma
x = g(x), unde:
x% +2
g(x) =—3

Pentru ecuatia de mai sus, de forma x = g(x), valorile 1 si 2 sunt puncte fixe deoarece:
g() =1;
g9(2) =2;

Din punct de vedere grafic, radacinile unei ecuatii de forma f(x) = 0 se gasesc la intersectia
graficului functiei y = f(x) cu axa orizontala y = 0, iar punctele fixe al unei ecuatii de forma
x = g(x) se afla la intersectia graficului functiei y = g(x) cu dreapta de ecuatic y = x (prima

bisectoare). Aceastd comparatie este reprezentata in figura de mai jos.
Y & ’

Fig. 1. Comparatie raddcina — punct fix

10



b) Ipoteze:
o functia g(x) este continud si derivabild in vecinatatea solutiei (a punctului fix);
e se cunoaste o aproximatiei initiald a solutiei, x,;
e |g'(x)] < 1,(V) x din vecinatatea solutiei.
¢) Formula de iterare:
Xns1 = 9(x,);n = 0,x, — cunoscut
d) Test de convergenti (test de atingere a tolerantei de calcul Tol):

Ixn+1 - xnl <Tol
e) Interpretare grafica a metodei
Determinarea solutiei unei ecuatii de forma x = g(x) presupune, din punct de vedere
geometric, determinarea punctului de intersectie dintre graficul functiei y = g(x) cu
dreapta de ecuatie y = x (prima bisectoare). In figura de mai jos se prezintd interpretarea
graficd pentru cazul de convergentd —1 > g'(x) > 0. Se observa ca iteratele x; converg
spre punctul fix a.

W[ e —

0 2 74 573 "1

Fig. 2. Interpretare geometricd — caz de convergenta

f) Proceduri explicita de punct fix
Pentru a putea aplica metoda punctului fix in vederea rezolvarii ecuatiilor neliniare de
forma f(x) = 0, acestea trebuie transformate in ecuatii echivalente (avand aceleasi solutii)
de tipul x = g(x). O astfel de transformare se numeste procedurad explicita de punct fix.
Dintre multiplele metode de transformare, se opteazd pentru urmatoarea forma a functiei
g(x):
A 900 = x—m-f(2)
In relatia de mai sus m este o constantd nenula a carei valoare se determind impunand
conditia de convergenta Tn x = Xx:

19" (xo)| < 1
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Se evalueaza derivata functiei g(x):
g =1-m-fx)
Punand x = x, si impunand conditia de convergenta se obtine:

1-m-f'(x)|<1 » —-1<1-m-f'(xp)<1l - 0<m-f'(xg) <2

Din relatia anterioara se pot trasa urmatoare concluzii:
— parametrul m trebuie sa aiba acelasi semn ca f'(x,);
2
—dacaf'(xg)) <0 - me (—;0);
f'(x0)
2
—dacaf'(xg) >0 - me (0; —);
f'(x0)
Obs.: a. Alegerea parametrului m are influenta directa asupra numarului de iteratii
necesar pentru determinarea solutiei.
b. Valoarea optima (numar minim de iteratii) a parametrului m este:

1

mo . e
ptim

f'(x0)
c. Observatia anterioara nu este una generald, ea fiind influentata de calitatea
aproximatiei initiale (apropierea fata de solutia reala).

g) Aplicatie rezolvata
Fie ecuatia neliniara:
fx)=e*—3-x2=0
Sa se determine solutia din intervalul [3, 4] folosind ca aproximatii initiale valorile 3.5 si
3.7. Pentru fiecare caz sa se studii privind influenta parametrului m asupra numarului de
iteratii.

Rezolvare
i. Cazulx, =35
Folosind aplicatia Matlab/Octave denumita Parametrul_m.m se determind intervalul din
care trebuie aleasa valoarea parametrului m din expresia functiei g(x):
m € (0; 0.165);
Valoarea “optimd” a parametrului m este:
Moptim = 0.083
Folosind apoi aplicatia Fix.m se determina solutia pentru diferite valori ale parametrului m:

m solutie nr. iteratii
0.06 3.733079073 7
0.083 3.7330787 25
0.15 - 10000

Analizand rezultatele de mai sus se pot trasa urmatoarele concluzii:

- folosind valoarea ”optima” a parametrului m nu rezultd numar minim de iteratii. Acest
fapt se datoreaza calitatii aproximatii initiale (nu este suficient de aproape de
solutie”);

- pentru m=0.15 nu s-a putut calcula solutia nici dupa 10000 de iteratii. Cauza este
aceeasi ca mai sus.

- pentru m=0.06 rezultate furnizate de program sunt:

12
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— Solutia este: 3.7330790734

Testul de convergenta a fost atins dupa 8 iteratii

Proba solutiei in ecuatia x=g(x): 3.7330790734 = 3.733079%0213

ails Proba solutiei in ecuatia f(x)=0: 3.7330790734 = 0.00000086%4

fx >

Fig. 3. Rezultate furnizate de programul Matlab/Octave

ii. Cazul x, = 3.7
Folosind aplicatia Matlab/Octave denumita Parametrul_m.m se determind intervalul din
care trebuie aleasd valoarea parametrului m din expresia functiei g(x):
m € (0; 0.11);
Valoarea “optimd” a parametrului m este:
moptim = 0.055
Folosind apoi aplicatia Fix.m se determina solutia pentru diferite valori ale parametrului m:

m solutie nr. iteratii
0.08 3.733078809 19
0.055 3.733079053 4
0.1 3.733075047 181

Avand in vedere cd aproximatia initiald este foarte apropiatd de solutia ecuatiei si

analizand rezultatele de mai sus se pot trasa urmatoarele concluzii:

- folosind valoarea “optima” a parametrului m (0.055) se obtine solutie cu numar minim
de iteratii;

- folosind o valoare a parametrului apropiatd de limita intervalului (m=0.1) s-a putut
calcula solutia, insa cu efort computational mai ridicat.

- pentru m=0.055 s-au obtinut urmatoarele rezultate:
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4 Figure 1 - O X -
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X X

o | Solutia este: 3.7330790533
Testul de convergenta a fost atins dupa 5 iteratii

Proba solutiei in ecuatia x=g(x): 3.733079%0533 = 3.7330790270

Proba solutieli in ecuatia f£(x)=0: 3.7330790533 = 0.0000004787
frx >>

Fig. 4. Rezultate furnizate de programul Matlab/Octave
h) Aplicatii propuse spre rezolvare
1. Fie ecuatia neliniara:

f(x) =x%-cos(x) —y/2:-x3-3=0

Se cere determinarea unei solutii folosind metoda punctului fix. Sa se studieze apoi
variatia numarului de iteratii in functie de valoarea parametrului m ales. M optim
genereazd numar minim de iteratii?

2. Fie ecuatia neliniara:

_ 2 x3
f(x)=sin(2-x) ———+12'x+7=0
e

Folosind aproximatia initiala x, = —1.25, sd se rezolve ecuatia cu metoda Newton si
cu metoda punctului fix (folosind m;im). S se compare apoi rezultatele.
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Capitolul I1 -Sisteme de ecuatii

5. Metoda Newton pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare F(X) = 0

a) Notiuni teoretice
Vectorul X(® — aproximatia initiald a vectorului solutie X se poate determina dintr-o
abordare grafica a functiilor vectorului F(X) (daca se incadreaza in spatiul euclidian xOyz)
Reprezentare graficd a unui sistem alcatuit din doud functii neliniare utilizand [1]:

x,y) =0 2 2_5=
fz(x;:)’)zo y—e —-1=0
& Wolfram
plot x*2+y*2-5=0, y-exp(x)-1=0 from x=-sqrt(5) to 1 from y=01o0 3 (=]
Jfa Extended Keyboard * Upload i Examples & Random

2, .2
¥+y*-5=0 V501
plot ¥
y-explx)-1=20 0w3
mplicit plot:
3.0
0 ~ S ' ~
- e
0t /
0
0.0 . | —
20 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
T -
& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Fig. 1. Variatia grafica a celor doua ecuatii neliniare [1]

Relatia pentru generare a iteratiilor

X+ — xm _ ](x(n))‘l - F(X™)
in care J(X™) este Jacobianul sistemului de ecuatii. Elementele Jacobianului reprezinti
derivatele partiale a ecuatiilor din sistem, in raport cu fiecare necunoscuta:

0fy 0fi 0fi7
dx; 0x, dx,
f; 0f, 0f>
J(XP) =F'(XP) = ox, ox, oy
Ofn 0fn 0fn
0x; 0x;  Oxply)

Testul de oprire al iteratiilor:

15



|[Xx@+D — X®|| < XTOL,

unde XTOL e toleranta de calcul dorita de utilizator.

b) Exemplu
Determinarea solutiilor sistemului de ecuatii:
{xz +y2—-5=0
y—e*—=1=0

Linia de comanda din Octave/Matlab:

X_tol=1e-6; % toleranta de calcul
X = [-2; 1]; % aproximatiile initiale din grafic
f= @(X)[ x(1)"2+x(2)"2-5
X(2)-exp(x(1))-1]; % vectorul ce contine functiile (F(x)=0)

% Jacobianul

df = @(x) [2*x(1)  2*x(2) % Jacobianul sistemului de ecuatii neliniare
-exp(x(1)) 1]; % se delimiteaza prin "spatiu™ elementele

Rezultatul:
Final program

Solutia x( 1)=-1.91968387326676359628
Solutia x( 2)= 1.14665331583679486194

Verificarea sistemului de ecuatii F(x)=0 ?
0.00000000000000000000
-0.00000000000000011102

16



6. Metoda eliminarii Gauss

A*X=B
A-matricea coeficientilor
X-vectorul necunoscutelor
B-vectorul termenilor liberi

all*Xl +312 *XZ +
a21 *X1 +azz *XZ +

+a1n*Xn=b1
+ an *Xp = b2

Apg *Xq +apy * Xy + -+ apy * X, = by

a) Metoda eliminirii Gauss

Metoda de calcul directa, metoda eliminarii Gauss consta in eliminarea succesiva a
termenilor de sub diagonala principala a matricei coeficientilor A si transformarea acesteia

intr-0 matrice triunghiular superioara (toti termenii de sub diagonala principala sa fie egali
Cu zero).

b) Conditii:

A — matrice nesingulara det(A) # 0

Termenii de pe diagonala principala sa fie diferiti de zero la fiecare pas al
eliminarii a( ) 2

Sistemul de ecuatii liniar de forma A*X=b se transforma intr-un sistem de ecuatii
echivalent la un sistem de ecuatii liniar de forma U*X=g

A*xX =B —GAUSS UxX=g

U — matrice triunghiular superioara
c) Etape de rezolvare

Pas 1

a,1 — primul pivot

.. azq ..
Linia 2 — —=x Linia 1

ajq

a1 ) Ain
azi azq

0 ap———=*ap Aon — — *Qin —&*b

11 ajq 1

a11

an1 ani — —anl * b

0 Anz — * A1y Apn — * aln 1
L ajq ajq

Dupa inmultirea tuturor liniilor de sub coeficientul a,, se ajunge la:

17



l

a1 Q2 aln
1
0 ay aZn l ‘ b(l)
0 @ o @
| o a,; J b |
Pas 2
aglz) — al doilea pivot si se repeta pasul anterior
oV
Linia 3 — ) * Linia 2
22
Termenii de sub al doilea pivot vor deveni egali cu zero
Pas n-1
11 Q12 A13 .. Qip T xq | b,
® ® ®
0 a;, ay; .. ay, [x2]| bgl)
2 2
0 o0 a§3) agn) * lx3J = bgz)
| Lr o
0 0 0 o n by

U — matrice triunghiular superioara
Pentru determinarea termenilor vectorului necunoscutelor X are loc procesul de
substitutie tnapoi (inmultim liniile matricei U pornind de la ultima linie si determinam

succesiv termenii vectorului X: X, Xp_1, e+, X1 -
b(n_l)
n =D
Tl‘l’l
a(n—z) £ x
b(n 2)  “n-1n n
Xn-1 = m-2)
an—Ln—l

d) Aplicatii:

1. Sa se determine solutia sistemului de ecuatii liniar prin metoda eliminarii Gauss in cele
doua situatii:
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X1+2*X2+3*X3:6
2%X +X, +4*xx3 =
3%X;+4%X, +x3=28

X1 +2%X, +3*x3=1
12*%X1 +Xy +4xX3 =
3xx;+4*x, +x3=1

2. Sa se determine solutia sistemului de ecuatii liniare prin metoda eliminarii Gauss:
(exemplu de matrice singulara)

S5%x;+6*X, +3*x3+x,=1
—X; —Xz3+x4 =1
2%X1+2%Xy;+X3+6%x4 =1
4xxX1+2xX, +3xx3+4*x,=1
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7. Factorizarea Cholesky

Fie sistemul:
all'x1+a12'x2+"'+a1n'xn =b1
a21'x1+a22'x2+“-+a2n'xn :bz
A1 X1+ Ay "Xy + -+ app - Xy = by,

In forma matriceald condensata, sistemul poate fi scris astfel:

A-X=B
A1 A1z 0 Qup
Az1 Qzz - d2p . C
unde: A=| : . .| — matricea coeficientilor;
An1 Qpz o Qpn
X, b,
X2 bz . . .
=| . | — vectorul necunoscutelor; B = "~ | — vectorul termenilor liberi;
Xn b,

a) Factorizarea Cholesky
Este o metoda directd de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare si presupune
descompunerea matricei coeficientilor A in produsul L - LT unde L este o matrice inferior
triunghiulara (are elemente nule deasupra diagonalei principale).
Pentru ca factorizarea sa fie posibild, matricea A trebuie sa indeplineasca conditiile:

1. sa fie simetrica in raport cu diagonala principala (a;; = a;;);

2. si fie pozitiv definitd (produsul XT - A - X > 0 pentru orice vector X).
Obs.: Verificarea proprietatii de matrice pozitiv definitd se poate face folosind teorema
Sylvester: o matrice este pozitiv definitd dacd si numai daca toti minorii principali ai
matricei sunt pozitivi:

a1 Q12 Qip
Pentru; A = afl afz a:Z"

An1 Qpz . Qpn
Daca:

D; =laq;| > 0;

a1 Qg2
Dz = > O;
az1 Qp
aj; Q12 Qg3
D; = 1Az21 G2 Q23] > 0;
asz; dzz; dsz

D,, = det (A) > 0 atunci matricea A este pozitiv definita.
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b) Metoda
i. Etapal (de factorizare)

In aceastd etapd se face descompunerea L- LT = A (practic se determind elementele

matricei L):
i 0 0 by g o I a1 Q12 0 Qi
121 l22 . 0 . 0 122 ln2 _ ay1 QAo ... (Qon
b bz o lin 0 0 lon An1 Qp2 ... Qpp

Elementele [;; se evalueaza prin identificarea termen cu termen a produsului matriceal.
Astfel:

2 _ — .
lf1=ay1 - Iy = \/ G115

L1 lhi=a, » 1 - Dz sau general: e Ly
11 " l21 = Qg2 21 = i = ;
Vvaiq Vaii
2
a
2 2 _ _ 12,
I3+ 15 =03, = L= |a;— ;
aiq

Dupa determinarea elementelor matricei L sistemul de ecuatii devine:
L-L"-X=B

Obs.: In urma factorizarii, elementele vectorului B (termentii liberi) nu se modifica.

ii. Etapa 2 (de rezolvare a sistemului)
Rezolvarea se face in doi pasi.

Pas 1.

Se noteazi LT - X =Y si astfel sistemul devine L - Y = B, sau in forma extinsa:
111 0 o 0 Y1 bl
g Lz oo O (Y2 )_|[ b2
lnl ln2 lnn Yn bn

Determinarea necunoscutelor y; se face pornind de la prima ecuatie (substitutie inainte):

b
Ecuatial: 1, y,=by >y, = _1;
L1
b, — 15, -
Ecuatia2: Ly -y, +lp Y2 = by >y, = — 121 yl'}
22

Ecuatian: ly -y, + Ly, ++ Ly v, =by,

bn - lnl "Y1 — lnz Y2 T ln—l,n—l 'yn—l_

= Yn =

)
lTlTl
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Pas 2:

Revenind la notatia LT - X = Y se determini necunoscutele x; pornind de la ultima ecuatie
(substitutie inapoi).

lir Ly - Iy X1 V1

0 122 an . xZ — yZ

0 0 lnn le y‘l’l
Ecuatia n:

. _ I,
nn xn_ynﬁxn_ 4
nn

Ecuatian — 1:

I ) I _ _Vn-1— lnn-1"%n .
n-1n-1"Xn-1 T lyn-1"Xn =Yn-1 2> Xp-1 = I ;
n-1,n-1
Ecuatia 1: 111'x1+121'x2+---+ln1'xn =y1
Vi— g xp == ly1 %y
- X =
ll,l

c) Aplicatii:
1. Fie sistemul de ecuatii liniare:

5'x1—2'x2+X3=10
—le+4‘x2+3X3=_1O
x1+3x2+SX3=20

a. Sa se verifice daca matricea coeficientilor este pozitiv definita.
b. Sa se determine solutia sistemului folosind metoda Cholesky.

2. Sa se determine solutia sistemului de ecuatii liniare aplicand factorizarea Cholesky
10 x; —x, + 2 x3+4 x4 +x5 =2
—X1+4x,+2x34+2x,+2-x5=15

2:x1+2x+10"x3+3-x4+3"x5=10
4-x1+2x,+3"x3+4x,+4 x5 =-8
X1 +2x,+3x3+4-x4+8 x5 =—12

3. Sa se formeze si rezolve prin metoda Cholesky un sistem de 3 ecuatii liniare.

22



8. Metoda Jacobi

a) Notiuni teoretice

In principiu metodele iterative constau in considerarea unei valori initiale X(® pentru
vectorul solutie X si apoi prin aplicarea unui algoritm de calcul iterativ se determina un sir de
aproximatii succesive X, x@ . x®care in principiu trebuie sa convearga catre solutia
exacta a sistemului.

Fie sistemul de ecuatii: A- X = B:

a11x1 + alzxz + a13X3 + -+ alnxn == bl
alel + azzxz + a23X3 + -+ aann == bz

ai1X1 + Ajpxy + Qjzx3 + -+ aipx, = b;
An1X1 + ApaXy + ApzXz + -+ AppXy = by

Cu formula de iterare:
XD = g+ M- X
In care

aji
b,

(25%)
9=|5s
assz
b,

o

azq Aon
| 0 . ——
M = az, az,

ani An2

- T 0

L Anpn Ann i

b) Conditie suficienta de convergenta:
Matricea A este diagonal dominanta, adica avem pe fiecare linie:

n
|aﬁ|2> :E: |aU |,i:= 1,n.

j=1,j#i
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Explicitand din fiecare relatie a sistemului de mai sus pe X;, i=1,2,..,n obtinem
urmatorul set de relatii:

( o = b, Q12 o — ai3 o e — Ain
! as as g as > a; "
! x, = b, _ ax xl_a23 X3 — . Gon .
azz azz ___azz azz
Y. = by, _ Am o — An2 o — __9nn—
\ " ann ann ! ann 2 aTlTl not

Alegem valorile aproximatiilor initiale egale cu [b;/a;;]. In prima iteratie folosim
valorile alese ca aproximatii initiale calculam valorile noi pentru fiecare xi, i=1,2,..n

Ulterior la fiecare iteratie folosim valorile obtinute in iteratia precedenta pentru a
obtine valori noi pentru fiecare Xi.

Procesul de iterare continua pana la incadrarea in toleranta dorita:

| XD — xB|| < e

Numarul de iteratii este influentat de calitatea aproximatiei initiale.

c) Problema rezolvata:
Folositi metoda Jacobi pentru a aproxima solutia sistemului:

le - 2x2 + SX3 = _1
_3x1 + 9x2 + x3 = 2
2x1 - xZ - 7x3 = 3

Solutie:

Scriem formula de recurenta:

X1=—1/5+2/5x2_3/5x3
X, =2/9+3/9%; —1/9x;3
X3=_3/7+2/7x1_1/7x2

Alegand xfo) = xéo) = xgo) =0-
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n 0 1 2 3 4 5 6 7

X1 0.000 -0.200 0.146 0.192 0.181 0.185 0.186 0.186
X, 0.000 0.222 0.203 0.328 0.332 0.329 0.331 0.331
X3 0.000 -0.429 -0.517 -0.416 -0.421 -0.424 -0.423 -0.423

d) Probleme propuse:
Folositi metoda Jacobi pentru a aproxima solutia sistemelor:

1.
2x1+x2 +X3=4
x1+2x2 +x3:4‘
x1+x2+2x3: 4‘
2.
6x1+x2+3X3 +X4=34
x1+5xZ+X3_ZX4:19
le_x2+8X3+x4: 22
xl_x2+X3+ 7x4:10
3.

(11x1+x2+3x3 + x4 + x5 =31
X1+ 7xy — 2x4 + 4x5 = 27
42x1—x2+8x3+x4+2x5= 38
lxl—x2+x3+ 7x4 + x5 = 35
—x, + x3 + 2x, — 5x5 = —16
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9. Conditionarea sistemelor de ecuatii
Fie sistemul:

all'x1+a12'x2+"'+a1n'xn=b1
a21'x1+a22'x2+“-+a2n'xn=b2

A1 X1+ Ay "Xy + -+ app - Xy = by,

In forma matriceald condensata, sistemul poate fi scris astfel:

A-X=B
ajp QA1 - Qip
a21 a22 s aZn
unde: A=| : : :
An1 QApz . Qpn
X1
X2
X =| .7 | —vectorul necunoscutelor; B =
le

— matricea coeficientilor;

by
b, . I
.~ | — vectorul termenilor liberi;

bn,

a) Conditionarea sistemelor de ecuatii liniare
Conditionarea sistemelor de ecuatii liniare presupune calculul numdarului de conditie al
matricei coeficientilor A (Cond(A)), in vederea incadrarii sistemului de ecuatii in una

dintre cele doua categorii:

e Sistem bine conditionat (Cond(A4) = 1)
e Sistem rau conditionat (Cond(4) > 1)

.....

ecuatii la erorile de rotunjire, o sursa frecventa de erori in calculul numeric.

Numarul de conditie al matricei A:

Cond(A) = ||A|| - ||A7Y|, unde||A|l, ||A~Y|| sunt normele celor doud matrice

Obs.: se poate ardta ca Cond(A4) = 1.

Norma reprezinta o valoare reald unica (scalar) care cuantifica ,,marimea” unei matrice.

Se vor folosi 2 tipuri de norme:

Norma liniilor (se alege maximul dintre Norma coloanelor (se alege maximul
sumele modulelor elementelor pe linii) dintre sumele modulelor elementelor pe
coloane)
n n
Il = max > ay| I 1= max ) Jay|
j=1 i=1

Obs.: numarul de conditie depinde de tipul de norma considerata;
Consideram o perturbatie R a vectorului termenilor liberi B (care sa simuleze o eventuala
eroare de rotunjire in sensul neconsiderdrii n calcule a unui numar suficient de zecimale):

, IRI[ .,
B’ = B + R,unde — ,mic

IBIl”

Modificarea operata asupra vectorului B, pastrand in acelasi timp matricea A
nemodificatd, se va propaga si asupra vectorului necunoscutelor X. Astfel, noul sistem

este:
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Se cuantificd modificarea aparuta in X prin:
E=X"-X
La analiza proportionalitatii dintre stimul-raspuns (perturbare - efect asupra X) se

desprind 2 scenarii:
IRl ”

1. Daca Cond(A) = 1 atunci perturbarea vectorului termenilor liberi B (m ,mic”)
conduce la o0 modificare de acelasi ordin in rAndul necunoscutelor X
(H tot ,mic”). Se spune ca sistemul este bine conditionat.

2. Daca Cond(A) > 1 atunci perturbarea vectorului termenilor liberi B (% ,mic”)
poate conduce la 0 modificare mai mare ca ordin de marime in randul
necunoscutelor X (% ,mare”). Se spune ca sistemul este rau conditionat.

Mentiune: cu cat Cond(A) este mai mare, cu atat este posibil ca efectul asupra X a unei
perturbari oricat de mici sa devina mai disproportionat. In principiu, pentru valori
Cond(A) < 100, nu se cauta sa se intervind asupra sistemului in vederea diminuarii

b) Precizari fisier Octave/Matlab:

1. Pentru ilustrarea completa a bunei/relei conditiondri nu doar prin intermediul
valorii Cond(A), ci si prin studiul variatiei necunoscutelor la aplicarea unei
perturbatii, se impune rezolvarea sistemului de ecuatii. S-a facut asta utilizand
metoda Gauss, prin urmare matricea coeficientilor trebuie sa fie nesingulara cu
elemente nenule pe diagonala principala.

2. Pentru evaluarea numarului de conditie folosind norma coloanelor in loc de
norma liniilor, a se folosi 4’ (transpusa lui A) in loc de A, ca prim argument al
functiei cond().

c) Aplicatii:

1. Fie sistemul de ecuatii liniare:

4x, 42 x,4+x3=1 0.01
9-x1+3-x,+x3 =2 sioperturbare R = <—0.01>
16'X1+4'x2+x3:3 001

. Sa se calculeze numarul de conditie al matricei coeficientilor Cond(A) utilizand
norma liniilor si s se precizeze daca sistemul e bine conditionat;

d. Sa se calculeze numarul de conditie al matricei coeficientilor Cond(A) utilizand
norma coloanelor si sd se precizeze daca sistemul e bine conditionat.

2. Sa se propuna o perturbare si sa se calculeze numéarul de conditie al matricei

coeficientilor Cond (A) utilizand pe rand cele doua formulari pentru calculul normei.
Ce observati? Care ar putea fi cauza?
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{ 10 x; —x,+ 2 x3+4 x4 +x5 =2
—X1+4x,+2x3+2x4+2-x5=15
2:x1+2x+10"x3+3 x4, +3-x5=10
4 x1+2x,+3x3+4x4,+4-x5=-8
X1 +2-x,+3x3+4-x,+8 x5 =—12

3. Matricea Hilbert este definita ca:

1 1 1
1 - -l -
2 3 n
1 1 1 1
H=|z2 3 4 n+1
1 1 1
n n+1 n+2 77 2n-1

Presupunand ca matricea Hilbert de 3x3 reprezinta matricea coeficientilor intr-un sistem de
ecuatii liniare, utilizati formula normei liniilor pentru a calcula numarul de conditie al
acesteia. Preluati matricea vectorilor liberi B si perturbarea R de la prima aplicatie.
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SUPORT ORE LABORATOR METODE NUMERICE

Anexa — Utilizarea Octave

Interfata de lucru

In acest paragraf se prezinta succint, interfata de lucru in mediul Octave.
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