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CAPITOLUL 1

Introducere

Controlul automat este preocupat cu intelegerea mediului inconjurator (a sistemelor),
avand ca rezultat o serie de produse (sisteme automate) care faciliteaza activitati mai
eficiente si mai sigure, in toate segmentele societatii.

Marea majoritate a sistemelor sau proceselor reale sunt multivariabile. In prezent,
acest segment al automaticii nu este suficient tratat in invatamantul superior romanesc,
la multe facultati de profil neexistand cursuri de modelare si de sinteza a sistemelor
multivariabile, acestea fiind privite si prezentate din punct de vedere didactic, intr-un
mod oarecum nefiresc, ca si cazuri particulare ale sistemelor monovariabile. Si aici insa,
totul se rezuma la prezentarea cunostintelor la nivel de principiu sau declarativ.

Nu acelasi lucru se poate spune despre sistemul de invatamant din strainatate, unde la
multe universitati de prestigiu exista cursuri axate exclusiv pe sistemele MIMO [Rodriguez,
2004d; Wen, 2004; Ly, 2003].

Prezentul material isi propune:

e Justificarea analizei sistemelor multivariabile prin prisma multitudinilor de aparitii
ale acestora in practica. De fapt, importanta studierii sistemelor multivariabile
rezida in faptul ca majoritatea sistemelor reale complexe sunt multivariabile.

e Prezentarea modalitatilor matematice de reprezentare a sistemelor multivariabile.
Surprinderea catorva aspecte specifice reprezentarii sistemelor multivariabile com-
parativ cu sistemele monovariabile.

e Sublinierea importantei analizei controlabilitatii si a observabilitatii sistemelor mul-
tivariabile. Studierea acestor proprietati urmarind atat caracterul lor intrinsec cat
si determinarea modurilor de comportare care le influenteaza.

e Studierea polilor i a zerourilor sistemelor, cu particularizare pentru cazul sistemelor
multivaribile.

e Prezentatea succinta a importantei cunoasterii pozitionarii in spatiul starilor a ze-
rourilor sistemelor.



Solutionarea obiectivelor propuse are in vedere consultarea unei bibliografii bazate pe
lucrari, articole gi carti de specialitate nationale dar mai ales internationale. Lucrarea
este organizata dupa cum urmeaza: in cel de-al doilea capitol sunt prezentate cateva
generalitati referitoare la analiza sistemelor in general, cu particularizari pe sistemele
multivariabile. Cel de-al treilea capitol este dedicat studiului controlabilitatii si a obser-
vabilitatii sistemelor multivariabile. In capitolul patru sunt prezentate probleme specifice
studiului polilor si a zerourilor sistemelor multivariabile, iar in urmatorul capitol este su-
bliniata importanta cunoasterii pozitionarii acestora in spatiul starilor. Ultimul capitol
este dedicat concluziilor referitoare la cele prezentate si la rezultatele obtinute.

De asemenea, lucrarea este prevazuta cu anexe, cu rol de suport matematic. Con-
ceptele teoretice prezentate in lucrare sunt sustinute prin exemple care se doresc cat mai
concludente pentru probblemele in cauza. Rezolvarea acestor exemple s-a realizat prin
utilizarea mediului Maple v.8, iar secventele de rezolvare sunt de asemenea prezente in
anexa lucrarii.



CAPITOLUL 2

Sisteme multivariabile. Generalitati

1 Introducere

O caracteristica a stiintei controlului automat actual este diversitatea de sisteme,
procese si fenomene pe care aceasta le analizeaza, le controleaza sau le supervizeaza
[Rodriguez, 2004a].

La inceputurile sale, controlul automat avea ca si scop doar reglarea unor parametri
in cazul unui proces. In prezent controlul automat a devenit o gtiina multidisciplinara
care implica [Ly, 2003]:

e sisteme fizice - de exemplu: roboti, avioane, submarine, sisteme economice, sis-
temul muscular uman, schimbatoare de caldura, sateliti, retele electrice, sisteme
meteorologice, etc.

e procese fizice, sociale, economice politice si virtuale - de exemplu: procese
de fabricatie a semiconductorilor, procese chimice, procesare de semnale, procesul
de respiratie, procesul de ardere a combustibililor, cresterea populatiei, securitatea
comertului, managementul deciziilor, managementul campului de lupta, etc.

e fenomene fizice, sociale, economice si politice - de exemplu: electrice, mecanice,
termice, optice, inflatia, scaderea stratului de ozon, etc.

Desi lista pezentata este menita sa evidentieze diversitatea domeniilor de aplicabilitate
a controlului automat, trebuie mentionat ca majoritatea sistemelor reale sunt sisteme mul-
tivariabile (MIMO").

Sistemele multivariabile sunt acele sisteme care au un numar oarecare, neunic de ma-
rimi de intrare si/sau iegire. Numarul de intrari gi/sau iegiri specifice unui sistem, proces
sau fenomen care trebuie monitorizate si controlate determina tipul de controler ce trebuie
utilizat, monovariabil sau multivariabil.

IMIMO - acronim de la Multi-Input Multi-Output.
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Trebuie insa bine inteles ca, caracterul de sistem monovariabil sau multivariabil este
determinat numai de gradul de perceptie a acestuia de catre inginer, materializat prin
finalitatea sistemului de control. Cu alte cuvinte, sistemul este acelasi, starile lui nu de-
pind de caracterul monovariabil sau multivariabil adoptat in abordarea acestuia, ceea ce
se modifica este numarul de variabile de intrare si iegire luate in considerare.

De exemplu, in prezent, majoritatea avioanelor sunt prevazute cu un sistem

automat pentru reglarea vitezei de croaziera (Figura 2.1(a)). Acest sistem este unul de tip
S150, urmareste numai mentinerea unei viteze constante indiferent de perturbatiile existente la
un moment dat si presupune monitorizarea vitezei curente gi corectarea acesteia prin modificarea

debitului de combustibil In motoare.
Insa exista avioane echipate cu sisteme de pilotare automata. In aceeasta situatie este necesar

sa se controleze In acelagi timp viteza avionului, altitudinea acestuia unghlurlle de tangaj si
ruliu, etc. In acest caz se poate utiliza un controler MIM O, vezi Figura 2.1(b). Variabilele
monitorizate (intrarile in controler) sunt asociate vitezei, altitudinii, unghiului de tangaj si ruliu
ale avionului, presiunii atomosferice exterioare avionului, nivelul de Oy evacuat din motoare, etc.
Variabilele controlate (iesirile din controler) pot fi considerate fluxul de combustibil in motoare,
pozitiile eleroanelor, a carmei, etc.

Se poate observa ca sistemul controlat, avionul in acest caz, este independent, raméne acelasi

indiferent de sistemul de control utilizat. Practic caracterul monovarlabll sau multivariabil al
avionului este imprimat de finalitatea sistemul de control.

Complexitatea sistemelor, datorata indeosebi multitudinilor de cerinte de control im-
puse sau a complexitatii constructive ridicate, face ca in practica sa se intalneasca mai
rar sisteme S1SO? autentice.

In mod traditional insa, sunt studiate sistemele cu o singura intrare si o singura iesire,
sistemele STSO. Astfel sunt implementate si studiate o varietate larga de metode pentru
aceste tipuri de sisteme [Dorf, 1980; Dobra, 1999; Bosgra, Kwakernaak si Meinsma, 2003;
Belea si Vortolomei, 1985; Goodwin, Graebe si Salgado, 2000; Hanganut, 1971; lonescu si
Varga, 1994; Dragomir si Preitl, 1979].

Controlerele multivariabile sunt in practica mult mai dificil de implementat si de uti-
lizat decat cele monovariabile, chiar daca teoretic sistemele MIMO si SISO au multe
proprietati comune. Acest fapt se datoreaza in special interactiunilor ce pot aparea intre
diferite bucle de reglare. Astfel daca pe o astfel de bucla de reglare exista un controler
SISO care a fost proiectat pentru un maxim de performanta pe acea bucla, este posibil
ca sistemul global sa devina instabil din cauza interactiunilor cu celelalte bucle de reglare.
Explicatia este simpla si tine de faptul ca controlerul monovariabil nu a fost proiectat
tinand cont de aceste interactiuni.

S-ar parea ca astfel de sisteme, care poseda mai multe intrari controlate si mai multe
iegiri masurate aduc o simplificare pentru problema controlului. Este insa destul de com-
plicat stabilirea unui mod de a beneficia de aceste avantaje. Problema este insa, dupa
cum se va observa in continuare, dificila deoarece subsistemele monovariabile nu sunt
independente unul de celalalt.

Din punct de vedere constructiv sau functional, se poate afirma ca sistemele multivari-
abile sunt formate din subsisteme monovariabile. Astfel, intuitiv, se deduce ca sistemele
multivariabile pot fi analizate gi controlate ca si ansamble de sisteme monovariabile. Si
ideea este una destul de utilizata! Totusi trebuie mentionat ca aceasta abordare nu este
intotdeauna posibila.

Adesea, din diverse motive?, sistemele multivariabile sunt divizate, analizate, moni-

28ISO - acronim de la Single-Input Single Output.
3Cum ar fi: complexitate functionald, restrictiile constructive, limitarile de abordare sau perceptie
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(a) Sistem de control de tip SISO.
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(b) Sistem de control de tip MIMO.

Figura 2.1: Sistemul controlat nu depinde de modul de abordarea al acestuia, indiferent
daca este SISO sau MIMO starile (interne) sunt aceleasi.

torizate, controlate ca si ansambluri de sisteme monovariabile. Descompunerea sistemelor
MIMO in sisteme SISO are ca prim rezultat o simplitate dobandita dar adesea acest
rezultat este suboptimal [Bosgra et al., 2003].

Pentru un sistem M MO aceasta simplificare este o modalitate de analiza si de sinteza
acceptabila, dar cu anumite restrictii legate indeosebi de interactiunile dintre subsisteme:

1. Daca semnalele provenite din alte bucle de reglare sau de la alte subsisteme STS0
sunt de amplitudine redusa, sau se pot separa in timp sau in frecventa de cele doua
semnale definitorii, de intrare si de iesire, ele pot fi tratate ca semnale perturbatoare*
pentru sistemul SISO. In acest caz se spune ca in sistem exista interactiuni slabe.

O alta solutie este considerarea acestor semnale ca si erori de model, erori care pot
fi minimizate daca se utilizeaza o analiza robusta a sistemului. In ambele situatii,

ale persoanei in cauza, scopul final pentru care se doreste analiza unui sistem, performantele de control
urmarite, bugetul disponibil etc.
4A nu se confunda cu perturbatiile ce pot afecta semnalele din sistem!



Introducere 6

03 02

(a) Celula (incinta) termica. (b) Modul de pozitionare a celor patru celule are ca
rezultat direct un sistem multivariabil.

Figura 2.2: Sistem multivariabil format din patru celule termice.

semnalele perturbatoare sunt efectul interactiunilor ce apar in sistem.

Aceasta metoda de abordare a sistemelor multivariabile poarta denumirea de control
descentralizat. Intr-un control descentralizat sistemul M TMO este aproximat ca si
un set de subsisteme SISO independente unul de celalalt.

Solutia este insa una de aproximare din moment ce interactiunile implica o reactie
inversa iar perturbatiile sunt intrari independente. Avantajul consta in faptul ca
atunci cand aceasta solutie se poate aplica, se pot utiliza metode specifice teoriei
sistemelor monovariabile [Goodwin et al., 2000].

Un sistem multivariabil [Isoc si Ignat, 2005] in care se poate aplica un control

descentralizat bazat de exemplu pe metoda de RGA (Relative Gain Array) [Bosgra et al.,
2003] este cel din Figura 2.2.

Sistemul este format dintr-un numaér de patru celule (incinte) termice, Cy, Cy, Cs si Cy,
asemenea celei din Figura 2.2(a), cuplate conform Figurii 2.2(b). Fiecare celuld termica
contine in interiorul sdu o sursa de caldura caracterizata de rezistenta electrica R, si un
senzor care masoara temperatura 6 din incinta.

Prin modalitatea de cuplare a celor patru celule, vezi Figura 2.2(b), temperaturile din
cele patru celule nu sunt determinate numai de sursa de caldura corespunzatoare ci si
de temperaturile din celulele adiacente. Constructia prezentatd are menirea de a simula
intr-un mod cat mai realist unele situatii intalnite in realitate: controlul temperaturii
intr-un autovehicul, intr-o sala de conferinte, ventilarea naturala a unei hale de crestere a
animalelor, etc.

In principiu, scopul controlului este de a mentine la valori dorite temperaturile din cele
patru celule, in mod independent de temperaturile din celulele adiacente. Este evident
aici, ca acest deziderat poate fi atins numai daca se considera o abordare multivariabila a
Intregului sistem.

O metoda pentru controlul sistemului este utilzarea unor paritati intre intrarile si iegirile
sistemului. Metoda poarta denumirea de Relative Gain Array [Bosgra et al., 2003]. Prin
utilizarea unei astfel de metode, fiecare celula poate fi controlata prin acordarea, de exem-
plu a unui regulator PID, in mod independent de temperaturile din celelalte celule.

. Cea de-a doua situatie apare in momentul in care solutia anterioara nu se poate
aplica si trebuie considerate toate semnalele simultan, rezultand astfel sisteme de
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my, Moy <<< M
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Figura 2.3: Sistem cu carucior si pendul invers dublu.

tip MIMO. Aceasta situatie se datoreaza cuplarilor (interactiunilor) constructive
sau functionale dintre diferite subsisteme constituente ale sistemului global, cuplari
ce nu pot fi neglijate.

In acest caz se spune ca in sistem exista interactiuni puternice iar aceasta abordare
poarta denumirea de control multivariabil total sau centralizat.

Un exemplu de sistem multivariabil in care apare fenomenul de cuplare con-

structiva este cel al pendulului dublu invers prezentat in Figura 2.3. Sistemul este format
dintr-un carucior de masa M pe care sunt amplasate doua tije mobile de dimensiuni L,
Lo si de mase my respectiv mo. Caruciorul este actionat de forta F' si se urmareste, de
exemplu, mentinerea unghiurilor 61 si 6o la valori diferite, astfel incat 61 # 6s.

Sistemul poate fi impartit iIn doua subsisteme fiecare dintre acestea avand menirea de a
surprinde dinamica celor doua tije.

si m1 = me, dupa mecanica clasica, obiectivele de control urmarite nu pot fi atinse, adica
01 # 5. Altfel spus, in conditile stabilite, nu exista o comanda (o forta F') care sa asigure
tranzitia pozitiei relative la verticala a celor doua tije, la unghiuri diferite 6, # 65.

Acest lucru se datoreaza ”cuplarilor constructive” ce apar intre cele doud tije. Problema
s-ar putea rezolva daca Ly # Lo sau my # mso!

Pentru sistemul din Figura 2.3 nu se mai poate aplica un control descentralizat, legaturile
dintre subsisteme fiind mult mai puternice decat in cazul sistemului din exemplul anterior.
In acest caz este necesara adoptarea unei metode de control centralizate.

Un alt exemplu de sistem multivariabil, dar care prezinta cuplari functionale
este laminorul la cald din Figura 2.4 [Mathworks, 2005].
Laminorul la cald are rolul de a modela o bara de material incalzita, atat pe latime cat si

pe inaltime, prin utilizarea pe axele x si y a doua perechi de cilindrii. Prin forta exercitata
de acesti cilindrii asupra materialului, acesta este modelat la forma dorita.
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Figura 2.4: Sistem de laminare la cald a materialelor metalice.

Scopul controlului aplicat este mentinerea dimensiunilor barei de material la valorile
dorite. Marimile controlate sunt fortele de apasare ale cilindrilor situati pe cele doua
axe. Imperfectiunile barei de material sau a cilindrilor de apasare sunt perturbatii pentru
sistemul de control. Acestea se pot manifesta pe ambele axe.

Distanta dintre doi cilindrii situati pe aceeasi axa, este o masura a dimensiunii materialul
la iegire dar deoarece ea nu poate fi masurata in apropierea cilindrilor, ca iesire este
utilizata forta de apasare a cilindrilor. Aceste doua valori sunt si variabilele de stare ale
sistemului. Solutia este valabila atdt pentru axa x cat gi pentru axa y.

In aceste conditii, sistemul prezinta o cuplare functionala Intre axa orizontala si cea ver-
ticala prin intermediul barei de material. Efectul acestei cuplari este ca o forta mai mare

de apasare a cilindrilor de pe axa z implica o forta mai redusa de apasare a cilindrilor de
pe axa y.

In ambele exemple cuplarea este un fapt evident iar analiza sistemelor ca si sisteme mul-
tivariabile este impetuos necesaria. Diferenta dintre aceasta cuplare si cea din exemplul
anterior este ca In acest caz ea nu este "constanta”. In acest caz cuplarea este determi-
nata in principal de functionarea sistemului si nu de constructia acestuia. Astfel pe langa
influentele datorate unei forte mai mari pe o axa decat pe cealalta, de exemplu ea poate
sa fie mai puternica pentru un anumit tip de material gi mai slaba in cazul altui material.

Din cele prezentate mai sus se poate observa ca in cazul controlului sistemelor multi-
variabile s-au dezvoltat doua tendinte [Johansson, 1997]:

1. Una corespunzatoare primei restrictii si care s-a materializat prin metode plecand de
la ideea de a "imbunatatii” performantele unui controler monovariabil in prezenta
diferitelor interactiuni (metode de decuplare [Goodwin et al., 2000], metode bazate
pe transformata Fourier, metode bazate pe siruri Nyquist [Bosgra et al., 2003], etc).

2. Una corespunzatoare celei de-a doua restrictii, prin care s-a cautat sa se atenueze si
controleze efectul acestor cuplari (metoda Hy, [Dobra, 1999], metode de optimizare,
metode bazate pe modelul intern [Morari gi Zafiriou, 1989; Patel gi Munro, 1982],
etc.).

Multe metode de control ale sistemelor multivariabile s-au nascut din experienta acu-
mulata din controlul unui proces anume. Dar eforturile depuse in acest nu au avut im-
pactul agteptat, cu cateva exceptii notabile [Siamantas, 1994]. Explicatia este ca cerce-
tarea in domeniul controlului multivariabil s-a dezvoltat indeosebi in aria matematicii, a
teoriei si mai putin in cea a practicii [Johansson, 1997].
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Tehnicile de analiza si sinteza a sistemelor SISO nu sunt intotdeauna adecvate si
sistemelor M IMQO, deoarece metodele pentru determinarea si interpretarea zerourilor sis-
temelor M IMO difera fata de sistemele STSO. Pentru sistemele STSO, zerourile functiei
de transfer sunt radacinile polinomului de la numarator dar in cazul sistemelor MIMO
acesta abordare nu mai este valabila. Astfel zerourile matricei de transfer nu sunt zerourile
functiilor ce apar in matricea de transfer.

Pentru a exemplifica acest lucru urmatoarele doua exemple [Rosenbrock, 1970] au
devenit clasice:

Fie un sistem multivariabil reprezentat prin matricea de transfer:

1 2
s+1 s+4+3
G(s) =
1 1
s+1 s+1

Se observa ca elementele matricei de transfer Gy;(s), 7,7 € {1,2}, (functiile rationale in s)
nu au nici un zero (valorile s pentru care G;;(s) = 0). Totusi sistemul multivariabil poseda un
zero la s = 1. Modul de determinare al acestui zero se va prezenta in §4. Tot atunci se vor
studia si efectele datorate lipsei acestui zero din matricea de transfer.

Sistemul multivariabil descris prin matricea de transfer:
1-1 2—s
(s+1)2 (s+3)?
G(S) = )
1-3s 1-s

3(s+1)?2 (s+1)2

are toate zerourile elementelor rationale Gj;(s), 4,5 € {1,2}, in semiplanul drept, dar totusi se
va observa in §4 ca sistemul are zerourile situate in semiplanul stdng. Inca o data se observa
ca problema determinarii zerourilor sistemelor multivariabile este mult mai complexa decat in
cazul sistemelor monovariabile.

In consecinta se impune studierea altor tehnici pentru determinarea zerourilor in ca-
zul sistemelor MIMO. Totusi unele aspecte legate de sistemele SISO se pot aplica si in
cazul sistemelor MIMOQO:

e polii sistemului;

e controlabilitatea si observabilitatea sistemului.

Aspectele prezentate anterior tin de o etapa primordiala in sinteza unor strategii de
control, supervizare sau de predictie pentru diferite sisteme, procese sau fenomene fizice,
si anume de analiza sistemului. In urma acestei etape se pot trage unele concluzii® privind
dinamica si stabilitatea sistemului, fiecare dintre aceste doua aspecte fiind influentate de
polii gi zerourile sistemului si de controlabilitatea si observabilitatea acestuia.

In functie de rezultatele obtinute in aceasta etapa si de performantele de control im-
puse, se pot adopta, adapta, proiecta si implementa diferite strategii de control. In
literatura de specialitate s-au tratat si dezvoltat mai multe tehnici de analiza si sinteza a

5Aceste concluzii sau rezultate pot fi interpretate ca si limitdri privind unele actiuni de control,
diagnoza sau supervizare specifice controlului automat.
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sistemelor MIMO, s-au realizat progrese mari dar totusi este inca un domeniu departe
de a fi acoperit [Villegas, 2004].

In capitolele urmatoare se vor acoperi cateva dintre problemele legate de analiza sis-
temelor multivariabile prin prisma controlabilitatii si observabilitatii acestora ca si pro-
prietati intrinseci ale sistemelor. De asemenea se vor prezenta modalitati pentru de-
terminarea polilor i zerourilor sistemelor, iar in final se va sublinia succint importanta
cunoasterii pozitionarii acestor valori in spatiul starilor.

Inainte de toate acestea se impune recapitularea catorva aspecte specifice studiului
sistemelor gi anume: liniaritatea sistemelor, invarianta in timp a acestora, modalitati ma-
tematice de reprezentare a sistemelor, polii si zerourile sistemului si problema reprezentarii
minimale a sistemelor.

2 Sisteme liniare invariante in timp

Sistemele liniare reprezinta o clasa foarte larga de sisteme sau modele matematice
care sunt utilizate pentru a descrie, a modela, simula sau aproxima sistemele fizice care
manifestd o comportare liniara [Rodriguez, 2004a).

Definitia 2.1 Un operator W (x) este liniar daca satisface principiile superpozitiei si o-

mogenitalii:

W(a1xq + agzs) = a1 W(xy) + agW(z2) (2.1)

Un sistem S care respecta relatia (2.1) este un sistem liniar. Respecatarea relatiei
(2.1) de catre sistemul S se poate traduce prin prin indeplinirea conditiei:

Yarui+asusz (t) = Q1Yuy (t) + a2Yu, (t)

unde:

e ay,as € R sunt doua constante;

Yu, (t) este raspunsul sistemului la intrarea u(t) = uy(t);

Yu, (1) este raspunsul sistemului la intrarea u(t) = us(t);
® Yaiuitazuy () este raspunsul sistemului la intrarea u(t) = aqu(t) + agusa(t).

Un sistem care nu este liniar este neliniar.

Sistemele liniare sunt foarte utilizate in diferite domenii ingineresti (navigatie, chimie,
robotica, etc.), dar trebuie mentionat ca aceste sisteme sunt de fapt o aproximare a unor
sisteme mult mai complexe. In practica un sistem liniar se obtine prin examinarea si
exploatarea comportamentului unui sistem neliniar in jurul unui punct de functionare, iar
procesul poarta numele de liniarizare [Ly, 2003; Isoc, 2001; Lewis, 2004a)].

Pentru a descrie comportamentul unui sistem dinamic se pot utiliza urmatoarele
ecuatii neliniare ce descriu variatia starilor si a iegirilor sistemului:

&= f(x,u) — ecuatiile de stare

2.2
y=g(x,u) — ecuatiile de iesire (22)
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unde z(t) € R” reprezinta starile sistemului, u(t) € R™ reprezinta intrarile controlate iar
y(t) € RP reprezinta iegirile masurate iar f si g sunt functii continue.

Daca sistemul se liniarizeaza, el poate fi descris prin ecuatii diferentiale liniare. In
aceste conditii ecuatiile de stare si de iegire pot fi scrise astfel:

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.3)

unde A(t) este o matrice de dimensiune n X n si reprezinta starile sistemului (matricea
coeficientilor), B(t) este o matrice de dimensiune n x m si reprezinta intrarea sistemului
(matricea de comanda), C(t) este o matrice de dimensiune p x n §i reprezinta iesirea
sistemului (matricea de iegire), iar D(t) este matrice de dimensiune p X m ce reprezinta
legatura directa existenta intre intrare si iesire (matricea de transfer direct).

In cazul in care elementele matricelor (A, B,C, D) sunt constante, sistemul descris
prin ecuatiile (2.3) este si invariant in timp. Cu alte cuvinte ”forma” iegirii sistemului nu
depinde de momentul in care intrarea este aplicata sistemului.

Un sistem care este liniar gi invariant poarta denumirea de sistem liniar invariant in
timp (LTI).

3 Polii si zerourile sistemelor

Majoritatea sistemelor dinamice pot fi descrise in contextul liniarizarii prin expresii
algebrice liniare simple sau ecuatii diferentiale de ordine reduse, cu coeficienti constanti
[Rodriguez, 2004a].

Un sistem S7 liniar invariant in timp poate fi descris in spatiul starilor (adicd prin con-
siderarea evolutiei acestuia, in speta a starile sistemului) printr-un cvadruplu de matrice
(A, B,C, D), iar fiecare dintre aceste matrice descriu interactiuni intre diferite marimi ce
caracterizeaza sistemul.

O astfel de descriere este de tipul intrare-stare-iegire.

Se considera un astfel de sistem S descris in spatiul starilor:

ERE v o

unde x e R", u e R™", y € RP, A, €ER B, s, € R, Cpxpy € R, iar Dyy, € R.
Reprezentarea sistemului considerat prin relatia (2.4) este o reprezentare de tipul
intrare-stare-iesire, iar cvadruplul (A, B, C, D) defineste o descriere in spatiul starilor
a sistemului. Perechea (A, B) defineste ecuatiile de stare® iar perechea (C, D) definegte
ecuatiile de tesire ale sistemului.
Deoarece sistemul este definit printr-un numar de n ecuatii diferentiale de ordinul
intai, sistemul este de ordiniul n.

6 Acronim de la Linear Time Invariant System.

"Desi controlul automat modern presupune analiza, sinteza si predictia sistemelor, proceselor sau
fenomenelor fizice, economice, politice sau sociale, reprezentate prin modele matematice, pentru o
usurinta in prezentare se va utiliza termenul de sistem, care se doreste a avea aici un caracter global.

8Starea unui sistem se poate defini ca si minimul de informatie necesars pentru determinarea iesirii

viitoare a sistemului, cdnd se cunoagte doar intrarea curentd si viitoare aplicata sistemului [Rodriguez,
2004a).
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Pentru un sistem S (2.4) descris in spatiul starilor sub forma de matrice (A4, B, C, D),
daca se aplica transformata Laplace [Dorf, 1980; Rodriguez, 2004a] pornind din conditii
initiale zy nenule, se obtin ecuatiile:

X(s) = (sl — A)twg+ (sI — A)"'BU(s) si,
(2.5)
Y(s)=C(sl — A) "'z + [C(s] — A)"'B + D|U(s)

In relatia (2.5), cu ®(s) = (sI — A)~! s-a notat matricea rezolventd asociatd matricei
A [Dragomir, 2004]. Daca sistemul porneste din conditii initiale nule (zq = 0), functia de
transfer de la intrarea u = [uy, ug, . .., up,)? la iegirea y = [y1, Yo, ..., Y] este datd de:

(2.6)

Reprezentarea sistemelor sub forma (2.6), unde N(s) este o matrice de dimensiune
p x m iar A(s) este un polinom in s, este o reprezentare de tip intrare-iegire.

Cu aceasta reprezentare a sistemului, determinarea polilor si a zerourilor sistemelor
S1S50 se face prin rezolvarea ecuatiilor:

e A(s) =0 = polii sistemului;

e N(s) =0 = zerourile sistemului.

Se va observa pe parcursul acestei lucrari ca o descriere de tip intrare-stare-iesire, vezi
Figura 2.5(b), ofera mai multe informatii despre dinamica sistemului si despre legaturile
interioare existente intre starile sistemului decat o descriere de tip intrare-iesire, vezi
Figura 2.5(a) [Lewis, 2004a].

Observatia 2.1

Pentru cazul in care m = p = 1, adica este un sistem SISO, H(s) are un singur
element, si se numeste functie de transfer de la intrarea u la iesirea y.

Daca m # 1 sau p # 1, adica este un sistem de tip MIMO, H(s) va fi o ma-
trice de dimensiuni p x m si poartd denumirea de matrice de transfer’ de la intrdarile
u = [ug, s, ..., un)? la iesirile y = [y1,Y2,...,y,|". Fiecare element H,;(s) al acestei
matrice reprezinta o functie de transfer de la intrarea j la iesirea © a sistemului.

Observatia 2.2

Prin analiza ecuatiei (2.6) se poate observa ca polii sistemului depind numai de ma-
tricea A iar zerourile depind de cvadruplul (A, B,C, D).

9In literatura de specialitate este notata si cu G(s). Notatia H(s) este folositd cu predilectie pentru
sistemele monovariabile.
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Figura 2.5: Modalitati de reprezentare ale unui sistem: (a) - prin relatii de tip intrare-
iegire, (b) - prin relatii de tip intrare-stare-iegire.

Din ecuatia (2.6), dupa simplificarea relatiei - N(s)'° rezultd o matrice de tran-

1
A(s)
sfer, notata H(s), care descrie sistemul original in functie de relatiile existente intre
intrarile si iesirile acestuia in conditis initiale nule'. In wrma unor astfel de simplificari
unii poli dispar din functia rezultata, astfel incat un sistem descris prin functii de transfer
se poate spune ca "mascheaza” [Teodorescu, 1984] unii poli. De exemplu un pol observabil
al unui sistem care nu porneste din conditii initiale nule poate sa fie excitat initial, dar
sa nu mai apard in functia de transfer din cauza unor anulari (compensari) intre un pol
st un zero. Explicatia este ca acel pol este necontrolabil!

Problema este ca prin descrierea unui sistem printr-o functie sau matrice de transfer,
nu se poate spune direct care dintre posibilii poli nu mai apar in functia rezultata.

De aceea se impune analiza unui sistem pornind de la reprezentarea acestuia prin
cvadruplul (A, B,C, D), care ofera o imagine asupra sistemului mai apropiata de reali-
tatile functionale, sau se impun alte forme de reprezentare a matricei de transfer. In
plus, reprezentarea in spatiul starilor este mult mai adecvata studierii sistemelor MIMO
deoarece in cazul acestor sisteme matricele de transfer pot prezenta si un anumit grad de
redundanta informagionald.

Pentru un sistem SISO la care m = p = 1, N(s) si A(s) vor fi polinoame in s iar
determinarea polilor si a zerourilor implica rezolvarea ecuatiilor polinomiale N(s) = 0,
respectiv A(s) = 0.

In cazul unui sistem MIMO, pentru care m > 1 gi/sau p > 1, N(s) va fi o matrice
de polinoame in s si evident determinarea zerourilor sistemului devine mai dificila. Acest
lucru se datoreaza faptului ca in cazul sistemelor multivariabile functia de transfer este o
matrice. De fapt cea mai mare problema a sistemelor multivariabile este ca se lucreaza
cu o matrice de functii de transfer si nu cu o functie de transfer ca in cazul sistemelor
monovariabile.

Pentru un sistem SISO, zerourile sunt date de valorile lui s pentru care functia de
transfer ia valoarea 0. Intuitiv, un zerou al unui sistem multivariabil este o valoare s la
care matricea de transfer isi pierde rangul maxim posibil. Problema poate deveni dificila

10 A ceasti simplificare este necesars. Chiar daca nu este realizata de citre proiectant, posibilele anuliri
poli-zerouri sunt realizate de la sine din punct de vedere functional!
1 Nu intotdeauna sistemul porneste din conditii initiale nule.



Problema realizarii minimale 14

daca se tine seama de faptul ca in cazul sistemelor multivariabile avem de-a face cu o
matrice de functii de transfer. In plus aici se ridica o serie de posibile probleme cum ar
fi: sistemul nu este reprezentat intr-o forma minimala sau exista compensari intre poli si
zerouri. In plus, in capitolele urmatoare se va observa ca vor exista mai multe tipuri de
zerouri pentru sistemele MIMO.

Determinarea polilor unui sistem MIMO, sub reprezentarea (2.6) se face tot prin
rezolvarea ecuatiei A(s) = 0, ca si in cazul sistemelor STSO deoarece aga dupa cum s-a
observat acestia depind numai de elementele matricei de stare A, care nu este influentata
de numarul de intrari sau iesiri ale sistemului considerat.

Problema cea mai mare pe care o ridica analiza sistemelor M IMO este data de even-
tualele anulari (compensari) intre poli si zerouri, intre N(s) si A(s). Aceste anulari au
ca efect disparitia unor poli sau zerouri, astfel incat reprezentarea H(s) rezultata nu
este elocventa pentru determinarea polilor sau a zerourilor sistemului. De exemplu polii
determinati din ecuatia A(s) = 0 pot sa nu mai apara in numitorul functiei H(s). La fel
se poate intampla gi cu zerourile ecuatiei N(s) = 0. Determinarea corecta a acestora se
face pornind de la cvadruplul (A, B, C, D), sau daca matricea H(s) este adusa la o forma
particulara.

Sistemul descris prin:

poseda polii la s = —1 gi s = —3.
Daca se determina functia de transfer a acestuia:

2 2
1 —25—2 —25—2 " s+3  s+3
G(S) = C(SI — A)ilB = 5 I: =
s°+4s+3 4s+4 4s+14 4 4
—_——
As) N(s) 5+3 s+3
se observa ca polul s = —1 nu mai apare in functia de transfer rezultata.

Cauza acestei situatii o reprezinta existenta unui zerou la s = —1 care anuleaza (com-
penseaza) polul respectiv. Efectul acestei anulari este din punct de vedere matematic disparitia
polului si a zeroului la s = —1 din functia de transfer rezultata, iar din punct de vedere sistemic,
modul dat de s = —1 este neobservabil.

4 Problema realizarii minimale

Pentru a analiza si apoi a controla un sistem este necesar in primul rand de a avea o
descriere (un model) a acestuia.

Intuitiv, stiind ca un sistem poate avea mai multe modele posibile (datorita neunicitatii
realizarilor de stare), se pune problema stabilirii celui mai simplu model care sa pastreze
insa informatiile cu privire la transferul intre intrarile si iesirile sistemului. Acest deziderat
se poate obtine printr-o realizare de stare minimala. Obiectivele unei astfel de realizari
este de a obtine o descriere minimala a sistemului din punct de vedere al numarului de
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stari utilizate. Altfel spus, problema minimalitatii unui sistem presupune determinarea
unei realizari de stare (A, B,C, D) pornind de la marimile de intrare wu(t) si iesire y(t),
astfel incat cvadruplul rezultat (A,B, C’, 15) sa corespunda unui numar minim de stari
(ordin minim pentru sistem'?).

Definitia 2.2 | Un sistem descris in spatiul starilor printr-un cvadruplu (A, B, C, D) este

in forma minimala daca sunt folosite un numar minim de stari pentru determinarea
transferului intrare-iesire al sistemulus.

Observatia 2.3

Din definitia de mai sus rezulta ca problema minimalitatic unui sistem este legata de
forma de reprezentare a acestuia (de model), deci chiar daca depinde de sistem ea nu este
a sistemului (a procesului in sine) ci este a reprezentdrii acestuia'®. De aici si importania
ei.

Daca exista o alta descriere a sistemului, fie ea (A, By, Cy, D1) cu un numar mai mic
de stari si care conduce la aceeasi functie de transfer H(s), atunci sistemul nu este in
forma minimala.

Un sistem descris printr-un cvadruplu (A4, B, C, D) este in forma minimala daca si
numai daca nu exista simplificari poli-zerouri in matricea de transfer H (s) aferenta acestei
reprezentari in spatiul starilor.

La un sistem SIS0, conditia de minimalitate este indeplinita daca nu exista radacini
comune intre numitorul si numaratorul functiei de transfer H(s) [Lewis, 2004b].

La sistemele M MO minimalitatea sistemului este o problema direct legata de polii si
zerourilor sistemului. De exemplu, pentru un sistem care poseda acelagi numar de intrari
si iegiri, adica m = p, pentru ca o descriere sa fie in forma minimala este necesar ca acesta
sa nu posede zerouri la aceleasi frecvente cu ale polilor.

O metoda simpla de verificare a minimalitatii unui sistem consta in verificarea contro-
labilitatic si a observabilitatii acestuia, potrivit urmatoarei teoreme:

Teorema 2.1 I Daca un sistem liniar invariant in timp, descris in spatiul starilor prin ma-

tricile (A, B, C, D), este complet controlabil si complet observabil, el este intr-o reprezentare
minimala [Ly, 2003; Ionescu, 1985; Schutter, 2000; Teodorescu, 1984; Willems, 2003].

Observatia 2.4

Descrierea minimala a unui sistem este formata numai din partea controlabila si cea
observabila a sistemului. Astfel daca se determind ca perechea (A, B) este necontrolabild
sau ca perechea (C, A) este neobservabila, sistemul nu este intr-o formd minimala [Ly,

2003].

12Un numir minim de ecuatii diferentiale prin care se descrie sistemul sau un numir minim de stari
prin care se descrie sistemul [Dragomir gi Preitl, 1979].

3 Totusi in continuare, pentru usurinta exprimarii, se va folosi expresia minimalitatea sistemului in loc
de minimalitatea reprezentarii sistemulus.
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Fie sistemul descris prin matricele:

0 1 0 0 0
0 —332 0 0 10.98
A=109 0 0 1| B= 0 ;
0 10.14 29.85 0 —33.47

100 0
C=1001 0]

In capitolele urmatoare se va arata ca sistemul este complet controlabil si complet observabil,
deci modelul determinat de matricele (A4, B, C) este in forma minimala. Cu alte cuvinte, modelul
in spatiul starilor este determinat de un numar minim de stari, pastrand in acelasi timp toate
informatiile legate de transferul intrare-iegire determinat de:

1
Hi(s) = C(sT — A)'B 5(0.091s 1 0.303)
~(0.3282985% — 9.8)(0.091s + 0.303)

In cele prezentate mai sus s-a pornit de la ipoteza ca sistemele sunt descrise in spatiul
starilor. Ce se intampla insa daca sistemul este descris prin functie sau matrice de transfer?

Pentru trecerea din reprezentarea sistemului sub forma de functie (matrice) de transfer
intr-o realizare minimala in spatiul starilor exista tehnici de realizare minimala [Ly, 2003;
Patel §i Munro, 1982; Teodorescu, 1984; Dragomir si Preitl, 1979]. In cazul in care se
cunoagte matricea de transfer H(s) a sistemului, transformarea acesteia in cvadruplul
(A, B,C, D) se poate face numai daca se cunosc informatii suplimentare privind structura
sistemului [Teodorescu, 1984]. Acest lucru se explica prin faptul ca unei matrice de
transfer 1i corespund o multime arbitrar de mare de realizari (A, B, C, D) care include si
multimea realizdrilor minimale (A, B, C', D) [Teodorescu, 1984].

Rezumat

Majoritatea sistemelor reale sunt sisteme multivariabile.

Sistemele multivariabile sunt mai dificil de studiat decat cele monovari-
abile, in primul rand datorita conexiunilor si cuplarilor ce pot aparea
in cadrul unor astfel de sisteme.

Pentru controlul sistemelor multivariabile se disting doua abordari:
controlul descentralizat si controlul multivariabil total. Pe baza aces-
tor doua directii s-au dezvoltat diferite metode de control multivari-
abil.

In cazul sistemelor multivariabile, aspectele privind studiul controla-
bilitatii, observabilitatii si a polilor sistemelor sunt comune sistemelor
simple, monovariabile.

Alte aspecte cum ar fi zerourile sistemelor multivariabile necesita o
abordare specifica.




CAPITOLUL 3

Controlabilitatea si observabilitatea
sistemelor multivariabile liniare invariante in
timp

In acest capitol se vor studia doua proprietati ale sistemelor si anume: controlabi-
litatea i observabilitatea acestora. Fie ca un sistem poseda sau nu aceste proprietati
este necesara studierea lor deoarece acestea influenteaza in unele situatii existenta unui
controler pentru sistemul considerat. De fapt tot controlul clasic s-a dezvoltat pe baza
acestor doua proprietati ale sistemelor.

Stiintele ingineresti sunt preocupate cu intelegerea si controlul sistemelor fizice, pro-
ceselor i a fenomenelor in beneficiul omului si a societatii.

Motivatia existentei controlului automat este legata de cateva cerinte necesare omului
cu privire la aceste sisteme, procese sau fenomene:

e utilizare sigura;
e utilizare eficienta;
e calitate ridicata;

e profitabilitate ridicata.

Controlul automat, ca stiinta inginereasca, se bazeaza pe teoria structurilor cu reactie
inversa (feedback) si pe analiza sistemelor care presupune existenta unei relatii cauza -
efect intre componentele unui sistem [Dorf, 1980].

In prezent se cunosc diferite metode de sinteza a unor controlere bazate pe reactia in-
versa pentru o gama larga de sisteme [Dorf, 1980; Dobra, 1999; Hanganut, 1971; Hanganut,
1996; Patel si Munro, 1982; Rodriguez, 2004a; Teodorescu, 1984; Dragomir si Preitl, 1979;
Villegas, 2004].



18

D
u + i1 x +1ty
B N - ( ——
s
A
Reactie Reactie

S—— o
pe stare pe tesire

Figura 3.1: Diagrama bloc a reprezentarii sistemului in spatiul starilor.

Ideea reactiei inverse este de a gasi o modalitate practica de a aloca (plasa) polii sis-
temului de controlat astfel incat sa 1i fie afectate modurile nedorite in sensul modificarii
influentei lor asupra intregului sistem. Dar cand se poate influenta manifestarea unui
mod natural al unui sistem prin reactie inversa? Raspunsul la aceasta intrebare este dat
de proprietatea de controlabilitate a unui sistem.

Pentru a se evidentia si constientiza importanta notiunii de controlabilitate trebuie
inteles in primul rand ce inseamna reactia inversa pentru un sistem.

Se da un sistem .S descris in spatiul starilor de ecuatiile:

(3.1)

T = Ax + Bu
(S){ y=Cz+ Du

unde r € R", u e R™, y € R?, A,4,, € R By € R, Cpyp, € R, iar Dy, € R Acest
sistem se poate reprezenta prin schema bloc prezentata in Figura 3.1.

Se cunoaste ca sistemele prezinta o dinamica proprie care adesea se doreste influentata
deoarece nu corespunde cerintelor utilizatoruluil. Astfel de dinamici ar putea fi date de
moduri instabile, lente, de elemente neliniare, sau de unele incertitudini legate de modelul
ce caracterizeaza sistemul.

Pentru a imbunatatii dinamica unui sistem o solutie este utilizarea unei reactii inverse.
Reactia inversa afecteaza intrarile sistemului i poate fi realizata:

e doar dupa starile sistemului, u = f(x);
e doar dupa iegirile sistemului, u = f(y);

e atat dupa starile cat si dupa iegirile sistemului, u = f(z,y).

ICerinte legate indeosebi de instabilitate si performantele de control [Patel si Munro, 1982].
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Utilizarea unei reactii pe stare (x) presupune stabilirea unei matrice de control K, si
utilizarea unei legi de control de forma:

u=r— K,z (3.2)

unde wu este intrarea sistemului iar r este un vector de dimensiune m X 1 i determina
referinta sistemului de control.

Daca se aplica o reactie inversa pe iesire (y), legea de control poate fi scrisa astfel:

u=r—Kyy (3.3)

unde de aceasta datda K, este matricea de control iar marimea urmarita pentru deter-
minarea erorii (abaterii) este iegirea (iegirile in cazul sistemelor multivariabile) sistemului.

Utilizarea unei astfel de strategii de control este o sarcina destul de simpla si de trans-
parenta [Lewis, 2004b]. Problema se rezuma doar la stabilirea matricelor de control K, sau
K. Pentru calcularea acestor matrice exista metode deja consacrate [Bosgra et al., 2003;
Goodwin et al., 2000; Patel si Munro, 1982]. Lucrarea de fata nu urméaregte determinarea,
acestor matrice, insa doreste lamurirea catorva aspecte legate de unele proprietati ale
sistemului, proprietati care nu tin de strategia de control adoptata, dar care influenteaza
determinarea acestor matrice.

Astfel, din cele prezentate anterior se pot ridica cel putin alte doua aspecte:

1. Legea de control adoptata da rezultatele agteptate numai daca modurile sistemuluz
pot fi controlate, adica daca starile sistemului sunt accesibile, cu alte cuvinte daca
sistemul este controlabil. Ideea este ca nu intotdeauna se poate modifica dinamica
unui sistem.

2. Problema de control devine complicata daca vectorul starilor nu este accesibil. Acest
inconvenient apare cand nu toate modurile de comportare ale sistemului sunt vizi-
bile, adica starile nu pot fi misurate sau determinate matematic?. In aceste conditii
sistemul nu este observabil.

Din cele prezentate se observa necesitatea studierii a doua proprietati intrinseci ale
unui sistem: controlabilitatea si observabilitatea. Daca aceste doua proprietati nu sunt
satisfacute de catre un sistem, acesta poate avea o dinamica nedorita.

Fie un sistem care poseda un pol simplu instabil § = a, a > 0.

Daca starea s = § nu poate fi controlata printr-o structura cu reactie dupa stare, sistemul va
avea o dinamicd (z(t) = e — o0o) instabild, lucru care nu este de dorit. Rezolvarea problemei
consta in eliminarea instabilitatii, daca aceasta stare poate fi controlata.

Dar ce presupune ca un sistem sa fie controlabil? Dar observabil? Cum se poate
determina daca un sistem poseda aceste proprietati? Si ce anume le influenteaza?

In continuare se vor acoperi cateva probleme specifice controlabilitatii si observabilita-
tii sistemelor liniare invariante in timp. Deoarece este important ca notinunile teoretice sa
fie legate de aplicatii, aspectele teoretice specifice acestor doua proprietati vor fi introduse
si sustinute prin diferite exemple care se doresc a fi cat mai sugestive.

2De exemplu prin utilizarea unui observator de stare.
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1 Controlabilitatea sistemelor liniare invariante in timp

Notiunea de controlabiliate a unui sistem este determinata de cerinta impusa acestuia
astfel incat, printr-o forma (modalitate, evolutie) controlata, sistemul sa treaca dintr-o
stare initiala oarecare intr-o stare finala dorita, intr-un timp finit.

Urmatorul exemplu subliniaza importanta studierii controlabilitatii unui sistem.

Pentru inceput se considera un sistem SISO [Lewis, 2004a] descris prin relatiile:
1] _[1 O T1 0
=l AlE ][R
y=10 1] 7]

Se presupune ci sistemul porneste din conditii initiale nule z(to) = z(0) = [0,0]7.

Deoarece sistemul porneste din x(0) = [0,0]7 si starea i1 (t) = x1() va rezulta c& z1(t) = 0,
(V) t > 0. Acest rezultat implica faptul ca sistemul controlat va putea fi condus numai pe
directia celei de-a doua stari 9 = —z9 + u. Consecinta este ca orice stare x1(t) # 0 nu va putea

(3.4)

Pentru a verifica aceste afirmatii se calculeaza solutia ecuatiei 3.4 si iegirea acestuia [Dragomir,
2004]:

t
z(t) = eAz(0) + / A y(r)dr,
0

t
y(t) = CeMx(0) + C/ A=) Bu(r)dr.
0

Se calculeaza matricea fundamentalé:

A el 0
=1
¢ 5( fe) el

Deoarece sistemul porneste din conditii initiale nule, indiferent de intrarea aplicata sistemu-
lui, componentele libere pentru variatia starilor si pentru variatia iegirii sistemului sunt nule.
Astfel variatiile acestora sunt determinate numai de raspunsul fortat determinat de intrarea
aplicata sistemului. In cazul in care se aplica o intrare de tip treapta unitara u(t) =1, ¢ > 0
variatiile starilor gi cea a iesirii sistemului sunt:

2t =4 O | wy=1-e.

Variatia iegirii sistemului este prezentata in Figura 3.2(a) iar variatia starilor este prezentata
in Figura 3.2(b). Se observa c& numai starea za(t) = 1 —e ™! este influentati de intrarea aplicata

sistemului. . e
Daca insa sistemul nu porneste din conditii initiale nule?

Se considera ca sistemul porneste din starea initiala x(0) = [1,1]. In aceasta situatie, daca
se aplica tot o intrare de tip treapta unitara, variatiile starilor si a iesirii (Figura 3.3) sunt:

et
=11 1
fI,'(t) [ §€t — 567{/ +1

Se ridica astfel o intrebare cu privire la capacitatea unui sistem de a fi condus din orice stare
intitiala in orice alta stare dorita. Este evident ca acest sistem nu poate fi condus in orice stare

1 1
t)= el — et + 1.

sistemul este instabil.
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(a) Raspunsul sistemului. (b) Variatia starilor sistemului.

Figura 3.2: Raspunsul si variatia starilor sistemului 3.4 la intrare de tip treapta unitara
gi in conditii initiale z(0) = [0, 0]7.
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(a) Réspunsul sistemului. (b) Variatia starilor sistemului.

Figura 3.3: Raspunsul si variatia starilor sistemului 3.4 la intrare de tip treapta unitara
§i in conditii initiale z(0) = [1, 1]T.

Un exemplu de sistem fizic care nu este controlabil este cel din Figura 3.4, in care

se doreste controlul nivelelor de lichid din cele doua rezervoare h; respectiv hg prin marimea
de comanda us. In acest caz marimile de stare pot fi hy si ho, iar iesirile sistemului sunt chiar

aceste nivele.
ici necontrolabilitatea sistemului este observata fenomenologic. Doar prin manipularea de-

bitului uy de lichid in cel de-al doilea rezervor, nivelul din primul rezervor nu poate fi controlat.
Este necesar sa se controleze si debitul de lichid transferat din primul rezervor in cel de-al doilea.
Acest lucru se poate face prin introducerea unei valve suplimentare vy.

Fie un sistem descris prin:

| @(t) = Ax(t) + Bu(t)
)4 0= onty + Dt (335)

unde z este un vector de dimensiune n x 1 numit vectorul starilor, u este un vector de
dimensiune m X 1 numit vectorul intrarilor, y este un vector de dimensiune p X 1 numit
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hy
U1 U9
ha
U2
=

Figura 3.4: Sistem cu doua rezervoare amplasate in cascada.

vectorul iegirilor, A este o matrice de dimensiune n x n, B este o matrice de dimensiune
n x m, C este o matrice de dimensiune p X n iar D este o matrice de dimensiune p X m.

Solutia ecuatiei de stare (3.5) pentru o intrare oarecare u(t), t > 0 daca se porneste
dintr-o stare initiala xy, este data de relatia:

t

£(t) = Ay / A B(ryu(r)dr (3.6)

to

Definitia 3.1 Un sistem (S) descris prin ecuatia (3.5) este controlabil daca si numai
daca oricare ar fi doud stari xo = x(to) st x1 = x(t1) si momentele de timp to, t1 (ty < t1)
existd o comandd u(t), cut € [to, 1], care sa permitd trecerea sistemului din starea initiald
Zo in starea finald x;.

Nota 3.1

Un sistem este complet controlabil daca toate starile i sunt controlabile.
Un sistem este total necontrolabil daca toate starile 71 sunt necontrolabile.

Observatia 3.1

Din definitia de mai sus rezulta ca pentru un sistem controlabilitatea este o problema
de existenta a unei comenzi u admisibile pentru sistem, care sa asigure transferul din
starea xy in starea x1 intr-un interval de timp finit.

Starile xq si x1 sunt alese arbitrar.

In cazul in care conditia de mai sus nu este satisfacuta, atunci acel sistem este
necontrolabil, adica sistemul nu poate fi trecut in mod controlat, adica sub actiunea unei
comenzi, din starea initiald xo in cea finala x;.
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Necontrolabilitatea implica existenta cel putin a unei stari ce nu poate fi influentata
prin nici o comandd.

O stare necontrolabila este o stare care nu poate fi cuplata cu intrarea sistemului, adica
o comportare a sistemului care nu poate fi influentata de comenzile aplicate sistemulus.

Se va observa ca aceasta proprietate a sistemului nu depinde de matricele C' si D din
reprezentarea (3.5) a sistemului.

1.1 Grammianul de controlabilitate

Teorema 3.1) Sistemul (S) descris prin (3.5) este complet controlabil, conform Definitiei

3.1, daca s1 numai daca matricea, de dimensiuni n X n:

t1
W (to, t1) = / A= BBT AT =T) g7 (3.7)
to

este inversabila [Ly, 2003].

Observatia 3.2

Matricea M, este de dimensiune n X n, este definitd numai pe intervalul [to,t1], este
simetrica gi pozitiva [Ly, 2003].

Sa se verifice controlabilitatea sistemului descris prin matricele:
0 —1 0
a=[o Zi]m=[Y)

t1
Se verificd daca matricea W (to,t1) = [ eAt1=m) BBT A" (1=7) g1 este inversabili. Daci se
to
N0 s T AT
inlocuieste s = t1 — 7, rezultd W(0,¢1 — to) = [ ¢*°*BB'e” ®ds. Se calculeazi matricea
| —

0
We(s)
Wy(s), dupa care se calculeaza integrala:

Wi(s) :[(1) e;’_;l}[(l)}.[o 1].[(6,8_11)6,8 698 _

B [ (5 =12 (e —1)* ]
- (6—8 _ 1)6—5 6_25

iar matricea W(0,¢; — tp) este:

t1—to _16*2(151*150) + 2~ (t1—to) _ 1 o (t1—to) _1672(1‘/1*1‘/0) 4 e~ (ti—to)
W(0,t; —tg) = Wi(s)ds = 2 2
(0,t1 — to) Of ¢(s)ds _1672(t17t0)+67(t17t0) _%efg(tl,to)
6_(t1_t0) — ln 6_(t1 _tO) 6_(t1 —to)

= _16—2(t1—t0) +€_(t1_t0) _16_2(t1_t0) ]
L 2
[ — ne—(t1—to) e~ (t1—to)

- e—(t1i—to) _16—2(t1—t0) ]
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Rangul matricei W (0, t; —t¢) este egal cu 2 (cele doua linii sunt liniar independente), matricea
W este inversabila, deci sistemul este complet controlabil. Aceastd proprietate implica faptul ca
toate starile sistemului pot fi aduse intr-un interval finit de timp dintr-o stare initiala oarecare
intr-o stare finala dorita.

Nota 3.2

Pentru un sistem de ordinul n, dupa aplicarea metodei bazate pe grammianul de con-
trolabilitate, daca rangul matrices W nu este maxim, adica egal cu n, atunci sistemul nu
este complet controlabil.

Numdarul de stari necontrolabile este dat de n — Rang(W), unde n este numdarul de
stari ale sistemulus.

Se considera urmatorul sistem in spatiul starilor:
-1 4 2
A=]"0 s3]m0

Sa se verifice daca sistemul este controlabil.
t1
In acest sens se verifica daca matricea W (to,t1) = [ eAt1=m) BBT ¢A" (11=7) g1 este inversabili.
to
-2
Matricea Wi(s) = [ 460 ’ 8 }, iar matricea:

t1—to

W(O,t1 —to) = / Wt(s)ds _ [ _26(*2t10+2t0) 192 8 ] .

Determinantul [WW(0,¢; — t9)| = 0, rangul matricei este egal cu 1 deci sistemul este necon-
trolabil. Deoarece n — Rang(W (0,t; —t9)) = 2 —1 = 1, rezulta ca exista o stare necontrolabila.
Daca se analizeaza sistemul, se poate observa ca &y = xo, adica variatia celei de-a doua stari
depinde numai de valorile anterioare ale sale, astfel Incat ea nu este controlabila.

1.2 Matricea de controlabilitate

Metoda bazata pe grammianul de controlabilitate este uneori mai greu de aplicat, mai
ales In cazurile in care n > 3. O alta modalitate de verificare a existentei proprietatii de
controlabilitate este prin analiza solutiei (3.6).

Pentru sistemele invariante in timp, daca se considera starea finala ca fiind x(t) =
x(t1) = 0, adica se aduce sistemul 1n origine zo = x(ty) — x(t1) = 0, rezulta:

t1
T = —/e_ATBu(T)dT (3.8)
to

Aceast# egalitate este posibila pentru (V) g, dac# si numai daca liniile matricei e =47 B
sunt liniar independente [Patel si Munro, 1982]. Siind ca:

def - 1 n _ _
AT Ay = £ (5T - A,
n=0

rezultd faptul cd matricea [(sI — A)~1B] trebuie si posede rang maxim, adica rang|(sl —
A)7IB] = min(n,nm) = n.
Se poate scrie ca:
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(s —A)'B=(UIs"'+As 2+ A%+ ..)B=DBs '+ ABs >+ A’Bs™® + ...
si prin utilizarea teoremei Cayley-Hamilton, rezulta:

(sl — A)_lB =Bs '+ ABs 2+ A?2Bs 3+ ...+ AmDBg ™ =

s
g2
=[B AB A?B ... A'B]| s7°
Ecuatia (3.8) are solutie numai daca rangul matricei:
®.=[B,AB, A’B, ... A" VB, m (3.9)

este egal cu n (exista n linii independente), unde n este dimensiunea vectorului de stare.

Matricea @, atasata unui sistem poarta numele de matricea de controlabilitate si este
de dimensiune n X nm (este o matrice cu mai multe coloane decat linii). Ideea este ca
prin aceasta matrice se verifica daca exista stari care nu sunt influentate de nici-o intrare
aplicata sistemului.

Controlabilitatea unui sistem este determinata numai de matricea de stare A si de

matricea B ce determina intrarea sistemului, matricele C' si D neavand nici o influenta
asupra acestei proprietati.

Se considera sistemul descris prin matricele:

A:[g _H,B:H] (3.10)

Matricea de controlabilitate corespunzatoare acestui sistem este:

o.=[B AB]:[? _H

care are rangul egal cu 2, deci sistemul este complet controlabil.

Observatia 3.3

Pentru un sistem descris prin matricele (A, B,C, D), cu Ay € R, By € R, Cpyy €
R, Dpxm € R, metoda prezentata este utila numai pentru verificarea proprietatii de con-
trolabilitate. Astfel daca rangul matricei ®, = r < n, se poate spune doar ca sistemul este
necontrolabil, dar nu se pot determina cele n — r stari ale sistemului care implica acest
lucru (starile care nu pot fi controlate).

Se considera sistemul descris prin matricele:

A:{g _H B:[_H (3.11)
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Matricea de controlabilitate corespunzatoare acestui sistem este:
1 -1
$.=|B AB]:[_l 1]

care are rangul egal cu r = 1, deci sistemul este necontrolabil. Cum n = 2 gi r = 1, rezulta ca
sistemul are o stare controlabila si una necontrolabila, dar ele nu se cunosc.

In cazul unui sistem SISO exista o singura intrare, deci m = 1, matricea de contro-
labilitate este patratica si sistemul este complet controlabil daca |®.| # 0.

Daca m > 1, pentru a stabili rangul matricei de controlabilitate, trebuie verificat
daca aceasta contine un numar de n coloane (linii) independente, operatie care poate
deveni dificila mai ales daca numarul m de intrari este mare. Pornind de la observatia ca
pentru o matrice patratica este mai ugor de determinat rangul, se revine la grammianul
de controlabilitate:

W =o.0" (3.12)

care este o matrice de dimensiune n x n. Sistemul este complet controlabil daca [W| # 0
[Lewis, 2004b].

Pentru sistemul descris prin:

0 30 0 3 2
. l1 -4 0 o0 1 2
=109 00 -1 |%TT|]1 1|UY

0 01 2 11

prin utilizarea relatiei (3.12), rezulta:

3316 3292 92 92

o7 — 3292 3284 84 84
cFe ™ 92 84 8 8
92 84 8 8

Determinantul acestei matrice este egal cu 0, deci sistemul este necontrolabil. Mai mult, matricea
de controlabilitate este:

2 -3 -6 3 18 -3 -—-54
2 -1 -6 1 18 -1 —-54
1 -1 -1 1 1 -1 -1 |~
1 -1 -1 1 1 -1 -1

e =

= 0

iar rangul ei este egal cu 3 si in consecinta se poate afirma ca sistemul prezinta o stare necon-
trolabila.

Un alt exemplu interesant este urmétorul [Patel si Munro, 1982].

Fie sistemul: 01 1 )

In acest caz matricea de controlabilitate a sistemului este:
1 1 1 —1
$.=| B AB]:[l 1 1]
cu rangul egal cu 2, deci sistemul este controlabil.
Daci insi se considera intrarile separate va rezulta pentru prima intrare u; = by = [1 1]7:

De=[b1 Ab]=|1 |]

cu rangul egal cu 1, deci sistemul este necontrolabil in raport cu prima intrare, iar daca se
considers cea de-a doua intrare ug = by = [1 — 1]7:
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do=[br Ab]=|_] 71|

rangul va fi tot 1 iar sistemul va fi necontrolabil si in raport cu cea de-a doua intrare.

In concluzie sistemul este controlabil in raport de ambele intrari dar nu este controlabil in
raport cu fiecare intrare in parte! Acest lucru se datoreaza conexiunilor existente prin sistem
intre cele doué intrari care anuleaza efectele unor zerouri prin intermediul unor poli. Acest lucru
se va observa in capitolul urmator.

Din exemplele anterioare rezulta ca prin utilizarea matricei de controlabilitate ®. se
poate doar verifica existenta proprietatii de controlabilitate a unui sistem. Pentru o a-
naliza completa a sistemului, in cazul in care sistemul este necontrolabil, se impune si
cunoasterea modurilor §i a starilor care implica aceasta proprietate.

1.3 Testul Popov-Belevitch-Hautus

Se da un sistem descris in spatiul starilor prin matricele A si B. Pentru identificarea
modurilor controlabile si necontrolabile se poate utiliza criteriul Popov-Belevitch-Hautus
(PBH)? pentru controlabilitate:

Teorema 3.2' Un sistem invariant in timp pentru care matricea A poseda valori proprii

distincte, este mecontrolabil daca si numai dacd existd un vector coloand w (diferit de
zero) astfel incat:

wlA = \w? si w'B=0, (3.14)

sau altfel spus, daca §i numai daca exista un vector coloanda w (diferit de zero) care
satisface ecuatia:

w' [\ — A | B] =0, (3.15)

unde cu \; s-au notat valorile proprii ale matricei A, i =1...dim(A).
Daca nu exista un astfel de vector atunci sistemul este controlabil [Ly, 2003].

Teorema 3.2 ofera un suport destul de avantajos pentru determinarea proprietatii de
controlabilitate In raport cu valorile proprii ale matricei A. Astfel daca se cunosc aceste
valori proprii, se pot identifica eventuali vectori w care satisfac ecuatia (3.15).

Este mai ugor daca se pornegte de la cea de-a doua egalitate din (3.14), se cauta vectori
w care satisfac relatia w? B = 0 si care apoi verific si prima egalitate din (3.14).

In unele cazuri, indeosebi pentru n > 2, determinarea acestor vectori devine dificila.
In aceste cazuri se poate folosi urmatoarea teorema ce are la baza tot criteriul PBH:

Teorema 3.3' Un sistem tnvariant in timp este controlabil daca si numai daca rangul
matrices:

este egal cu n = dim(A), pentru toate valorile compleze s. [Ly, 2003].

Daca se studiaza relatia (3.16) se poate observa ca rangul matricei se modifica numai
pentru acele valori s = \;, i« = 1...n, adica pentru valorile proprii ale matricei A, deoarece

3Dup4 numele celor trei cercetdtori care au ajuns la acelagi rezultat [Ly, 2003].
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in aceste cazuri rang[sI — A] < n. Pentru alte valori s # \; rezulta det(sI — A) # 0 si
conditia (3.16) este indeplinita.

Observatia 3.4

In cazul in care sistemul nu este controlabil, prin Teorema 3.3 este posibila deter-
minarea valorilor proprii ale matricei A care determina modurile necontrolabile ale sis-
temului. Pentru determinarea acestor valori se verifica conditia (3.16) pentru toate valo-
rile s = \;, unde \; € A\(A).

Ex. 3.10 | Se considera tot sistemul din (3.11), pentru care se determina valorile proprii ale

matricei A, Ay = 0 si Ao = —1. Se Incearca determinarea unui vector w care satisface cea de-a
doua parte a conditiei (3.14). Astfel:

[ w1 w?]'[_lﬂzo

de unde rezultd w; — wy = 0. Se considerd wy = a, a € R si rezulta we = a. Se aplica criteriul

PBH:
Pentru A\ =0,

e se verifica Teorema 3.2:

T M
w B
01]
a a = 0 Jfa al=[0 0
(¢ al-[9 -1]=0 Lo a]=[0 0]
wT X A1 wT

Cum ambele conditii sunt verificate rezulta ca sistemul nu este controlabil, mai mult,
modul determinat de A\; = 0 nu este controlabil.

e sau rangul matricei:
P _ [ 0 -1 1
PBH=10 1 -1

este egal cu 1 deci modul determinat de A\; = 0 nu este controlabil si in consecinta sistemul
nu este controlabil.

Pentru Ay = —1,

e se verifica Teorema 3.2:

T N——
w B
0 11_19 o .
[a al-lg 1 ]=I J#ZL-[e a]=[-a —a]
wT —_— A2 wT
A
Deoarece cea de-a doua conditie nu este verificatd pentru nici un vector w’ = [a, —al,
a € R, rezulta ca modul determinat de Ao = —1 este controlabil.
e se verifica si rangul matricei:
-1 -1 1
CreH=| o 0 -1

care este egal cu 2, deci modul determinat de Ao = —1 este controlabil.
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In concluzie se poate spune ca sistemul nu este controlabil, mai mult, acesta prezinta un
mod controlabil (e*2! = e~?) si unul necontrolabil (eM! = 1).

Ex. 3.11 || Fie sistemul [Ly, 2003] descris prin:

() = [ <0 ] () + [ : ] u(t) (3.17)

Sa i se verifice controlabilitatea si, daca este cazul, sa i se determine modurile necontrolabile.

e Metoda de verificare bazata pe examinarea grammianului:

Stiind ca:

sicas=t; —ty,
t1—to

W(0,¢ — to) = / e BBT e 5 ds

_ e”2 0 _ | (1 —e2At—t))/2
W(O,tl—t())— /[ 0 O}ds_[( € 0 )/ 0

Determinantul matricei W (0,t; — to) este egal cu 0, deci matricea nu este inversabila si
in concluzie sistemul nu este complet controlabil.

De asemenea deoarece n — rang[W (0,t; —tp)] =2 — 1 = 1, rezulta ca sistemul are o stare
necontrolabild si una controlabila, dar inca nu se cunosc valorile lor.

e Matricea de controlabilitate:

o =[B AB]=|§ “g]

Rangul matricei ®. este 1 < 2, deci asa dupa cum era de asteptat sistemul este necontro-
labil. Din nou se poate afirma ca sistemul are o stare controlabila si una necontrolabila
dar acestea nu se cunosc.

e Se aplica criteriul PHB. Valorile proprii ale matricei A sunt: Ay = 0 si Ao = —1. Pentru

fiecare valoare s = \;, ¢ = 1, 2, se aplica criteriul PBH:

— A1 =0, se calculeaza rangul matricei ®ppy = [MI — A Bi:

Rang (| g ¢ 0 ])=1

deci modul determinat de Ay = 0 nu este controlabil.

— A1 = —1, se calculeaza rangul matricei ®ppy = [A2f — A B]:
Rang([g _(1) (1)]> =2
rezulta cd modul determinat de Ao = —1 este controlabil.

e Se poate verifica si conditia |W| # 0, unde W = ®.®7":

|W| = ‘ % 8 ‘ = 0 = sistem necontrolabil.
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1.4 Descompunerea sistemelor in partea controlabila si in partea
necontrolabila. Descompunerea modala a sistemelor

Se da un sistem descris in spatiul starilor prin matricele (A, B, C'). Controlabilitatea
fiind o proprietate intrinseca a sistemului, ea se pastreaza pentru orice realizare sistemica
echivalenta a sistemului dat.

Definitia 3.2 Doud sisteme (A, B,C) si (A, B,C) sunt echivalente pe stare dacd

exista o matrice patratica nesingulara P astfel incat:

A=P'AP, B=P'B, C=CP. (3.18)

Observatia 3.5

Definitia de mai sus exprima de fapt o transformare de stare & = Px.

Nota 3.3

Echivalenta intre doud sisteme este simbolizata astfel: (A, B,C) ~ (121, B, é’) [Tonescu,
1985].

Teorema 3.4' Pentru un sistem descris prin:

= Ax + Bu
y=Cx+ Du

st pentru care matricea de controlabilitate,
®.=[B, AB, A’B,..., A" 'B]

are rangul egal cu ny < n, exista o matrice de transformare nesingulara P, ., astfel incat:

fl:P—lAP:[AH {1”} B:P—lB:{Bl}
A Y
0 An 0 (3.19)

C=CP=[C C], D=D

unde [A11]n, xn, $¢ [Biln,xm, astfel incat
Tang(cﬁc) = Témg[Bl, Alléla Alléla e ,A?flé] =nN.

Observatia 3.6

Daca un sistem este descris sub forma (3.19), verificarea controlabilitatii se reduce

doar la calcularea rangului matricei determinate de elementele Ay si By.
In plus printr-o asifel de descompunere a sistemului inifial, acesta a fost impartit in

partea controlabild, definita de matricele A1, By $i in partea necontrolabild, definita de
matricea Ags.
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Ca $1 rezultat direct al acestei descompuneri se va observa in exemplele urmatoare ca
in matricea de transfer a sistemului vor aparea numai elementele controlabile ale repre-
zentarii sistemulus.

Daca se studiaza matricele din (3.19) se observa ugor ca componenta sistemului definita
de matricea Ayy determing partea necontrolabila a sistemului, deoarece aceasta nu este
influentati de nici o comandd din matricea B.

Urmatoarea teorema este utila in analiza structurala a sistemelor, tinand cont de forma
(3.19) de reprezentare a sistemelor:

Teorema 3.5. Descrierea sistemului prin matricele (A, B, C, D) este echivalenta pe stare

cu descrierea prin matricele (A, B,C, D), la care perechea (A, B) are forma din (3.19) si
(A11, By) reprezinta partea controlabila a sistemului initial.

In urma unei astfel de transformari in reprezentarea sistemului, tinand cont si de cele
mentionate anterior, se pot trage urmatoarele concluzii:

1. Starile sistemului (A, B, C, D) pot fi impartite in doui categorii:

e [Z.] de dimensiune n; = rang(®.) corespunzatoare starilor controlabile, Z. €
X,., unde cu X, s-a notat subspatiul controlabil al sistemului;

e [7c] de dimensiune (n — n;), corespunzatoare starilor necontrolabile, 7, € X,
unde cu X, s-a notat subspatiul necontrolabil al sistemului;.

Aceste stari se obtin prin aplicarea matricei de transformare P asupra vectorului de
stare al sistemului (A, B, C, D):

Mai mult, {z} = {Z.} + {@:}.

2. Matricea de transformare P contine atat bazele subspatiului controlabil X, (partea
controlabild) al sistemului cat si a subspatiului necontrolabil X, (partea necontrola-
bild) al sistemului. Aceasta observatie este deosebit de utila in verificarea posibilita-
tii aducerii sistemului intr-o stare oarecare dorita. Cu alte cuvinte daca se cunoaste
matricea P se poate verifica daca starea finala dorita poate fi atinsa sau nu.

Aga dupa cum s-a prezentat, pentru a ajunge la o reprezentare a sistemului (3.19)
este nevoie de o matrice de transformare P. O solutie simpla exista daca matricea de
stare a sistemului prezinta valori proprii diferite. Daca aceasta conditie este indeplinita
si matricea A, , prezinta valorile proprii \;, i = 1,...,n, o matrice de transformare este
alcatuita din vectorii proprii echivalenti w :

P = [wi]psn. (3.20)

In plus in aceste conditii, P~'AP = A, unde
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A0 0 0
0 X 0 O
0 0 0 M\

nxn

este o matrice ce contine pe diagonala principala valorile proprii ale matricei A. Matricea
A poarta denumirea de forma canonica diagonala a matricei A.

Sistemul echivalent devine:

e
I
S
+
ool
I

(3.21)

<
I
Q=
S

unde B,xim si épxn-

Nota 3.4

Reprezentarea sistemului sub forma 3.21 poarta denumirea de forma canonica di-
agonala a sistemulus.

Pe baza acestei noi reprezentari a sistemului se poate utiliza o noua metoda pentru
analiza controlabilitatii unui sistem:

Teorema 3.6 I Un sistem reprezentat prin matricele (A, B), pentru care matricea A prezintd
valori proprii distincte, este complet controlabil daca st numai daca toatele liniile matrices
B = P'B sunt nenule, unde P este o matrice ce contine pe diagonala principald vectori
proprii ai matricei A.

Observatia 3.7
Acest criteriu de analiza a controlabilitatii unui sistem este valabil numai cand ma-
tricea de stare A prezinta valori proprii distincte.

Daca matricea B prezinta pe o linie toate elementele zero, starea s = \ corespunzatoare
liniei respective din matricea A, nu este controlabila. Acest lucru se explica prin faptul ca
starea respectiva nu este cuplata cu nici o comanda.

Ex. 3.12 || Fie sistemul descris prin matricele:

0 4 10 0 !0 100 0
A=10 0 1’3200’020010]-
0 -1 -1 0 0 1
Valorile proprii ale matricei A sunt Ay = 1, Aa = =3, A3 = 0 si Ay = —2. Toate valorile

proprii sunt diferite, deci se poate aplica metoda de descompunere prezentata.
Matricea de transformare este formata din vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii
calculate:
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_ 1 -
5 10,5
3 2
-2 =10 0 -5
P=
1 1 0 1
1 -3 0 -2

In urma utilizarii matricei de transformare, rezulta sistemul echivalent descris prin matricele

A=P AP, B=P 'BsiC=CP:

SR
] ] 2
1 00 0 -
0 -3 0 0 1
rT=19 00 o0]|%TT 10u
0 00 —2 6
L J 10
A 3
i )
B
1
5 105
= 3 2
1 10 1
é

Se poate observa ca matricea B are toate liniile nenule, deci toate starile s = \;, ¢ =
1,...,4 sunt controlabile. Astfel sistemul este complet controlabil. Rezultd cid matricea de
controlabilitate trebuie sa posede rangul maxim posibil, adica egal cu 4:

00 10 -40 16 0
. — 10 -4 0 16 0 =54 0
c—f{00 00 -10 4 0
00 -10 40 —-15 0

Se observa ca rang(®.) = 4 deci conditia este verificata.

Se mai poate afirma cd pentru acest sistem orice stare finala poate fi atinsa intr-un timp
finit, neexistand limitari in acest sens din punct de vedere al controlabilitatii sistemului, din
moment ce toate starile acestuia sunt controlabile.

Din cele prezentate anterior, se ridica o intrebare referitoare la starile sistemului: cum
se poate determina daca o anumita stare a sistemului poate fi atinsa sau nu? Raspunsul
este simplu: daca starea respectiva este inclusa complet in subspatiul controlabil al sis-
temului atunci ea poate fi atinsa. Daca insa ea nu este complet inclusa in subspatiul
controlabil, are unele componente in subspatiul necontrolabil, atunci ea nu poate fi atinsa.

In analiza structurala a unui sistem cunoasterea subspatiului controlabil X, si, daca
este cazul, a celui necontrolabil X, este foarte importanta, deoarece astfel se pot obtine
informatii utile privind starile ce pot fi sau nu influentate prin comanda. In acest sens
urmatoare teorema este deosebit de utila:

Teorema 3.7. Pentru sistemul descris prin matricele (A, B) cu matricea de controlabili-
tate ., fie subspatiul complet controlabil X, definit ca si domeniul matricei P, si subspatiul

necontrolabil X, definit ca si subspatiul nul al matricei ®F, atunci cele doud subspatii sunt
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complementare, Range(®.) L Ker(®T) si impreund formeazd spatiul vectorilor de stare X,
adicd Range(®,) & Ker(®1) = X.

Din Teorema 3.7, pentru un sistem descris prin matricele (A, B), cu rangul matricei
de controlabilitate ®. egal cu n, se pot trage urmatoarele concluzii:

e Subspatiul controlabil al sistemului X, este determinat de un numar n; de p}, i =
1,2,...ny coloane liniar independente ale matricei ®.. Astfel un vector de stare
controlabil x trebuie sa fie inclus complet in subspatiul X,.. Matematic acest lucru
este echivalent cu necesitatea ca vectorul x sa fie o combinatie liniara a celor n
coloane ce determina subspatiul X.:

x:alp%—i—agp%—i—...—i—aipil, aeR, 1=1,2,...m

O modalitate de a determina daca un vector x este controlabil este prin verificarea
rangului matricei:

[pt P} ... Pl oz ]

Daca matricea are rangul egal cu n; atunci vectorul x este controlabil, deoarece
rangul matricei nu se modifica prin adaugarea de noi vectori coloana care sunt deja
combinatjii liniare ale coloanelor p}, i = 1,2,...n;. Intuitiv se poate anticipa ci in
cazul In care acest rang este mai mare decat n, vectorul nu este controlabil.

e Subspatiul necontrolabil X, al sistemului este determinat de un numar (n — n;) de

linii p?, 7 = 1,2, ..., (n—n;) liniar independente ale matricei ®Z. Un vector de stare
x este necontrolabil daca contine elemente nenule situate in subspatiul necontrolabil
X,.

Daca matricea:

2 2 2
[ b1t P3 --- Ppy T }
are rangul mai mare decat n, atunci vectorul nu este controlabil, deoarece vectorul

x este liniar independent de coloanele p?, i = 1,2,...n; el continand si elemente
nenule din subspatiul necontrolabil X..

O alta modalitate de verificare este prin utilizarea matricei de transformare P =
[pil,pﬂ, i=1,2,...n1,7=1,2,...(n —nq). Se determina:

x z
r=P| ‘|=>|°|=P'
Te Te
si daca Z; este nenul, atunci vectorul de stare x este necontrolabil.

Astfel pentru determinarea subspatiilor controlabile si necontrolabile ale unui sistem
descris prin matricele (A, B) se urmaresc etapele:

e Se calculeaza matricea de controlabilitate ®. a sistemului;

e Se calculeaza rangul n, al matricei de controlabilitate ®;
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e Se determind o matrice [Py],xp, formata din n; coloane liniar independente ale ma-
tricei de controlabilitate ®. a sistemului, adica P; = Range(®.). Coloanele matricei
[P;] formeaza o baza pentru subspatiul controlabil X, al sistemului;

e Se determina o matrice de completare [Pg]nx(n_nl) formata din n — n; vectori x,
pentru care ®Xz = 0, adicd P, = Ker(®1). Coloanele matricei [P,] formeaza o baza
pentru subspatiul necontrolabil X, al sistemului.

In urma parcurgerii etapelor anterioare se obtine gi matricea de transformare P =
[Py, P], prin care sistemului initial poate fi reprezentat sub forma (3.19).

Observatia 3.8

Utilizarea metodei prezentate anterior pentru determinarea matricei de transformare
P a sistemului este foarte utila indeosebi cand matricea A a sistemului nu posedad valori
proprii distincte.

Ex. 3.13 || Fie sistemul descris prin matricele:

0 -3 0 0

1 -4 0 0

A=1¢9 00 -1 |:B=
0
0

=N N

0 0 1 2
0100 0
C:{o 0 0 1}7D:[0
Se determina matricea de controlabilitate:

32 -3 -6 3 18 -3 54

. — 12 -1 -6 1 18 -1 —-54
c~/]l]11 -1 -1 11 -1 -1 ?
11 -1 -111 -1 -1

al carei rang este egal cu 3, deci sistemul nu este controlabil.

Valorile proprii ale matricei A sunt [—-3,—1,—1, —1].

Matricea P;, de dimensiune 4 x 3 se poate scrie cu trei coloane liniar independente din
matricea P.:

e
Pi=1711 _1
11 —1

Matricea P de dimensiune 4 x 1 se poate scrie in functie de un vector z = [0,0, —1,1]7" care
verific ecuatia @z = 0:

0
p=1_9
1
Astfel matricea de transformare este:
15 6 0
P=111 1 1
1 1 -1 1

Prin utilizarea matricei de transformare astfel determinate se calculeaza matricele:
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-1 0 0 0
d=pitap=| o ) 7§ 0y
0 0 0 -1
10
B=Pla=|0 b1,
0 0
5 1 2 -6 0
C:CP:[1 1 -1 1]7
~ 0 0
si se identifica ugor matricele:
_ -1 0 0 . 0 -
An = 0 0 =3 |,Ap=| -3 |,An=I[-1]
01 —4 —
- 10 -
Bi=|01|,By=[0 0],
0 0
~ 1 2 -6 0
01:[1 1 -1 1]-

Se verifica controlabilitatea perechii (A1, By):

- 10 -101 0 -1 0
rang®.=rang| 0 1 0 0 0 -3 0 12
00 010 -4 0 13

deci este controlabila.

In noua forma, starile controlabile ale sistemului sunt Z, = [z1, x2, T3
labila este Tz = [x4].

Matricea de transfer a aistemului initial, definit de matricele (A, B, C), este:

|7 iar starea necontro-

S 9 7
H(s)=| $ T 1 s T 3 ’
L s+1 s+1 ]
iar matricea de transfer determinata de matricele (12111, Bl, C’l):
- 9
fI(s) _ | s J{ 1 s J{ 3
L s+1 s+1 ]

Cum cele doua matrice de transfer sunt similare, se poate concluziona ca matricea de transfer
a sistemului initial este egald cu matricea de transfer a partii controlabile, iar partea necontro-
labila nu mai apare in matricea de transfer initiala, desi ea exista in reprezentarea structurala
a sistemului. Deci, in matricea de transfer a unui sistem intervine numai partea controlabila (si
se va observa ulterior ca gi cea observabild) a sistemului.

Poate fi adus sistemul din starea initiala xo(t9) = 0 in starea finala z¢(t;) = [0,1,0,0]?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare se verifica daca aceasta stare este inclusa complet in

subspatiul controlabil al sistemului.
Starea finala se poate scrie in functie de matricea de transformare P a realizarii sistemice de
controlabilitate astfel:
Ze
zy =P [ ] = Pz

Te

Se determina:
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-1 A
2
3
z=P F= 8
1
8
L 0]
13 T
Cum componenta controlabila z, = [—5, 3’ —g] este inclusa in subspatiul controlabil (e-

xista trei valori scalare a; ad. ajpl + aopd + agpé = Z.) sl cum nu exista nici o componenta
nenuld Zz = [0] in subspatiul necontrolabil, rezulta ca aceasta stare finala poate fi atinsa intr-un
interval limitat de timp.

Dar in cazul in care zs(ty) = [2,1,4,0]7
Se determina:

- 1A
2
17
z=P F= 8
5
8
L —2
117 517
Se observa ca componenta controlabila Z, = {5, 3 g} este inclusa in subspatiul controla-
bil dar ca exista o componentd nenuld ¥z = [—2] in subspatiul necontrolabil, deci aceasta stare

finala nu poate fi atinsa.
Este de retinut ca prin transformarea starii finale xy a sistemului initial in starea corespun-
zatoare realizarii sistemice de controlabilitate se poate evalua mult mai usor daca aceasta stare

poate fi atinsd sau nu. Acest lucru este adesea imposibil de observat din descrierea initiala a
sistemului.

1.5 Controlabilitatea pe iegire si controlabilitatea functionala

Metodele prezentate anterior permit determinarea proprietatii de controlabilitate a
unui sistem, gi a starilor care o implica pornind de la matricele A si B. Astfel prin De-
finitia 3.1 se verifica proprietatea de controlabilitate urmarindu-se atingerea unei stari
dorite*.

O alta cerinta impusa sistemelor de control este ca prin manipularea unor comenzi a-
decvate, iesirea sistemului sa poata fi adusa intr-un timp finit nenul la orice valori dorite®.
Acesta proprietate poarta denumirea de controlabilitate pe iegire.

Definitia 3.3| Un sistem (S) este controlabil pe iesire dacd, urmdrindu-se o iegire

y(t) pentrut > to, exista o intrare u(t) care genereazd iesirea y(t) pornind din orice stare
initiala y(to)intr-un timp finit nenul.

4De aici si denumirea de controlabilitate pe stare.
5Aceste valori sunt totusi limitate de functionalitatea sistemului.
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Aceasta abordare a controlabilitatii unui sistem este privita din punctul de vedere
al influentei intrarii asupra iegirii, spre deosebire de controlabilitatea anterioara care era
studiata urmarindu-se influenta intrarii asupra starilor sistemului.

Teorema 3.8' Un sistem dinamic descris prin tripletul (A, B,C), de ordinul n si vectorul
de iesire y de dimensiune p este controlabil pe iesire daca $i numai daca rangul matrices:

P, = CB CAB ... CA"'B ] (3.22)

pxXmn

este egal cu p [Dragomir si Preitl, 1979].

Observatia 3.9

Controlabilitatea pe iegire se examineazd in functie de matricele (A, B,C'), spre deose-
bire de controlabilitatea pe stare care depinde numai de matricele (A, B).

Deoarece matricele (A, B, C) determind si matricea de transfer a sistemului, controla-
bilitatea pe iesire mai poarta $i denumirea de controlabilitate intrare-iesire.

Ex. 3.14 § Se considera sistemul:

0 -3 0 0 3 2
. |1 =4 0 0 1 2
=109 0 0 —1 |TT|1 1|UY

0 0 1 -2 11 (3.23)
[0 100
Yy=10 0 0 1|7

Se calculeaza:

b, =[ CB CAB CA? CABB]:H 2 -1 -6 118 -1 —_514}7

al carei rang este 2 = p, deci sistemul este controlabil pe iegire.

O conditie suficienta pentru ca un sistem sa fie controlabil pe iesgire este ca iesirea
(iegirile) acestuia sa depinda numai de starile controlabile ale sistemului [Dragomir si
Preitl, 1979].

Ex. 3.15 || Se considera sistemul descris prin ecuatiile:

-7 =2 6 1 1
= 2 -3 2 |z+ |1 -1 |u
-2 -2 1 1 0
S T
¥y=1 1 1 -1]*
Valorile proprii ale matricei A sunt \y = —1, Ay = —5 si A3 = —3. Acestor valori proprii le

corespund vectorii proprii wy = [1,0,1]7, wy = [~1,1,0]7 respectiv wz = [2,1,1]7.
Pe baza unei matrice de transformare P = [wy, wy, ws] sistemul initial devine:
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-1 -1 2 -7 -2 6 1 -1 1 -1 0 0

A=PtAP=| -1 0 1]- 2 =2 =2 |.1l0 1 1]|= 0 =5 0

1 1 -1 -2 -2 1 1 01 0 0 -3
. 0 0
B=PlB= 0 —1
1 0

c-cr=[ 4 1 3]

Se observa cd matricea B are pe prima linie toate elementele zero, deci modul determinat de

A1 = —1 din matricea A este necontrolabil. De asemenea rezulta ca starea x1 nu este controlabila.
Folosind criteriul PBH pentru A\; = —1 se verifica faptul cad matricea
6 2 -6 1 1
Ppprls=——1=| -2 2 2 1 -1
22 -2 1 0
are rangul egal cu 2 < 3, deci intr-adevar modul determinat de A\ = —1 este necontrolabil.

Deoarece din matricea C' se observa ca iegirea sistemului depinde de starea necontrolabila
x1, sistemul ar trebui sa nu fie controlabil pe iesire. Se verifica rangul matricei:

o —[00 0000
0o=]110 -309 0

care este egal cu 1 < p = 2, deci aga dupa cum era de asteptat sistemul nu este controlabil pe
iegire.

Controlabilitatea pe iegire este o cerinta care presupune ca iegirea sistemului sa fie la
valoarea dorita la fiecare moment de timp [Bosgra et al., 2003]. O alta cerintad mult mai
importanta este ca iegirea sa urmareasca o valoare dorita, predefinita, pentru un interval
de timp®. Aceastd cerinta este justificata prin faptul cd, daca un sistem este controla-
bil pe stare gi iIn consecinta poate atinge orice stare intr-un interval finit de timp, nu
implica imediat ca aceasta stare poate fi §i mentinuta pentru un anumit interval de timp.
Proprietatea care asigura cerinta de mai sus poarta numele de controlabilitate pe iesire
functionala sau simplu controlabilitate functionald.

Conceptul de controlabilitate functionala a fost introdus de Rosenbrock [Rosenbrock,
1970] si prin acesta se evalueaza proprietatea unui sistem de a urmari atingerea unei iesiri
dorite pe durata unui interval de timp.

Controlabilitatea pe stare mai este denumitd controlabilitate p.s’, sau aici simplu
controlabilitate, iar controlabilitatea functionala mai poarta denumirea de controlabili-
tate f® [Patel si Munro, 1982].

Un sistem este controlabil functional daca rangul matricei de transfer este egal cu
numarul de iegiri ale sistemului (numarul de linii ale matricei de transfer) [Bosgra et al.,
2003].

In functie de numarul de intrari gi de iegiri ale sistemului se pot distinge mai multe
cazuri:

1. Cand m = p, sistemul este controlabil functional daca matricea de transfer H(s) a
acestuia este nesingulara, adica indeplineste conditia |H (s)| # 0.

6Cerinta necesara de exemplu la sistemele de urmirire a referintei.
"Acronim de la pointwise - state.
8 Acronim de la functionally.
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2. Daca un sistem are mai multe iesiri decat intrari, adica p > m, el nu este controlabil
functional.

3. Daca un sistem are mai multe intrari decat iesiri, m > p, sistemul este controlabil
functional daca si numai daca exista cel putin un minor H;(s),x, din H(s), astfel
incat |H;(s)| # 0. Aceasta conditie este echivalenta cu rang[H (s)] = p.

Nota 3.5

Controlabilitatea p.s nu implica controlabilitatea functionald si invers [Patel si Munro,
1982].

Desi adesea se afirma ideea ca controlabilitatea functionala este dependenta de starile
necontrolabile ale sistemului, controlabilitatea p.s nu implica controlabilitatea f si
invers. Acest lucru a fost demonstrat de [Patel si Munro, 1982].

Ex. 3.16 | Se considera sistemul descris prin ecuatiile (3.23). Se determina matricea de
transfer a acestuia:

1 2
s+1 s+3

H(s)=C(sI — A)'B = . .
s+1 s+1

Pentru a examina controlabilitatea functionala se calculeaza determinantul:

s—1

S )

Deci sistemul este controlabil functional. Se examineaza si controlabilitatea p.s:

3 2 -3 -6 3 18 -3 54
o —| 12 -1 6118 -1 —54
c=f{11 -1 -11 1 -1 -1
11 -1 -11 1 -1 -1
Rangul matricei &, = 3 < 4 gi in consecinta sistemul nu este controlabil. Se poate verifica
ca modul determinat de A = —1 este necontrolabil.

Verificarea proprietatii de controlabilitate a unui sistem se face urmarind pasii prezentati
in Tabelul 3.1.
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Tabelul 3.1: Algoritmul de verificare a proprietatii de controlabilitate pentru un sistem
liniar invariant in timp.

Se da un sistem descris in spatiul starilor prin matricele (A, B, C, D).

Se cere sa se studieze controlabilitatea acestui sistem, si daca este cazul sa
i se determine starile necontrolabile.

Pasul 1: Se calculeaza matricea de controlabilitate.
Pasul 2: Daca rangul matricei de controlabilitate este egal cu dim(A),

atunci

sistemul este complet controlabil.

altminteri

sistemul nu este controlabil.

Pasul 3: Daca sistemul nu este controlabil:

Pasul 3.1: Se calculeaza valorile proprii ); ale matricei A, unde ¢ =
1...dim(A).

Pasul 3.2: Se aplica pentru fiecare valoare s = \; testul PBH pentru de-
terminarea modurilor necontrolabile, prin utilizarea relatiilor (3.14)
sau (3.15).

Pasul 3.3: Se determina subspatiile de controlabilitate X, si de necon-
trolabilitate X..

Pasul 4: Se verifica controlabilitatea pe iesire si controlabilitatea functionala.

2 Observabilitatea sistemelor liniare invariante in timp

Se cunoaste deja ca in cazul utilizarii strategiilor de control bazate pe reactia inversa
este necesara si cunoasterea starilor sistemului.

Daca accesul la vectorul starilor nu poate fi realizat, este necesara estimarea a ceea ce
nu este masurabil pe baza a ceea ce este masurabil. Dar ce inseamna ca vectorul starilor
nu este masurabil? Urmatorul exemplu clarifica acest aspect.

Ex. 3.17 | Fie un sistem [Lewis, 2004a] descris in spatiul starilor prin ecuatiile:
1] _ [0 1 T 0
a1 allm ]+ [Y ]
x
y=[1 _1][305}

Solutia in domeniul timp a sistemului pentru o intrare u(t), t > 0 este data de:
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-0.21 B

Figura 3.5: Variatia iegirii sistemului considerat.

t
z(t) = e (0) + /eA(t_T)Bu(t)dT
0

Pentru simplificarea calculelor se considera intrarea sistemului ca fiind o treapta unitara:
0,2 <0
utt) = {
1,t >0
Daca sistemul porneste din conditii initiale nule z(¢g) = x(0) = [0, 0], solutia este:
Ly

—(eh—e -1
x(t) = i )
5(6 —e)

iar iegirea este:
y(t) = Ca(t) = ™' — 1,

si evolutia ei este prezentata in Figura 3.5.
Dar daca se porneste din conditii initiale nenule, adica z(0) = [k, k], k # 0, variatiile in timp
ale starilor si iesirii sistemului sunt:

1
ket — 1+ i(eft +éeh)
(1) = ; =t
ke' + §(et —e™h)

Se poate observa cd modificarea starii initiale, desi afecteaza variatia starilor ulterioare,
efectul ei nu este propagat la iegirea sistemului asa dupa cum poate era de asteptat. Altfel

observabil. =~ ) oL . . . .
Se ridica o intrebare intru totul motivata privind capacitatea sistemului de a transmite mo-

dificarea starilor sistemului la iegirea acestuia.
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Aceasta proprietate a sistemului, urmaérita si doritd de proiectantii sistemelor de control,
poarta denumirea de observabilitatea sistemului.

Observabilitatea unui sistem implica posibilitatea determinarii starilor sistemului doar
pe baza "istoriei”, adica a evolutiei in timp a intrarilor si iesirilor sistemului pe un interval
de timp arbitrar, finit si nenul. Cu alte cuvinte observabilitatea sistemului permite ob-
servarea starilor interne ale acestuia doar prin urmarirea intrarilor si iegirilor aplicate
sistemului. Ea este o caracteristica intrinseca a sistemelor, este o proprietate structurala
a acestora.

Din exemplu anterior se poate observa ca elementele matricei C' fac ca in calcularea
iesirii sistemului unele componente ale variatiei starilor sa se anuleze. Pentru un sistem,
"alegerea” semnalelor de iegire este ingradita de unele limitari constructive ale sistemului
sau, in altele cazuri, de echipamentele de masura disponibile, astfel incat nu este posibila
intotdeauna urmarirea tuturor starilor sistemului. Daca acest lucru nu este posibil trebuie
verificat in ce masura iegirile urmarite surprind comportamentul starilor sistemului.

Se va observa in continuare ca intrarile aplicate sistemului nu-i influenteaza propri-
etatea de observabilitate.

Fie un sistem descris prin:

(9) { 2(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.24)

unde x este un vector de dimensiune n x 1 numit vectorul starilor, v este un vector de
dimensiune m x 1 numit vectorul intrarilor, y este un vector de dimensiune p x 1 numit
vectorul iegirilor, A este o matrice de dimensiune n x n, B este o matrice de dimensiune
n x m, C este o matrice de dimensiune p X n iar D este o matrice de dimensiune p X m.

Definitia 3.4 O stare z(ty) se numeste observabila pe un interval de timp oarecare

finit gi nenul [to, t1], daca ea poate fi unic determinata de intrarile u(t) si y(t) aplicate in
intervalul [to,t1].

Definitia 3.5 Un sistem (S) descris prin (3.24) este observabil daca avind la dispozitie

functiile vectoriale de intrare gi iegire, u(t) respectiv y(t), definiti pe intervalul [to, 1] este
posibila determinarea vectorului starii initiale xo = x(ty), (V) to # t1, to < t1.

Nota 3.6

Un sistem este complet observabil daca toate starile i sunt observabile.
Un sistem este total neobservabil daca toate starile 71 sunt neobservabile.

Observatia 3.10

Daca pentru un sistem definitia observabilitatii nu este satisfacuta, sistemul este neob-
servabil, adica nu toate starile lui pot fi urmarite la iesirea sistemulua.

Neobservabilitatea implica existenta cel pufin a unei stari ce nu poate fi urmarita la
tesirea sistemulus.
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O stare neobservabild este o stare care nu poate fi cuplatd cu iesirea sistemului®.

Definitia 3.5 indica faptul ca la momentul ¢; starea initiala x (o) poate fi determinata
cunoscand evolutiile in timp ale intrarilor si iesirilor sistemului in intervalul [to,¢;]. In
plus ea numai verifica proprietatea de observabilitate, dar nu furnizeaza informatii despre
modul de determinarea a starilor care o influenteaza.

2.1 Grammianul de observabilitate

Teorema 3.9' Sistemul liniar invariant in timp descris prin (3.24) este complet ob-
servabil daca st numar daca matricea:

t1
M(tg,t1) = / AT (=) OT CeAT—10) g (3.25)
to
este inversabila [Ly, 2003].
Daca se noteaza s =17 — ty:
t1—to

M(0,t, —ty) = / AT CeMds (3.26)

Observatia 3.11

Dupa cum rezulta din (3.25) si (3.26), observabilitatea sistemului S depinde numai de
matricea de stare A si de matricea de iesire C.

Matricea M, este de dimensiune n X n, este definita numai pe intervalul [to,t1], este
simetrica gi pozitiva [Ly, 2003].

2.2 DMatricea de observabilitate

[Teorema 3.10] Un sistem liniar invariant in timp de ordinul n este complet observabil

in intervalul [to, t1] daca si numai dacd rangul matricei:

S
CA

b, = | CA? =[CT ATCT (ATYCT (ATt (327)
CAnfl

- - npxn

este mazxim, adica egal cu n.

9Modul concret in care se poate determina daca o stare este cuplati cu iesirea sistemului va fi explicat
in paragrafele urmatoare.
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U 1 T S—a Y
—— — e —
s—a s+b
T X2

Figura 3.6: Un exemplu de sistem controlabil dar neobservabil.

Matricea P, atagata unui sistem provine din grammianul de observabilitate gi poarta
numele de matricea de observabilitate a sistemului. Ea este de dimensiune np xn (prezinta
mai multe linii decat coloane).

Observabilitatea unui sistem este influentata numai de elementele matricei de stare A
si de cele ale matricei de iegire C. Astfel un sistem neobservabil poate deveni observabil
daca se aleg corespunzator elementele matricei C', dar acest lucru nu este intotdeauna
posibil'?.

Ex. 3.18 || Fie sistemul descris prin diagrama bloc prezentata in Figura 3.6.
Se determind o reprezentare in spatiul starilor pentru sistem. Astfel pentru prima stare se
scriu relatiile:

sX1(s) —aXi(s)=U(s) |L£7!

dry du .

— =—+azx

dt — dt !
sau ]

T =axr] +u
. sS—a —a—> y .
Pentru cea de-a doua stare se poate scrie =1+ , de unde daca se considera
s+b s+b

iegirea y — x1, rezulta:
5Xo(s) +bXa(s) = —(a+b)X1(s) |£71

dw‘g

dx
E = —(a—l—b)—l — b.’EQ

dt

sau
To = —(a + b)xl — bxs.
Pentru ecuatia iesirii sistemului se revine la transferul direct dintre x; si y si se poate scrie:
Yy =1+ x2

Tar descrierea in spatiul starilor este:
T1 ] _ a 0 T 1
Lal=lahn Dl [m ][0 ]
y=[1 1]-[ 31 ]+0]-u

Pentru examinarea proprietatilor de controlabilitatea si observabilitate ale sistemului se de-
termina matricele de controlabilitate ®. si de observabilitate ®,:

19Din considerente de functionare, constructive sau economice.
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Y1
u 1 I s—a Y2
—— — [r——————
s—a s+b
T )

Figura 3.7: Sistem controlabil si observabil, rezultat prin adaugarea unei noi iesiri core-
spunzatoare primei stari.

o.=[B AB]=[g ]

vo=[cal=[2 5]

Cum rang(®.) = 2 si rang(®,) = 1 rezulta ca sistemul este complet controlabil dar este

neobservabil. o . o
in Figura 3.6 se poate observa intuitiv ca starea x; nu este observabila la iegirea y a

sistemului din cauza simplificarii ce apare intre elementele s — a dintre cele doua blocuri. Se va
observa mai tarziu ca acest fenomen poartd numele de decuplare a polului s = a corespunzator
primei stari, cu zeroul s = a corespunzator celei de-a doua stari.

O solutie pentru transformarea sistemului neobservabil intr-unul observabil este prin adaugarea
unei noi iegiri sistemului prin care sa se surprinda evolutia starii x;, iar noul sistem este cel din
Figura 3.7. In acest caz iegirea sistemului este:

y=H N'MHJF[“'%

iar matricea de observabilitate:
C a O
‘I’o:[cﬂ:[—b —b}'

Cum rangul matricei de observabilitate este egal cu 2, sistemul rezultat este complet obser-

vabil.
Desi solutia pare simpla, acest lucru nu este intotdeauna posibil. Considerarea unei noi iesiri

presupune adaugarea unui nou senzor pentru starea x1, senzor care poate fi destul de costisitor.
Cu toate acestea insa, starea x; nu poate fi intotdeauna accesibila pentru masurare. In plus
sistemul rezultat va fi de tip MIMO, deci de o complexitate marita.

Daca matricea ®, are rangul r # n, sistemul este neobservabil, iar diferenta n — r
furnizeaza numarul de stari neobservabile. Ca si efecte, aceste stari nu au nici o influenta
asupra iegirilor sistemului, sau mai corect spus, dinamica lor nu este urmarita la iegirea
sistemului.

In cazul sistemelor SISO cand p = 1, conditia de observabilitate implica ca determi-
nantul matricei de observabilitate sa fie nenul, |®,| # 0.

La sistemele MIMOQO, unde p > 1 trebuie verificat daca matricea de observabilitate
contine n linii independente, operatie care poate deveni dificila daca p este mare. Ca si in
cazul determinarii proprietatii de controlabilitate, este mai simplu sa se determine rangul
unei matrice patratice.
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Astfel se scrie matricea:

W =aolo, (3.28)

Daca aceasta matrice patratica de dimeniune n x n are |W| # 0 atunci sistemul este
complet observabil [Lewis, 2004b].

Ex. 3.19 ] Sa se studieze observabilitatea sistemului:
50:[_03 _14]$+[_13 _24}U
o 1 1
= -2 —2 |7

Prin utilizarea Grammianului de observabilitate, se calculeaza matricea:

(3.29)

t1—to t1—to —6s —6s
M(0,t; —ty) = [ A CTCeAsds =5 i [ 2765’ 2765’ }ds =
0 0

1— 6(76251 +6t0) —6t1+6t0)

_5 1 — (=6t1+6t0) 1 _ o(—6t1+6to)
- 1— el

Rangul matricei M este egal cu 1, deci sistemul este neobservabil. In plus, deoarece rangul
maxim posibil este n = 2, rezulta ca exista 2 — 1 = 1 stari neobservabile, dar ele nu se cunosc.
O altd metoda este prin utilizarea matricei de observabilitate:

1 1
o= &4 = :% :é

iar rangul ei este 1, deci sistemul este neobservabil. Si aici se poate afirma ca existda o stare
necontrolabila, deoarece n — 1 = 1, dar aceasta nu poate fi inca determinata.

Daci se calculeaza si matricea W = ®2'®,:
50 50
W:[m m}

al carei determinant este egal cu 0, rezulta din nou ca sistemul nu este observabil.

Ex. 3.20 | S& se determine dacd urmaétorul sistem, descris prin matricele A si C, este ob-
servabil:

0 0 -6
0 01
A= 10«41,0:{ } 3.30
I 110 (3-30)
Matricea de observabilitate este:

00 1

1 1 0
=101 —¢ |-

01 —-12

iar rangul ei este egal cu 3 deci sistemul este complet observabil. Efectul este ca toate starile
sistemului sunt urmarite la iegirea acestuia.
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2.3 Testul Popov-Belevitch-Hautus

Se da un sistem descris prin matricele A si C. O alta metoda de studiu a proprietatii
de observabilitate a unui sistem este testul Popov-Belevitch-Hautus (PBH) pentru obser-
vabilitate:

[Teorema 3.11] Un sistem liniar invariant in timp pentru care matricea A poseda valori
propriv distincte, este neobservabil daca si numai daca exista un vector coloana w nenul
astfel incat [Ly, 2003]:

Aw =N Nw si Cw=0 (3.31)

unde \; sunt valorile proprii ale matricer A, i =1,...,n.
O alta forma a conditiei (3.31) este:

{M(;A}w:o (3.32)

Teorema 3.11 permite verificarea proprietatii de observabilitate gi in plus permite
determinarea modurilor care implica aceasta proprietate.

Si in acest caz se poate determina un astfel de vector w din cea de-a doua parte a
ecuatiei (3.31), dupa care acesta se verifica in prima parte a ecuatiei.

De asemenea se poate observa din prima egalitate a relatiei (3.31) ca vectorul w este
vector propriu pentru matricea A. Astfel o metoda simpla de verificare a conditiei (3.31)
este prin determinarea vectorilor proprii ai matricei A dupa care se verifica cea de-a doua
cgalitate a conditiei (3.31).

Aceste operatii pot deveni dificile daca numarul starilor sistemului este mare, dar
marele avantaj al acestei metode fata de celelalte este ca prin utilizarea ei se pot determina
valorile proprii carora le corespund moduri observabile sau neobservabile.

[Teorema 3.12] Un sistem lintar invariant in timp este complet observabil daca si
numai daca rangul matrices:

sl — A
@PHB:[ },

. (3.33)

este mazxim adica egal cu n = dim(A), pentru toate valorile complexe s.

Matricea ®pyp 1si pierde rangul pentru valori s = X;, ¢ = 1...n adica la valorile
proprii ale matricei A, care vor da moduri neobservabile.

Ex. 3.21 | Se considera sistemul:

OO

y=[1 0 1]z

Se rezolva cea de-a doua egalitate a conditiei (3.31) si rezulta un vector w de forma w =
['U)l, w2, _wl]T-

Pe de alta parte, matricea A poate fi scrisa in functie de valorile proprii 0, —1, 1 si de vectorii
proprii sub forma:
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-1 0 07

1

1 0 0 00 0 —1—§i——2—

A=VAV 1= -3 4 —i|-]0 1 0 |- 2 2
2 1 1 00 —1

1+3' !

142 3 2

2 2

Se poate observa ca nici un vector propriu al matricei A (coloane din matricea V') nu satis-
face conditia obtinutd, w = [wy,ws, —w1]?. Deci conditia de neobservabilitate (3.31) nu este
satisfacuta, si, in consecinta, sistemul este complet observabil.

In plus pentru fiecare valoare proprie a matricei A se poate verifica conditia (3.33). De
exemplu pentru A; = 0 va rezulta matricea:

0 00
-2 01

-1 0
1 0 1

)

al carei rang este 3 deci Ay = 0 determina un mod observabil. La fel se poate verifica gi pentru
celelalte valori proprii.

Sa se studieze observabilitatea sistemului:
(1) = [ <0 ]x(t)
y@)=[1 0 Jx(t)
Se calculeaza matricea de observabilitate:
‘I’o:[cch]:[—% 8]

al carei rang este 1 < 2, deci sistemul nu este complet observabil, in plus se poate spune ca
sistemul poseda o stare observabila gi una neobservabila.

Se utilizeaza testul PHB de observabilitate. Se determina valorile proprii si vectorii proprii
ale matricei A:

(3.34)

e valorile proprii sunt Ay = —1, Ay = 0;
e vectorii proprii sunt wy = [1,0]7, wy = [0, 1]7.

Pentru ca sistemul sa fie neobservabil este necesar ca un astfel de vector propriu w al ma-
tricei A s# satisfaca conditia C' - w = 0. Se poate observa imediat ci vectorul [0,1]7 satisface
aceasta conditie, deci sistemul este neobservabil, mai mult modul determinat de As = 0 nu este

observabil, ) o = )
Acest lucru se poate determina gi prin utilizarea Teoremei 3.12:

0 O
e s=—-1= rcmg[ (1) —(1) ] = 2, deci Ay = —1 determina un mod observabil;

10
e s=0= rang[ (1) 8 ] =1, deci Ay = 0 determina un mod neobservabil.

In concluzie se poate afirma ca sistemul este neobservabil gi In plus poseda un mod neobser-
vabil determinat de Ay = 0. Cum acest mod influenteaza starea xo, aceasta nu este cuplata cu
nici-o iegire a sistemului.
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2.4 Descompunerea sistemelor in partea observabila si in partea
neobservabila
Asa dupa cum s-a observat si in sectiunea dedicata studiului controlabilitatii sisteme-

lor, o proprietate structurala a unui sistem se pastreaza si in alte forme de reprezentare a
acestuia. Observatia este adevarata si in cazul observabilitatii sistemelor.

| Teorema 3.13) Pentru un sistem descris prin:

= Ax + Bu
y=Cz+ Du

st pentru care matricea de observabilitate

C

CA
o, =

C A

are rangul egal cu ny < n, exrista o matrice de transformare nesingulara Py, astfel incat
sistemul initial poate fi scris sub forma:

A:P_lAP:[gll AO }7 B:P_lBI[gl}a
21 22 2 (335)
C=CP=[C, 0], D=D

unde [All]nlxnl si [él]pxnl, astfel incat:

i
- C1An
rang(®,) = rang , =ny.

CYAn—l

Observatia 3.12

Daca un sistem este descris sub forma (3.35), verificarea observabilitatii se reduce doar

la calcularea rangului matricei determinate de elementele Ayy si Cf.
In plus printr-o astfel de descompunere a sistemului inifial, acesta a fost impartit in

partea observabila, definita de matricele Ay, Cy si in partea neobservabild, definita de

matricea Ass.

Ca si rezultat direct al acestei descompuneri se va observa in exemplele urmatoare ca in
matricea de transfer a sistemulut vor aparea numai elementele observabile ale reprezentarii
sistemulua.

Daca se studiaza matricele din (3.35) se observa ca componenta sistemului definita de
matricea Ay determini partea neobservabild a sistemului, deoarece nu este legatd de nici
o componentd din matricea C.

Urmatoarea teorema este utila in analiza structurala a sistemelor, tinand cont de forma
(3.35) de reprezentare a sistemelor:
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[Teorema 3.14] Descrierea sistemului prin matricele (A, B, C, D) este echivalentd cu des-

crierea prin matricele (A, B, C, D), la care perechea (A, C) are forma din (3.35) si (A1q, Ch)
reprezinta partea observabila a sistemului inifial.

In urma unei astfel de transformari de reprezentare a sistemului se pot trage urmatoarele
concluzii:

1. Starile initiale ale sistemului pot fi impartite in doua categorii:

e [7,] de dimensiune n; = rang(®,) corespunzatoare starilor observabile, z, €
X,, unde cu X, s-a notat subspatiul observabil al sistemului;

e [i,] de dimensiune (n — ny), corespunzatoare starilor neobservabile, 7, € X,
unde cu X, s-a notat subspatiul neobservabil al sistemului.

Aceste stari se obtin prin aplicarea matricei de transformare P:

r=P [ gfo } )
Lo
In plus se poate scrie ca {z} = {Z,} + Z5.

2. Matricea de transformare P contine atat bazele subspatiului observabil A; (partea
observabila) al sistemului cat gi a subspatiului neobservabil X, (partea neobserv-
abila) al sistemului.

O matrice de transformare P poate fi obtinuta prin utilizarea relatiei (3.20), daca
matricea A poseda valori proprii distincte.
In aceste conditii se poate utiliza urmatoarea teorema:

[Teorema 3.15) Un sistem reprezentat prin matricele (A,C), pentru care matricea A
prezinta valori proprii distincte, este complet observabil daca si numai daca matricea
C = CP are toate coloanele nenule, unde P este o matrice ce contine pe diagonala prin-
cipala valorile proprii ale matricer A.

Observatia 3.13

Acest criteriu de analiza a observabilitatii unui sistem este valabil numai cand matricea
de stare A prezinta valori proprii distincte.

Daca matricea C' prezinta pe o coloana toate elementele zero, starea s = \ corespun-
zatoare coloanei respective din matricea A = P7YAP, nu este observabild. Acest lucru se
explica prin faptul ca starea respectiva nu este cuplata cu nici o iesire a sistemulus.

Ex. 3.23 ] Se observa ca sistemul din Exemplul 3.22 anterior este reprezentat in forma ca-

nonica diagonala. Cum a doua coloana a matricei C' are elementul 0, rezulta ca starea s = A =0
din matricea A este necontrolabila.

In analiza structurala a unui sistem cunoasterea subspatiului observabil si, daca este
cazul, a celui neobservabil este foarte importanta, deoarece astfel se pot obtine informatii
utile privind starile ce pot fi sau nu estimate, in cazul in care se doreste utilizarea unui
estimator de stare [Filipescu si Stamatescu, 2002]. Urmatoare teoreméa este deosebit de
utila in atingerea acestui deziderat:
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[Teorema 3.16] Pentru sistemul descris prin matricele (A, C') cu matricea de observabili-

tate @,, fie subspatiul complet observabil X, definit ca gi domeniul matrices O si subspatiul
neobservabil X, definit ca si subspatiul nul al matricei ®,, atunci cele doua subspatii sunt
complementare, Range(®1) 1L Ker(®,) si impreund formeazd spatiul vectorilor de stare X,

adicd Range(®1) & Ker(®,) = X [Ly, 2003].

Din Teorema 3.16, pentru un sistem descris prin matricele (A, C'), cu rangul matricei
de observabilitate ®, egal cu n; se pot trage urmatoarele concluzii:

e Subspatiul observabil al sistemului X, este determinat de un numar n; de p}, i =
1,2,...n; coloane liniar independente ale matricei ®1. Astfel un vector de stare
observabil z trebuie sa fie inclus complet in subspatiul X,. Matematic acest lucru
este echivalent cu necesitatea ca vectorul z sa fie o combinatie liniara a celor n;
coloane ce determina subspatiul X:

T=op; +agpy+ ... fap;, €L, i=1,2...m

O modalitate de a determina daca un vector = este observabil este prin verificarea
rangului matricei:

11 1
[pl by .- DPn x}
Daca matricea are rangul egal cu n; atunci vectorul x este observabil, deoarece
rangul matricei nu se modifica prin adaugarea de noi vectori coloana care sunt deja
combinatjii liniare ale coloanelor p}, i = 1,2,...n;. Intuitiv se poate anticipa ci in
cazul In care acest rang este mai mare decat n, vectorul nu este observabil.

e Subspatiul neobservabil X, al sistemului este determinat de un numar (n — n;) de
linii p?, 4 = 1,2,..., (n—mny) liniar independente ale matricei ®,. Un vector de stare
x este neobservabil daca contine elemente situate in subspatiul neobservabil X,.

O modalitate de a determina daca un vector x este observabil este prin verificarea
rangului matricei:

2 2 2
[ by P3 --- Ppy T }
Daca matricea are rangul mai mare decat n; atunci vectorul nu este observabil,

deoarece vectorul z este liniar independent de coloanele p?,i = 1,2, ...n; el continand
si elemente nenule din subspatiul neobservabil X,.

O alta modalitate de a verifica este prin utilizarea matricei de transformare P =
[php],i=1,2,...n,5=1,2,...(n—ny). Se determin:

T z _
r=P| °|=|"|=P
Ts Lo
si daca z, este nenul, atunci vectorul de stare x este neobservabil.

Astfel pentru determinarea subspatiilor observabile si neobservabile ale unui sistem
descris prin matricele (A4, C') se urmaresc etapele:
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e Se determina matricea de observabilitate ®, a sistemului;
e Se calculeaza rangul n, al matricei de observabilitate ®,;

e Se construieste o matrice [P],x,, formata din n; coloane liniar independente ale

matricei 7 adicd P, = Range(®l). Coloanele matricei [P;] formeazd o bazi

pentru subspatiul observabil X, al sistemului;

e Se construieste o matrice [Pg]nx(n_m) cu vectori care satisfac ecuatia ¢,z = 0,
adica P, = Ker(®,). Coloanele matricei [P,] formeaza o baza pentru subspatiul
neobservabil X, al sistemului.

In urma parcurgerii etapelor anterioare se obtine si matricea de transformare P =
[Py, P], prin care sistemului initial poate fi reprezentat sub forma (3.35).
Observatia 3.14

Utilizarea metodei prezentate anterior pentru determinarea matricei de transformare
P a sistemului este foarte utila indeosebi cand matricea A a sistemului nu poseda valori
proprii distincte.

Pentru a sustine cele mentionate se considera urmatorul exemplu:

Ex. 3.24 | Fie sistemul descris prin matricele:
0 1 o1 2 1 1
AZ[—:& —4]’32_—3 —4]’02[—2 —2}

Matricea de observabilitate este:

S 11
2 -2
o= | _3 _3
6 6

iar rangul ei este egal cu 1 deci sistemul nu este observabil. In plus rezulta ca dim(Xp) =
O baza a subspatiului A este formata dintr-o coloana a matricei ®
matricea Pp:
1

O baza a subspatiului Xy este formata dintr-un vector coloana x care satisface ecuatia ®,x =
0. Acesta va forma gi matricea Ps:

T

o, care formeaza si

-1
Astfel matricea de transformare P este:
1 -1
P=[1 1]
Prin utilizarea matricei de transformare P, rezulta reprezentarea echivalenta a sistemului:

A=piap=| =% O | B=P'B=[ "5 Z3]|.Cc=cr=| 2 {]

unde se identificd matricele:
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Ay = [=3], Ay = [—4], Ay = [-1],
Bi=[-1 -1],B=[-2 -3],
~ 2 ~
e=[4].e=]0]
Se poate verifica ca in matricea de transfer a sistemului intervine numai partea observabila si

cotrolabila a sistemului. Astfel se calculeaza matricea de transfer a sistemului determinata de
matricele (A, B,C):

2 2
s+3 s+3
H(s)=C(sI — A)™'B =
4 4
s+3 s+3
Iar matricea de transfer a sistemului determinata de matricele (411, By, C1) este:
2 2
s+3 s+3
H(S) = Cl(SI — All)_lBl =
4 4
s+3 s+3

Cum cele doua matrice de transfer sunt egale, se poate concluziona ci matricea de transfer
a sistemului initial este egala cu matricea de transfer a partii observabile a sistemului iar partea
neobservabila nu mai apare in matricea de transfer desi ea existd in reprezentarea structurald a

sistemului.
In continuare se verifica daca o stare oarecare a sistemnului este sau nu observabila. Fie

aceastd stare x = [3,3]7. Se calculeazi:

] -]

Cum 75 = 0, rezulti ca vectorul = = [3,3]7 poate fi observat la iesirea sistemului.
Dar in cazul in care z = [3,4]7? In acest caz va rezulta:

7

Zo 3 92
HESHEH!

s 1

2

iar cum 75 = 1/2 # 0 rezultd ci starea = = [3,4]7 nu este observabild, deoarece ea contine un
element nenul in subspatiul neobservabil al sistemului.

Pentru analiza proprietatii de observabilitate a unui sistem liniar invariant in timp, se
urmaresc pasii prezentati in Tabelul 3.2.

3 Sisteme duale

Pentru un sistem descris prin matricele (A, B, (), sistemul descris prin matricele
(AT, CT, BT) se numeste sistemul echivalent'! sau dual al sistemului initial.
Astfel efectele intrarilor si cele ale iesirilor sunt schimbate intre ele:

B—-CT, C— BT

HPproprietatile sistemelor echivalente sunt utilizate de exemplu la construirea unor observatori de stare.
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Tabelul 3.2: Algoritmul de verificare a proprietatii de observabilitate pentru un sistem
liniar invariant in timp.

Se da un sistem in spatiul starilor prin matricele (A, C).

Se cere sa se studieze observabilitatea sistemului, si daca este cazul i sa se
determine starile neobservabile.

Pasul 1: Se calculeaza matricea de observabilitate.

Pasul 2: Daca rangul matricei de observabilitate este maxim, adica egal cu
dim(A),
atunci

sistemul este complet observabil.

altminteri

sistemul nu este observabil.

Pasul 3: Daca sistemul nu este observabil:

Pasul 3.1: Se calculeaza valorile proprii A; ale matricei A, unde ¢ =
1...dim(A).

Pasul 3.2: Se aplica pentru fiecare valoare s = \; testul PBH pentru
determinarea starilor neobservabile, prin utilizarea ecuatiilor (3.31)
sau (3.32).

Pasul 3.3: Se determina subspatiile de observabilitate &, si de neob-
servabilitate X,.

Intuitiv in urma acestor inlocuiri realizate intre sistemul initial si cel echivalent, exista
o relatie de echivalenta care se pastreaza si la nivelul controlabilitatii si a observabilitatii
sistemelor.

Pentru a verifica acest fapt se calculeaza transpusa matricei de controlabilitate pentru
sistemul initial:

BT BT C
AB)T BT AT CA
o’ =[B AB ... A" B] = ( ,) = : =P, = :
(An—lB)T BT(AT)n—l CAn_l

Se observa ca pornind de la matricea de controlabilitate @, a sistemului initial (A4, B, C)
se ajunge prin echivalenta la matricea de observabilitate ®¢ a sistemului dual. Astfel se
pot trage urmatoarele concluzii:
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[Teorema 3.17] Un sistem (A, B, C') este complet controlabil daca si numai daca sistemul

echivalent acestuia (AT, CT, BT) este complet observabil, si invers.

Pentru a verifica inversa teoremei, se pleaca de la matricea de observabilitate transpusa
a sistemului initial:

C T
CA
oI = : =[CcT (AT ... (CAH ]| =
cAnt
=[cT ATCT . (AT T =
=®¢=|B AB ... A"! B]

Ex. 3.25 ] Se da un sistem descris prin matricele (4, B, C) astfel:
—1 2 10 01
a=73 a)os=lo 1] e=[V 3]
Sistemul echivalent al sistemului initial este definit de matricele (AT, CT, BT) astfel:
T_[ -1 4 T [0 1 T [1 0
=[5 Sloor=[1 e m=[o 1)
Pentru sistemul initial matricele de controlabilitate si de observabilitate sunt:

®.=[B AB]=|( § 4 _j|

0 1
@o:[CCA]: 41% :§

Se observa ca sistemul este complet controlabil si observabil. Pentru sistemul echivalent se
verifica matricele de controlabilitate si de observabilitate:

e 01 4 7
ee=[CT ATCT]=[1 2 -3 —4]
1 0
Pe — BT _ 0 1
o BTAT - -1 4
2 -3

Se observa ca aga dupa cum era de asteptat si sistemul echivalent este complet observabil si
controlabil.

FEx. 3.26 | Se considera sistemul descris in spatiul starilor astfel:
i=| S Yfat| Ly 2w

1 1 7

by=1-2 —2|”*

Sistemul dual este:

=9 e [1 3]
_{1 -3
y=12 —4|*
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Matricele de controlabilitate si observabilitate ale sistemului initial sunt:

1 2 -3 —4
(I)c:[B AB]:[—?) —4 9 10

1 1
o= &4l = :§:§

Deoarece rang(®.) = 2 si rang(®,) = 1 sistemul este complet controlabil dar este neobser-

vabil.
Pentru sistemul echivalent, matricele de controlabilitate si de observabilitate sunt:

) 1 -2 -3 6
®:=[B AB|=|] T3

-3 6
1 -3
weleil-[4 3

Deoarece rang(®S) = 1 si rang(®S) = 2 sistemul echivalent nu este controlabil dar este
complet observabil.

4 Studiu de caz

Studiul de caz 3.1

Un sistem foarte cunoscut si util pentru studiul metodelor specifice controlului automat este
pendulul invers, vezi Figura 3.8. Acesta este alcatuit dintr-un carucior mobil, prevazut cu un
pivot pe care este fixat un pendul (tija) mobila.

Caruciorul este actionat de o fortda F de directie paraleld cu planul de rulare si cu axa
caruciorului dar de sens variabil, care va fi si intrarea sistemului:

w=F(t) (3.36)

Starile considerate pentru modelarea acestui sistem sunt legate de pozitia caruciorului d(t),
de viteza acestuia d(t), de unghiul (t) dintre pendul si normala la planul de rulare si de variatia
0(t) a acestuia:

a1 =d(t) w2 =d(t)
r3 — (9(75) T4 — (9(75)

Scopul acestui sistem din punct de vedere functional este mentinerea pendulului in pozitia
de echilibru, care poate fi la § = 0 sau 8 = 7. Bineinteles ca in punctul in care § = 0 sistemul
este instabil iar daca 6 = w sistemul este stabil. Pentru a asigura acest scop se aleg ca iegiri,
pozitia caruciorului gi unghiul 6:

(3.37)

=t 39

Prin modelare analitica [Villegas, 2004] se obtin urmatoarele ecuatii diferentiale care descriu
migcarea dispozitivului carucior-pendul:

d(t) = %sin o — %d(t) cos D(t)

Md(t) = F(t) — pd(t)

unde cu L s-a notat distanta de la pivot la centrul de greutate al pendulului, 4 = const. este
coeficientul de frecare dintre rotile caruciorului si planul de rulare iar g este acceleratia gravita-
tionala locala.

Se urmareste determinarea modelului sistemului in spatiul starilor:

i = Ax + Bu
y=Cx+ Du

(3.39)

(3.40)



Studiu de caz 58

—~
~+
~—

Figura 3.8: Ansamblu format dintr-un pendul simplu invers, sprijinit pe un carucior.

Pentru determinarea vectorului & se utilizeaza relatiile (3.37) si (3.39):

T1 = T9 T1 = T2

F I . 1 7

= — - — o= —uU— —x
R VN Ve SV Vit
sau (3.41)

T3 = T4 T3 = T4
Ty = El sinxg — ixg COS I3 Ty = el sinxg — Lucos T3+ Lxg COS T3

L L L ML ML

Astfel modelul se poate scrie sub forma:

Z2
(?1 iu — ﬁxg
T4 g sinxg — Lu cos 3 + sz COS T3 (3.42)
L ML ML
y=(3) =y = h(z)

Se observa ca expresia lui x4 din (3.42) este neliniara in raport cu z3. Pentru a se obtine un
sistem de forma (3.40), relatiile (3.42) trebuie liniarizate.

Liniarizarea se face intr-un punct de functionare, punct de echilibru (pentru F' = 0), in care
starea sistemului riméne neschimbata (i(t) = 0)'2. Rezulti astfel ca sistemul este in echilibru
cand = = [z, 72, 23, 74]T = [21,0,0(n),0]. Punctele de functionare (unul pentru 6 = 0 si celalalt
pentru § = 7) pot fi considerate si puncte initiale de functionare, iar starile rezultate, stari
initiale.

21n literatura de specialitate acest punct mai este denumit si punct stationar de functionare, deoarece
in acest punct %(t) = 0.
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0 0
Pentru liniarizare se calculeaza A(z,u) = 8—f, B(z,u) = 8—f, dupa care se evalueaza functiile
T U
rezultate pentru x = [z1, 2, 23, x4] = [21,0,0,0]. Rezulta astfel matricele:
0 1 0 07 T 0
w 1
0O — 0 0 —
M M
xr = x + U
0 0 0 1 01 (3.43)
poog -
L 0 ML L 0 i L ML i
(100 0
¥=100 1 07"

Deoarece sistemul are m = 1 intrari si p = 2 iegiri, matricea de transfer este:

G(s)= C(sI-A)~'B=

i X i
| M
) (M + p)s B (s 47) [ i) (3.44)
i L Ga(s)
(sM + p)(Ls% — g) ML
| (+ap) (- 1) |

In [Villegas, 2004] sunt date valorile componentelor fizice ce apar in (3.44) pentru sistemul
carucior-pendul invers Digital Pendulul Mechanical Unit 32-200 [Feedback Instruments Ltd.,
2000):

uw=0303kg/s M =0.091kg
L =0.328298 m g =9.8m/s?

Prin inlocuire in (3.44) rezulta:

10.98

s(s + 3.329)
G(s) = Ca347 (3.45)

(s + 3.329)(s% — 29.85)

Primul pas care trebuie urmat in continuare este sa se verifice daca sistemul, prin modelul
matematic obtinut si prin caracteristicile de control alese, indeplineste conditiile de controlabi-
litate si observabilitate. In acest sens, se inlocuiesc in (3.42) valorile rezultate. Astfel matricele
caracteristice ale sistemului vor fi:

0 1 0 0 0
0 —-3.32 0 0 10.98
A=109 70 0o 1| B= 0
0 10.14 29.85 0 —33.47 (3.46)
1 0 0 0
C:{o 0 1 0]
Matricea de controlabilitate este:
1008 3688 15083 40500
®.=[B AB AB®> AB’|= 0 —3347 11145 —1370.29 (3.47)

—33.47 111.45 —-1370.29 4562.62
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cu rangul egal cu 4 = n, deci sistemul este complet controlabil. Altfel spus fiecare intrare aplicata
are ca efect modificarea cel putin a unei stari a sistemului, deci exista efectul de cuplare intre
intrari si modurile sistemului.

Matricea de observabilitate este:

T
a 0 5 o0 0

o= ca2 | =0 -332 0 0 (3.48)
cal 10 s
0 -33.77 0 29.85 |

Rangul matricei ®. este maxim, adica egal cu 4, deci sistemul este gi complet observabil. In
consecinta fiecare iesgire aleasa este cuplata cu cel putin cate o stare a sistemului, existand astfel
fenomenul de cuplare intre iegiri gi stari.

In concluzie sistemul este complet controlabil si complet observabil. In plus se poate spune
ca acesta este reprezentat si intr-o forma minimala.

Se verifica si controlabilitatea pe iegire. in acest sens se calculeaza matricea:

0 10989 —36.580  121.831
®io=[CB CAB CA’B CA?’B]:[O —33472 111.452 —1370.291

Rangul matricei ®;, este egal cu 2, adica cu numarul de iesiri ale sistemului, deci sistemul
este controlabil pe iesire.

Cum numarul de intrari este mai mic decat numarul de iegiri, rezuta ca sistemul nu este
controlabil functional. Altfel spus pendulul nu poate urmari o traiectorie dorita pe un interval
de timp, desi unghiul 6 poate fi dus la orice valoare controlabila.

5 Probleme de studiu

Problema 3.1. S3i se arate ca un sistem cu o matrice de stare:
a 0 0
A=10 o O

0 0 «

unde a # 0, o € R, daca are doua intrari, nu poate fi controlabil.

Problema 3.2. Sa se studieze controlabilitatea sistemului:

o-[ 4 o]}
:c(t):[ L3 _1]x(t)—|— L u(t).

Problema 3.3. Se da sistemul descris prin ecuatiile liniare:

=9 3]ev[d 3]

. 1 1
1. Este acest sistem controlabil?

2. Este acest sistem observabil? Si se verifice daca starea z = [1,5]7 este observabila.

3. Sa se determine matricea de transfer H(s) corespunzatoare si sa se determine daca sistemul
este controlabil functional.

4. Daca y = [1 1]z, sistemul este controlabil functional?
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Problema 3.4. Sa se verifice daca sistemul descris prin:

-7 =2 6 1 1
T = 2 -3 -2 1 -1 |u
-2 =2 1 1 0

-1 -1 2
y= 1 1 =1 (%

este controlabil la iegire i controlabil functional. S& se argumenteze raspunsul.

x +

Rezumat

Pentru un sistem dat, proprietatea de controlabilitatea este o cerinta
importanta in sinteza unui controler, iar prin identificarea starilor
necontrolabile ale sistemului aceasta proprietate a sistemului poate
fi determinata.

Problema controlabilitatii unui sistem este asimilata cu modul in care
intrarile sistemului influenteaza starile acestuia.

In analiza unui sistem, o alta cerinta care trebuie verificata i in-
deplinita pentru o sinteza eficienta a unui controler este asigurarea
observabilitatii sistemului.

Problema observabilitatii unui sistem este asociata cu modul in care
iegirile sistemului surprind comportamentul starilor sistemului.

S-au prezentat diferite metode de verificare a existentei celor doua pro-
prietati, precum si de identificare a starilor care le influenteaza. De
asemenea s-au expus si modalitati pentru determinarea subspatiilor
de controlabilitate /necontrolabilitate respectiv observabilitate/neob-
servabilitate.

Pentru sistemele echivalente proprietatile de controlabilitate si obser-
vabilitate se pastreaza dar sunt inversate. Astfel daca sistemul echiva-
lent este controlabil atunci sistemul initial este observabil si vice-versa.
In capitolul urmator se vor studia cauzele care fac un sistem sa fie
necontrolabil sau neobservabil.







CAPITOLUL 4

Polii si zerourile sistemelor multivariabile
liniare invariante m timp

Polii si indeosebi zerourile sistemelor multivariabile liniare au fost intens studiate in
literatura de specialitate din ultimele trei decenii. Astfel s-au definit mai multe clase de
zerouri pentru sistemele multivariabile. Importanta studierii zerourilor sistemelor multi-
variabile a fost evidentiata inca de la inceputul teoriei controlului automat, pozitionarea
lor influentand direct stabilitatea sistemelor in bucla inchisa i performantele de reglare.
De asemenea studiul zerourilor sistemelor multivariabile a dus la solutionarea multor
probleme legate de controlul sistemelor [Schrader si Sain, 1989].

In capitolul anterior s-au prezentat diferite metode pentru determinarea proprietatilor
de controlabilitate si observabilitate ale unui sistem liniar invariant in timp. In plus s-au
determinat si starile care influenteaza aceste proprietati. Probabil ca s-au ridicat intrebari
legate de cauzele care fac sistemele necontrolabile gi/sau neobservabile. In acest capitol
se vor prezenta metode pentru determinarea polilor si a zerourilor sistemelor multivari-
abile pornind de la cazul sistemelor simple, monovariabile. De asemenea se va studia si
controlabilitatea si observabilitatea sistemelor, dar prin prisma zerourilor de decuplare.

1 Polii si zerourile sistemelor monovariabile (S750)

Se considera sistemul din Figura 4.1, care poate fi considerat o simplificare a sistemului
de suspensie al unui autovehicul, pentru care se poate scrie ugor ecuatia de miscare:

my(t) + dy(t) + ky(t) = F(t) (4.1)

Daca se cunosc conditiile initiale ale sistemului y(0) si ¢(0), prin aplicarea transfor-
matei Laplace rezulta:

m[s*Y (s) — sy(0) — s5(0)] + d[sY (s) — y(0)] + kY (s) = F(s) (4.2)
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Figura 4.1: Sistem simplificat al suspensiei unui autovehicul.

Daca se aranjeaza ecuatia precedenta rezulta:

Y(s)(ms® +ds + k) — m[sy(0) — sy(0)] — dy(0) = F(s),

iar considerand conditiile initiale nule!:

1
Y(s) = — I F(s),
s2+ —s+ —
m
Ssau
1
Y(s) m
_ , 4.3)
d k (
F(S) 82 + —s5+ —
m m

Expresia matematica din partea dreapta a relatiei (4.3) poarta de numirea de functie
de transfer a sistemului si prin aceasta se poate evalua modul in care forta F'(s) = L{F(t)}
Y (s)

. Se
F(s)
incearca evaluarea acestui transfer de energie, daca la intrare se aplica un impuls unitar,
adica F(t) =0(t), t > 0.

aplicata sistemului este propagata la iegirea Y(s) = L{y(t)} a sistemului H (s) =

k
Pentru aceasta se noteaza cu A(s) = s* + —s + — numitorul expresiei (4.3) si se
m m

considera trei situatii posibile:

1. Cand d* = 4mk. In acest caz ecuatia A(s) = 0 are o solutie multipld s;» = —a,
a € R iar functia de transfer poate fi scrisa sub forma:

IDoar pentru simplificarea problemei.
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1

H(S) = ﬁa

iar daca se aplica transformata Laplace inversa £~ '{H(s)} rezulta:

tefat
t) =
y(t) = —
Din relatia precedenta se poate observa ca raspunsul sistemului este determinat
direct de radacina s = —a a ecuatiei A(s) = 0. In Figura 4.2 se prezinta raspunsul

sistemului la intrarea considerata, pentrum =1, k= 1gi d = 2.

0.4

0.351

0.3

0.25-

or

0.151

0.1

0.05

| | |
100 120 140 160

t[s]

Figura 4.2: Raspunsul sistemului considerat pentru m = 1, k = 1 gi d = 2 la intrare
F(t) =4(t),t > 0.

2. Cand d*> > 4mk. In acest caz ecuatia A(s) = 0 are doud solutii reale distincte

s1 = —a si s = —b, a,b € R* iar functia de transfer poate fi scrisa sub forma:
1
oy 1 A B
(s+a)(s+b) m|s+a s+
iar daca se aplica transformata Laplace inversa rezulta:
A B
y(t) = —e "+ —e ",
m m
1 1
unde A = si B= )
a—>b"~ b—a
Din relatia precedenta se observa ca dinamica sistemului este influentata de cele
doua radacini s; = —a si sy = —b ale ecuatiei A(s) = 0. In Figura 4.3 se prezinta

raspunsul sistemului la intrarea considerata, pentru m =1, k= 1gi d = 4.
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Figura 4.3: Raspunsul sistemului considerat pentru m = 1, k = 1 §i d = 4 la intrare

F(t) = 6(t), t > 0.

3. Cand d? < 4mk. In acest caz ecuatia A(s) = 0 are doud solutii complex conjugate
s12 = 0 £ w, o,w € R iar functia de transfer poate fi scrisa sub forma:

1
m 1 1
H(s) = m e
(s) (st+o—jw)(s+o+jw) m (s+0)2+w?

iar daca se aplica transformata Laplace inversa rezulta:

—ot

y(t) = %sm(wt)

Din relatia precedenta se observa ca dinamica sistemului este influentata de cele
doua radacini s;5 = o £ jw ale ecuatiei A(s) = 0. In Figura 4.4 se prezinta
raspunsul sistemului la intrarea considerata, pentru m =4, k=1gid = 1.

Din cele prezentate anterior se poate observa ca pozitionarea radacinilor polinomului
A(s) influenteaza direct dinamica sistemului.

Polinomul A(s) poarta denumirea de polinom caracteristic al sistemului si radacinile
acestuia caracterizeazd dinamica sistemului. Rad&cinile polinomului A(s) sunt polis? sis-
temului, iar dupa cum se poate observa din cele trei solutii ale sistemului anterior acestia
caracterizeaza modurile ce determina dinamica unui sistem.

Se poate concluziona ca:

Definitia 4.1 Pentru un sistem caracterizat de o functie de transfer H(s), valorile s,

pentru care lim |H(s)| = oo poartd denumirea de poli ai sistemului sau ai functie H(s).
s—Sp

2Denumirea de pol al sistemului este sugeratd de faptul ci in aceste valori se polarizeazi energia
sistemului. Polii sistemelor sunt asociati cu elemente sau structuri ale sistemului care genereazd energie.
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Figura 4.4: Raspunsul sistemului considerat pentru m = 4, k = 1 gi d = 1 la intrare

F(t) = 6(t), t > 0.

Observatia 4.1

Din punct de vedere al relatiei 4.3, nu este important daca polinomul A(s) va fi egal
cu 0 pentru anumite valori ale lui s, deoarece el este privit doar ca un polinom gi atata
timp cat nu va fi polinomul zero, este acceptabil. In plus cum polinomul caracteristic nu
va fi nicioadata polinomul zero, rationamentul este valabil.

La fel se incearca stabilirea conditiilor in care transferul dintre intrarea F'(s) = L{F(t)}
sl iesirea acestuia Y'(s) = L{y(t)} este minim, adica 0.
Intuitiv se poate deduce ca:
Definitia 4.2 | Pentru un sistem caracterizat de o functie de transfer H(s), valorile s,
pentru care lim H(s) = 0 poartd denumirea de zerour?® ale sistemului sau ale functie
S5—8,
H(s).

De exemplu pentru sistemul din Figura 4.1, daca se considera u = F(t), x; = y si
xo = ¥ §i prin utilizarea relatiei (4.1) ecuatiile dinamicii sistemului devin:

T =Y = T2

. . k d. 1 k d 1

To=Y=——Y— —Y+ —u=——x — —To+ —U
m m m m m m

Iar daca se scriu aceste ecuatii sub forma matriceala, rezulta:

iy 0 1 T 0
= k d + 1 |u
)

m m

3Zerourile unui sistem pot fi asociate cu fenomene de absorbtie de energie.
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In continuare se considera ca se masoara viteza cu care se deplaseaza corpul de masa

m, adica y = & = 5. In aceste conditii sistemul este complet definit de matricele:

0 1 0
A=| &k a4 |,B=|1
m m m

C=[0 1],D=]0]

Astfel se poate scrie functia de transfer a sistemului:

s
H(s)=C(sI = A)'B4+ D= — 1
24+ —s+ —

m- - m

(4.4)

Se observa din (4.4) ca s = 0 este un zerou al sistemului, deoarece lim H(s) = 0. Din

s—0

punct de vedere functional in regim permanent constant, acest lucru corespunde iegirii

zero pentru o intrare al carei efect este anulat de zeroul la s = 0.

De exemplu daca se doregte mentinerea corpului la o viteza constanta, fie ea y(t) =

0.
0.1m/s] sau Y(s) = L{y(t)} = —, din cauza zeroului de la numaratorul functiei de
S

transfer acest deziderat nu va putea fi atins, deoarece zeroul va anula (prin simplificare)
efectul intrarii aplicate. Raspunsul sistemului in aceste conditii este reprezentat in Figura

4.5.

0.04 -

0.03 -

y[m/s]

0.02 -

-0.01 ! ! ! !
0 100 200 300 400 500 600

t[s]

Figura 4.5: Raspunsul sistemului la intrarea y(¢) = 0.1.
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Se observa ca iegirea sistemului este zero, in aceste conditii migcarea corpului de masa
m nu se va putea face dupa o viteza constanta, daca se utilizeaza intrarea considerata.

Observatia 4.2

Zerourile determinate anterior mai poarta denumirea de zeroruri de transmisie ale
sistemului i sunt finite [Ly, 2003].

Zerourile de transmisie au asociate efecte de blocare a unor intrari aplicate sistemulus.

O alta categorie de zerouri sunt zerourile la infinit ale sistemului:

Definitia 4.3 | Un sistem descris printr-o functie de transfer H(s), posedd zerouri la in-

finit dacd functia de transfer H(1/z) posedd un zerouri la z = 0 *. Numdrul de zerouri
la z =0 care apar in functia de transfer H(1/z) indica numarul de zeroruri la infinit ale
sistemulua.

Nota 4.1

Numarul polilor sistemului (n) este egal cu numarul zerourilor finitie (ny) plus numarul
zerourilor infinite (Mo ), N =ny + noo [Ly, 2003]. Astfel daca:

o m = n, sistemul poseda ny = m zerouri finite si nu poseda zerouri la infinit;

o m < n, sistemul posedd ny = m zerouri finite $i N, = n — m zerourt la infinit.

Numdarul de zerouri la infinit (ns) reprezinta excesul de poli al sistemului.

Pentru sistemul din Figura 4.1, daca se considera iegirea sistemului ca fiind viteza,

functia de transfer este (4.4). Dupa cum s-a observat deja, sistemului poseda un zerou finit la
s = 0 gi deoarece m < n, rezultd ca acesta poseda gi un zerou la infinit. Pentru verificare se
determina:

z
H(1/2) = k22 4+dz+m

Cum functia de transfer H(1/z) poseda un zerou la z = 0, rezulta ca sistemul posedd un
zerou la infinit.

Nota 4.2

Daca un sistem are toate zerourile finite in semiplanul stang atunci sistemul este de
faza minima [lonescu, 1985].

Daca un sistem poseda un zerou in semiplanul drept atunci el este de faza neminima.

4A nu se confunda cu notatia ”2” in cazul sistemelor discrete.
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2 Polii sistemelor multivariabile (MIMO)

La sistemele multivariabile polii i zerourile nu se determina ca gi in cazul sistemelor
cu o singura intrare gi o singura iesire (SISO). In cazul sistemele MIMO functia de
transfer H(s) are dimensiuni p x m, unde p este numarul de iegiri iar m este numarul de
intrari, si este o matrice de functii rationale. Determinarea polilor si a zerourilor in acest
caz devine mai dificila, deoarece polii i zerourile nu sunt polii si zerourile elementelor
matricei de transfer.

Dupa cum s-a observat in sectiunea precedenta, daca se cunosc polii gi zerourile unui
sistem se cunoaste si dinamica acestuia. Din punct de vedere al controlului ei sunt im-
portanti deoarece printr-o sinteza adecvata a unei strategii de control se pot controla
sau corecta anumite moduri nedorite (controlabilitatea) si se pot observa anumite efecte
nedorite sau poli nedoriti (observabilitatea). De asemenea determinarea polilor instabili
este importanta in sinteza unui controler robust atunci cand de exemplu acesti poli raman
invariabili intr-o bucla de control inchisa.

Daca un sistem cu m intrari si p iegiri este descris printr-o matrice de transfer [H(s)]pxm),
polii nu sunt intotdeauna radacinile polinoamelor de la numitorii fractiilor rationale
din H(s) (aduse in forma ireductibila!). In cazul in care exista radacini comune intre
numaratorii §i numitorii unor astfel de functii rationale, unii poli pot disparea din forma
finala a reprezentarii H(s), prin anulare cu anumite zerouri.

Definitia 4.4 | Pentru un sistem caracterizat de o matrice de transfer [H(s)]pxm), valorile

s, pentru care lim |H(s)| = oo poartd denumirea de poli ai sistemului sau ai matricei
s—Sp

H(s).

O modalitate de a determina polii unui sistem multivariabil, cand i se cunoaste ma-
tricea de transfer [H(s)],xm, este prin utilizarea formei matriceale Smith-McMillan:

ni(s)
o) 0 0
0 31§S§ 0
L(s)H(s)R(s) = M(s) = E 153 0 O, (4.5)
n.(s)
v 4.(5)
i Op—r)xr Op—r)x(m—r) |

unde L(s) si R(s) sunt doua matrice unimodale de transformare la stanga, respectiv la
dreapta (vezi Anexa).

Teorema 4.1' Toate radacinile tuturor polinoamelor d;(s), i = 1...r de la numitorii
functiilor rationale ale formei matriceale Smith-McMillan aferente unui sistem sunt polit
sistemuluz.

Nota 4.3

Polinomul py(s) = di(s)ds(s) . ..d.(s) poarta denumirea de polinomul caracteristic al
matricei H(s). Polinomul zg(s) = ni(s)na(s)...n.(s) poarta denumirea de polinomul



Polii sistemelor multivariabile (MIMO) 71

caracteristic al matricei H(s).

Numarul total de poli ai sistemului este dat de gradul polinomului di(s)dy(s) .. .d,(s)
si este cunoscut sub denumirea de ordinul McMillan al sistemului. Acesta indica di-
mensiunea minimd (forma minimala) de reprezentare a sistemului.

Daca o reprezentare in spatiul starilor (A, B,C, D) a unui sistem este de un ordin
mat mare decat cel al ordinului McMillan, aceasta indica anulari poli-zerouri in sistem si
reprezentarea in spatiul starilor nu este minimald. Daca dimensiunea matricei A, x, este
egala cu cea a ordinului McMillan, atunct reprezentarea in spatiul starilor este minimala.

Observatia 4.3

Din teorema anterioara rezulta ca daca se determina o valoare s, ca fiind radacing a
mai multor polinoame d;(s), 1 = 1...k atunci s = s, este un pol multiplu pentru sistem,
cu ordinul McMillan asociat acestuia egal cu k. Ordinul McMillan k aferent unui pol sy,
indica existenta a k poli la s = s,,.

Pentru un sistem SISO existenta a k poli la s = s, poarta denumirea de multiplici-
tatea polului s,. Astfel pentru un sistem SISO reprezentat printr-o functie de transfer,
existenta unui factor la numitor de forma (s — s,,)* indicd existenta a k poli la s,. Pentru
sistemele multivariabile multiplicitatea unui pol nu este echivalenta cu ordinul McMillan
al acelui pol, deoarece nu exista o relatie general valabila intre multiplicitatea unui pol la
o anumita locatie gi ordinul McMillan

Fie sistemul descris prin matricea de transfer:

1 s—1

- | o] (1) G+ +2)
T s—1 s+2 s+ 2
Forma McMillan corespunzatoare acestui sistem este:
! 0 0
M(s) = (s+1(s—1)(s+2) (- 1)
0 (s+2)
Se poate observa ci sistemul poseda poli la s = —2, —2, —1, 1. Rezulta de asemenea ci
sistemul poseda un pol la s = —2 cu ordinul McMillan egal cu 2. Se poate observa ca polul
s = —2, degi are ordinul McMillan egal cu 2, nu este un pol multiplu, el fiind localizat in zone

diferite ale matricei de_transfer. . . oo
In paragrafele urmatoare se va observa ca acest sistem poseda si un zerou la s = 1.

Daca sistemul este descris in spatiul starilor se poate utiliza urmatoarea teorema pen-
tru determinarea polilor sistemului:

Teorema 4.2 I Pentru un sistem liniar invariant in timp (LT1) descris in spatiul starilor:

= Ax + Bu
S): 4.6
O S (16)
cux € R", u € R™ giy € RP, mulfimea raddacinilor ecuatiei |sI — A| = 0 (multimea

valorilor proprii ale matricei A) contine si polii sistemulus.
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Observatia 4.4

Pentru un sistem (A, B, C, D) cu matricea de transfer aferenta H(s), matricea A poate
avea mai multe valori proprii decat polii matricei de transfer H(s) aferentd sistemului:

{polii H(s)} C { wvalorile proprii ale matricei A}.
Matricea de transfer a unui sistem descris in spatiul starilor (4.6) este data de:

. 1 1
[Cadj(sI — A)""B]+ D = mN(s), (4.7)

1
d(s)

unde dimensiunea matricei A, ., este egala cu numarul n de stari ale sistemului. Polii
matricei H(s), determinati cu Teorema 4.1 sunt o submultime a valorilor proprii ale ma-
tricei A. Daca n; este numarul de poli ai sistemului determinati prin utilizarea Teoremei
4.1 si daca n este numarul de poli determinati cu Teorema 4.2, atunci n > n;. Mai mult,
daca:

H(s)=C(sI —A)'B+D =

e n > ny, atunci sistemul fie nu este complet controlabil, fie nu este complet observabil,
sau ambele si sistemul (A, B, C, D) nu este intr-o forma minimala;

e n = ny, atunci sistemul reprezentat prin matricele (A, B, C, D) este intr-o forma
minimala si este complet controlabil si complet observabil.

Daca sistemul S este reprezentat intr-o forma minimala, pentru determinarea polilor
sistemului se poate utiliza urmatoarea teorema.

Teorema 4.3 I Pentru un sistem liniar invariant in timp (LTI ) descris in spatiul starilor:

(S):{x':Ax—I—Bu (48)

y=Cx+ Du

cuxr € R", u e R™ siy € RP daca el este reprezentat intr-o forma minimala, atunci polii

sistemului sunt radacinilor ecuatiet |sI — Al = 0 (multimea valorilor proprii ale matricei
A).

O alta metoda pentru determinarea polilor sistemului este prin utilizarea formei Rosen-
brock® de reprezentare matriceala a sistemului.

Teorema 4.4. Pentru un sistem descris prin forma matriceala Rosenbrock:

re=| 50 win |- 5] o

radacinile ecuatiei |T(s)| = |sI — A| =0 sunt polii sistemului.

Se cunoaste reprezentarea matriceala Rosenbrock a unui sistem:

Pentru formele matriceale de reprezentare a sistemelor tehnice a se vedea [Patel si Munro, 1982].
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s+1 0 0 -1 0
— s+3 0 0 O
P(s) = 0 0 s+42 0 1
1 -3 1 0 0
) 0 k 0 O
Polii sistemului sunt solutiile ecuatiei:
s+1 0 0
-1 s+3 0 =0= 8§ =—-1, §9=—-2, §3=-3
0 0 s+ 2

Determinarea polilor sistemului se poate realiza urmand pasii din Tabelul 4.1.

Tabelul 4.1: Algoritmul pentru determinarea polilor unui sistem descris in spatiul starilor

sau sub forma unei matrice de transfer.

Se cere determinarea polilor sistemului.

Se da un sistem descris in spatiul starilor sau sub forma de matrice de transfer.

Pasul 1: Daca sistemul este descris in spatiul starilor prin matricele

Pasul 2: Daca sistemul este descris prin matricea de transfer H(s), se deter-

(A,B,C, D), si daca aceasta este o realizare minimald a sistemului,
polii sistemului sunt valorile proprii ale matricei A (radacinile ecuatiei

|sI — Al =0).

mina forma Smith-McMillan M (s) a reprezentarii matriceale H(s). Polii

sistemului sunt polii tuturor fractiilor rationale din M(s).

3 Zerourile de transmisie

In cazul sistemelor multivariabile zerourile sunt greu de observat la o prima analiza a

acestuia. De exemplu matricea de transfer:

1
1 _
Hiy=1 s

poseda un zerou la s = 1 care nu este vizibil. In plus in cazul sistemelor multivariabile

exista mai multe tipuri de zerouri.
O categorie importanta sunt zerourile de transmisie finite® si infinite”.

Definitia 4.5 Un sistem poseda un zerou de transmisie s = sg daca exista o stare inifiala
xo diferita de zero, astfel incat daca intrarea este u(t) = uge®™* - 1(t), atunci x(t) = xoe®!

siy(t) =0 pentru t — oo.

6Sau simplu zerouri de transmisie;
"Sau zerouri la infinit;
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Vectorul [zo ug)t se numeste directia de transmisie asociatd zeroului de transmisie s

[Rodriguez, 2004b; Ly, 2003].

Nota 4.4

Definitia de mai sus este valabila si in cazul sistemelor monovariabile.

Observatia 4.5

Din Definitia 4.5 se poate observa ca pentru un sistem, pentru un zerou de transmisie
So, existd o intrare de forma u(t) = uge®t, t > 0, care in anumite conditii initiale xo,
sa asigure y(t) = 0. Conditiile initiale care sa asigure acest deziderat, sunt xo(t) =
(sol — A)™1Buy, iar zeroul de transmisie so mai poartd denumirea de zerou de blocare.

Observatia 4.6

In cazul sistemelor de tip SISO nu se poate pune problema tratarii explicite a directiei
zeroulur de transmisie, deoarece aceasta este evidentd.

In cazul sistemelor MIMO directia unui posibil zerou de transmisie este o problema
deschisa.

Uy 82 +1 n
— —
s24+2s+1
— —
s2+3s+1
U9 1 Y2
— - —
S
(a) (b)

Figura 4.6: Studiu de caz: a) Sistem SISO, b) Sistem MIMO.

De exemplu [Rodriguez, 2004b], in cazul sistemului din Figura 4.6(a) directia zeroului

sp = —2 este evidenta. Astfel daca sistemului i se aplica o intrare U(s) = P L{e ",
s
iegirea sistemului va fi y(¢) = 0. Acest lucru a fost evidentiat si pentru sistemul din Figura

4.1, exemplu care este mai sugestiv in acest sens.

Insa pentru sistemul din Figura 4.6(b), intrarile sistemului sunt u = [u; up]”, iar daca
uy(t) = us(t) = sin(t), iesirile sistemului sunt cele reprezentate in Figura 4.7. Se observa
ca:

y1(t) — 0, pentru t >0
y2(t) /4 0, pentru t >0
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Linear Simulation Results
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Figura 4.7: Iegirile sistemului reprezentat in Figura 4.6(b) la intrarea u = [u; us]”

[sin(¢) sin(¢)]T, in conditii initiale nule.

Este evident ca iegirea y(t) este afectatd de un zerou, din moment ce, in conditiile
date, y;(t) = 0.

Daca se analizeaza functia de transfer dintre u; — 1, se observa ca aceasta poseda
zerourile la 5. Conform Definitiei 4.5, intrarea trebuie sa fie de forma u(t) = uge®?, iar
cum zerourile sunt imaginare, rezulta ca si functia u(t) este imaginara. Pentru a utiliza
o intrare reald se utilizeazi numai partea reald din u(t) = upe™it = uglcos(t) £ jsin(t)].
Astfel, rezulta u(t) = ugcos(t) si daca de exemplu uy = 1, va rezulta tot y;(t) = 0, deci
47 sunt zerouri de transmisie.

3.1 Metode pentru determinarea zerourilor de transmisie

Pentru determinarea zerourilor de transmisie in cazul unor sisteme descrise printr-un
cvadruplu (A, B, C, D) exista mai multe metode, in functie de forma de reprezentare a
sistemului.

Teorema 4.5' Un sistem descris prin cvadruplul (A, B,C, D) prezinta zerouri de trans-

misie daca i numai dacd matricea Rosenbrock, notata P(s), are rangul mai mic decdt
rangul mazim posibil [Ly, 2003].

P(s) = {Sol_gfl B

Rangul mazim posibil al matricei P(s) este n + min(p, m).

} (4.10)
(n+p)x (n+m)

In cazul m = p, pentru a verifica existenta unui posibil zerou sy este suficient sa
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1
Figura 4.8: Schema bloc a realizarii de stare a sistemului H(s) =1+ —.
s

se calculeze |P(sg)| = 0, iar solutiile sy ale ecuatiei vor fi zerourile de transmisie ale
sistemului. Dacd un astfel de zerou existd, atunci directia acestuia [zg,uo]? poate fi
determinata prin rezolvarea ecuatiei:

R "
adica [z, ug)” = Ker(P(so)).

Nota 4.5

Pentru sistemele SISO zerourile de transmisie se pot determina direct din functia de
transfer.

Sistemele MIMO pot avea poli §i zerouri comune dar care sa nu se anuleze (com-
penseze) si astfel sa apard in matricea de transfer [Patel si Munro, 1982]. Aceste zerouri
sunt tot zerouri de transmisie gi se propaga spre iegirea (iesirile) sistemului.

Zerourile de transmisie, in general, nu sunt echivalente cu zerourile elementelor ra-
tionale ale matricei de transfer! [Rodriguez, 2004b]

Pentru demonstrarea celor de mai sus urmatoarele doua exemple [Rodriguez, 2004b]
sunt elocvente.

s+1 1
Se considera sistemul descris prin H(s) = Ty + —. Exista un posibil zerou
s s

de transmisie la s = —1.
Pentru a verifica daca acest zerou este de transmisie se determina matricele A, B, C, D.
Pentru aceasta se deseneaza schema din Figura 4.8, din care:

{I','l = U A == 0, B = 1
y=x1+u C=1 D=1
. v 1 -1 1 S + 1
Pentru verificare, rezulta: C(sI — A)"'B+D=1(sI-0)""' +1=-+1=
s s

Se calculeaza determinantul matricei Rosenbrock:

SIEA _DB ‘:‘f _% ‘:s+1:0:>30:—1
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Rezulta ca sp = —1 este zerou de transmisie pentru sistemul dat, iar pentru determinarea
directiei asociate acestuia se rezolva ecuatia:

-1 -1 Zo _ 0
1 1 “luw | — |0
Solutia generald a acestei ecuatii este [zg uo]? = k-[1 — 1], unde k € R.

Se verificd definitia zeroului de transmisie. Daci intrarea sistemului este u(t) = k - e0t =
t

k-e~, starea sistemului este x(t) = [ wudt = k-e™", iar iesirea y(t) = k-e~t —k-e~* = 0 pentru
0
t > 0, si conditia este verificata.
Se verifica dacd s = —1 este zerou de transmisie pornind gi de la functia de transfer a
sistemului:

y(s) = H(s)u(s) = C(sI — A)"tag + [C(sI — A)"'B + D]u(s)

sistemului la o intrare u(t) = uge™, ug # 0 este:

s+1 g U

s s—i-l:s

y(s) =

In domeniul timp raspunsul este y(t) = wp, deci iesirea ar fi 0 numai daca uy = 0, adica
daca sistemului nu i se aplica nici o intrare, ceea ce este exclus in conditiile prezentate! Astfel,
raspunsul sistemului nu este 0, mai mult cu o astfel de intrare s-a excitat si starea sistemului

t
2(t) = [ A7) Bu(r)dr = ug — upe™, care in conditiile date este diferita de zero.
0

Concluzionand se poate afirma ca plecand din conditii initiale nule, nu se poate observa daca
sg = —1 este zerou (iegirea sistemului nu tinde la 0), chiar daca se utilizeaza o intrare de forma
u(t) = upesot = ype™!

Conditia ca intrarea sistemului sa fie u(t) = uge®®! = uge™, este o conditie necesara dar nu
si suficienta. Pentru o solutie completa se porneste din conditii initiale nenule, xy # 0. In aceste

conditii, aplicAnd o intrare u(t) = uge*°t = uge™t, iegirea sistemului este:

o uo xo + Ug
yo) = 20 4 10 - Tt
s s s
In acest caz conditia ca iegirea sa fie zero (pentru t — 00) este ug = —sg, adica [zg, ug] =

k- [1,—1], chiar conditia deja determinata.

intrarea va influenta si starea sistemului gi nu numai iegirea acestuia. Acest lucru se poate
observa daca se calculeaza si evolutia starii:

t
x(t) = ey + /GA(t_T)B’U,(T)dT =20 +ug(l —e™") = 2o+ ug —uge™ " = zpe "
——
0

=0

Se poate observa din relatia precedenta ca o alegere corecta a lui ug in functie de g, asigura
y = xpe~ ! + upe™t = 0. De asemenea se verificd si relatia zo(t) = (sI — A) ™ Buy.

Fie sistemul descris prin cvadruplul (A, B, C, D):

1 0 0 10
A=| 1 -3 0|, B=|0 0
0 0 -2 0 1
1 -3 1 00
02[5 Ok}v D:[o 0]

Se calculeaza matricea de transfer:
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s 1
. (s+1)(s+3) s+2
H(s)=C(sI—A)"-B+ D= H(s)= y
5
s+1 s+ 2

Se determina matricea Rosenbrock si se calculeaza determinantul acesteia:

s+1 0 0 10
1 s+3 0 ‘ 0 0 15
P(s) = 0 0 s+4+2 0 1|=0=ks—55—15=0=>5=——
—1 3 —1 [ 00 k=5

-5 0 —k ‘ 0 0

Pentru k£ = 10 rezulta zeroul de transmisie sg = 3, iar pentru k& = 35 rezulta zeroul sqg = 0.5.
Se observa ca sg, pentru valorile lui k alese, nu este zerou pentru elementele matricei de transfer

a sistemului H (s) determinata anterior. Directia zeroului de transmisie so = 3 este [xg uo)? =
Ker(P(3))=[6 1 —3 24 —15]T.

O alta modalitate pentru determinarea zerourilor de transmisie pentru un sistem
MIMO este prin utilizarea formei de reprezentare Smith-McMillan a matricei de transfer
aferenta sistemului:

Teorema 4.6' Un sistem descris prin matricea de transfer H(s), cu forma standard
Smith-McMillan asociata M(s), prezinta zerouri de transmisie dacd si numai daca M(s)
are polinoame in s la numarator, iar radacinile acestor polinoame sunt zerouri de trans-
misie pentru sistem.

Nota 4.6

Conform acestei teoreme, zerourile de transmisie sunt radacinile polinomului zero,
adica ale ecuatiei zp(s) = 0.

Avand functia de transfer de la exemplul anterior,

s 1

s+1)(s+3) s+2

= | CEIEE
s+1 s+ 2

se calculeaza forma standard Smith-McMillan. Va rezulta:

g = NG _ s(s+2) (s+1)(s+3) | 1
HE) =" T [ 56 +2(+3) ks+D(s+3) | GrOe+26+3)
N(s) d(s)

unde d(s) este cel mai mic numitor comun al functiilor rationale din H(s). Se calculeaza cei mai
mari factori comuni al tuturor minorilor lui N(s):

S = 1
5= 1
02 = |N(s)]

ks(s+1)(s+2)(s+3) —5(s+1)(s+2)(s+3)? =
(ks —bs — 15)
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Forma Smith va fi:

o1
%
S5(s) 55 8 Z[(l) ($+1)(3+2)(3—E3)(k3—53—15)]
o1
ar forma McMillan este s) = S(s),
Tar f MMH_ ¢ M(l) el
0
M(s) = (8+1)(Sz2)(8+3) (ks —5s—15)(s +1)(s +2)(s +3) | —
L (s+1)(s+2)(s+3)
r 1
= (s+1)(s+2)(s+3) 0
L 0 (ks — 5s — 15)

Se observa ca forma McMillan M (s) are un polinom in s la numarator, iar radacina acestuia
este sg = 3 pentru k = 10 si sg este zerou de transmisie.

Este de observat in cazul acestui exemplu este ca H(s) prezinta un zerou la s = 0, dar care
nu este de transmisie. In capitolele urmatoare se va determina natura acestui zerou.

Observatia 4.7

Pentru un sistem MIMO exista mai multe tipuri de zerouri.

Nota 4.7
Daca un sistem MIMO:

e are toate zerourile de transmisie situate in semiplanul stang, atunci el este de faza
minimd;,

e are cel putin unul dintre zerourile de transmisie situat in semiplanul drept, atunci
el este de faza neminimd.

O alta modalitate pentru determinarea zerourilor de transmisie este daca sistemul este
descris printr-o matrice de transfer in care nu exista simplificari poli-zerouri:

Teorema 4.7) Dacd un sistem MIMO este descris prin matricea de transfer [H(s)]mxp
st aceasta este intr-o forma ireductibila, atunci acest sistem prezinta zerouri de transmisie
la acele valori s = sg, care nu sunt poli ai sistemului, pentru care H(s) igi micgoreazd
rangul, rang(H (s)) < min(m,p).

Fie sistemul descris prin:

1 0 s—1
H(S) — 8+11 1 (8+1)1(8+2)
Cs—1 s+2 s+ 2

Se scrie forma Smith-McMillan, pentru determinarea polilor i zerourilor sistemului. Astfel
se scrie:
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o= | =1)(s+2) 0 (s —1)2 ) 1
HES) =1 26 ri)s+2) (s—1)(s+1) (8_1)(5+1)} (s+1)(s=1)(s+2)

Forma Smith i forma McMillan sunt:

1 0 0
S()=| 0 (s+1)(s—1)? 0]
1
0 0
M(s) = (s-l—l)(s;l)(s—l—?) (5-1) 0 ’
(s+2)

si evident s = 1 ar trebui sa fie zerou de transmisie.

Dar cum s = 1 este si pol al sistemului, Teorema 4.7 nu se este valabila! Rangul maxim al
matricei H(s) este 2, iar prin inspectie se observa ca existd un posibil zerou de transmisie la
s = 1. Pentru a verifica acest lucru, se calculeaza rangul matricei H(s) cand s = 1. Se observa

s—1

i D) 0 0
ca daca s = 1, minorul (s + )1(8 +2) devine | 1 1 | gi are rangul egal cu 1 si
3 3

s+2 s+2

1
cum elementul lim <——1> nu este definit, rangul matricei H(s) este egal cu 2. In concluzie

8—)1

sistemul nu prezinta zerouri de transmisie.

Nota 4.8

Daca un sistem MIMO este descris printr-o matrice de transfer H(s) patratica i so
nu este un pol al sistemului, atunci sy este zerou de transmisie daca |H (so)| = 0.

Se considerd matricea de transfer de la Exemplul 4.6. Determinantul acesteia este:

sk —bs—15
(s+1)(s+3)(s+2)

=0

iar pentru k = 10 rezulta sy = 3 care dupa cum s-a observat este zerou de transmisie.

In Tabelul 4.2 sunt sintetizati pasgii necesari a fi parcursi pentru determinarea zerourilor
de transmisie finite.

3.2 Zerourile sistemului la infinit

Zerourile unui sistem la infinit sunt un caz particular de zerouri de transmisie.

Pentru determinarea zerourilor la infinit trebuie cunoscuta matricea de transfer a
sistemului, in care se inlocuieste s = 1/z. Pentru noua matrice de transfer rezultata
(functie de transfer in z) se calculeaza forma Smith-McMillan, iar numarul de zerouri
rezultate la z = 0 (zerourile z = 0 ale fractiilor rationale) in forma Smith-McMillan este
egal cu numarul de zerouri la infinit ale sistemului.
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Tabelul 4.2: Algoritmul pentru determinarea zerourilor de transmisie finite.

Se da un sistem descris in spatiul starilor sau prin matrice de transfer.

Se cere sa se determine zerourile de transmisie ale sistemului.

Pasul 1: Daca sistemul este descris in spatiul starilor se calculeaza forma
Rosenbrock:

P = 5

1. Daca sistemul are numarul de intrari egal cu numarul de iesiri (m =
p), zerourile de transmisie sunt solutiile ecuatiei |P(s)| = 0.

2. Daca m # p, zerourile de transmisie sunt valorile s pentru care P(s)
isi micgoreaza rangul.

Pasul 2: Daca sistemul este descris prin matricea de transfer H(s), se alege
una din urmatoarele situatii:

1. Se determina forma Smith-McMillan M (s) a reprezentarii matri-
ciale H(s). Zerourile de transmisie sunt zerourile fractiilor rationale
din M(s).

2. Daca sistemul are m = p, zerourile de transmisie sunt acele solutii

ale ecuatiei |H (s)| = 0 care nu sunt si poli pentru sistem.

3. Daca sistemul poseda m # p, zerourile de transmisie sunt valorile
s, care nu sunt poli ai sistemului, pentru care H(s) isi micgoreaza
rangul.

Fie matricea de transfer a unui sistem:

1 s—1
0 -2 -
s+1 (s+1)(s+2)
H(s) = 1 1 1
Cs—1 s+ 2 s+ 2

Se doreste determinarea zerourilor la infinit.
Se inlocuieste s = 1/z in H(s):

z z(z—1)
H(1/z) =| #t1 (£ | =
Cz41 2241 2241

z2(2z+1) 0 —z(z—1) | 1
—2(2z+1) z2(z+1) 2(z+1) | z+1)(22+1)

N(1/z) d(1/z)
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Forma Smith a reprezentarii matriceale a sistemului:

z 0 0
S(l/z):[O A3 —2242 0

Tar forma Smith-McMillan:

: 0 0
_S(/2) _ | B D@ 1)
M(l/z) - d(l/z) - 0 Z(Z—l)
2z +1

Se observa in M (s) ca exista doua zerouri la z = 0. In consecinta sistemul prezinta doua
zerouri la infinit (s = oo ) de ordinul intai. In plus se poate determina ca sistemul poseda
trei poli §i un zerou de transmisie. Ca urmare numarul de zerouri de transmisie este diferit de
numarul de poli.

Observatia 4.8

In general, pentru un sistem multivariabil numarul polilor (n) nu este egal cu suma
zerourilor de transmisie finite (ng) si infinite no, N # N+ Neo, Mai mult 1 > ng +neo.

Ex. 4.10 | Avand matricea de transfer a unui sistem:

S 1

s+1)(s+3) s+2
ORI

s+1 s+ 2

sa se determine zerourile la infinit pentru acest sistem.
Se inlocuieste s = 1/2z in H(s):

r 3z4+1 z
2243241 2241
H{/z) = 5z 10: |
L z+1 2z+1
[+ 1D)(2z+1)B2z+1)  z2(z+1)(22+32+1) 1
| 52(22 + 32+ 1)(22 +1) 102(22 +32+1)(z+ 1) (22 +32+1)22+1)(z + 1)

n'g

N(1/z) d(Dz)

Formele matriceale Smith gi Smith-McMillan asociate sunt:
1 0

S(1/z) = (22 + 1) (=20 + 25 — 1524 — 412% — 3922 — 152 — 2)
0 2
1
(22432+1)(z+1)(22+1)

M(1/z) =

2(2% — 322 — 72— 2)
2

Se observa din M (1/z) ca sistemul poseda un zerou la infinit (la z = 0).

0
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Observatia 4.9

Daca un sistem este descris printr-o functie de transfer H(s), acestuia i se pot calcula
numai zerourile de transmisie (finite sau infinite) [Ly, 2003].

In Tabelul 4.3 sunt enumerati pasii necesari pentru determinarea zerourilor de trans-
misie infinite aferente unui sistem.

Tabelul 4.3: Algoritmul pentru determinarea zerourilor de transmisie infinite.

Se da un sistem descris printr-o matrice de transfer.

Se cere si se determine zerourile la infinit ale sistemului.

Pasul 1: Daca sistemul este descris prin matrice de transfer H(s), se substi-
tuie s = 1/z, rezultand matricea de transfer H(1/z).

Pasul 2: Se determina forma Smith-McMillan M (1/z) aferenta reprezentarii
matriceale H(1/z).

Pasul 3: Numarul de zerouri la z = 0 din M (1/z) este egal cu numarul de
zerouri la infinit.

4 Zerourile de decuplare

Se poate vorbi de zerouri de decuplare ale unui sistem (S) numai daca acesta este
descris in spatiul starilor:

(S):{:ic:ijLBu (4.12)

y=Cz+ Du

cuz e R", ue R" gy eRP.
O astfel de descriere a sistemului ofera o imagine mult mai apropiata de realitate si
mai transparenta decat descrierea sub forma de matrice de transfer:

H(s)=C(sI —A)'B+D (4.13)

In cazul sistemelor multivariabile, H(s) din (4.13) este o matrice de functii rationale.
In aceste functii pot aparea anulari (simplificari) intre numitorii §i numaratorii functiilor
rationale din H(s). In continuare se vor studia probleme legate de astfel de simplificari, de
efectele lor in matricea de transfer rezultata si astfel se ajunge la zerourilor de decuplare.



Zerourile de decuplare 84

4.1 Zerourile de decuplare pe intrare

Definitia 4.6 | Zerourile de decuplare pe intrare® ale sistemului S sunt [Ly, 2003; Schrader
si Sain, 1989; Patel gi Munro, 1982]:

e Valorile s pentru care matricea Q; = (sI — A)~' - B are rangul mai mic decat m:
rang(Q;) = rang[(sI — A)™'- Bl <m (4.14)
sau
e Zerourile polinoamelor invariante® ale matricei:
Pi(s)=1[s] — A Bj; (4.15)
sau
e Polii necontrolabili ai matricei H(s) = C(sI — A)"'B + D.

Din definitia de mai sus se observa faptul ca zerourile de decuplare pe intrare depind
numai de matricile A sau B, indiferent daca sunt determinate din relatiile (4.14) si (4.15)
sau daca sunt ”polii necontrolabili” ai sistemului.

In [Lewis, 2004b] autorul demonstreaza legatura dintre zerourile de decuplare pe in-
trare i controlabilitatea unui sistem este demonstrata de .

Teorema 4.8' Un sistem este complet controlabil daca si numai daca el nu prezinta ze-
rouri de decuplare pe intrare.

Efectele unor astfel de zerouri sunt ca sistemul nu mai poate fi complet controlat adica
o intrare nu mai este cuplata cu o anumita stare.

Se doreste sinteza unui sistem de control fara zerouri de decuplare pe intrare, astfel
incat determinarea existentei unor astfel de zerouri este foarte importanta.

Ex. 4.11 | Se considera urmatorul sistem descris in spatiul starilor:
. -1 4 2
i) =3 3]e@+]]u

Se calculeaza matricea P;(s) dupa care aceasta se aduce la forma Smith:

) 0 0
_ 0 1 0
s+l -4 27 1 1 0 071 |1 =
Fls)=1"0" s-3 0}— s 3 [0 s—3 0] 2
2 2 4 01 -5-3
L R

Polinoamele invariante ale matricei P; sunt:

ni(s) =1
na(s) =s—3

8Notate pe scurt z.d.i.
9Polinoamele invariante ale unei matrice polinomiale P(s) sunt polinoamele in s ale formei matriceale
Smith atasate matricei P(s).
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Singurul zerou al polinoamelor invariante ale matricei P; este s = 3, si in consecinta este
zerou de decuplare pe intrare al sistemului.

Pentru a verifica faptul ca s = 3 este i pol necontrolabil al sistemului se calculeaza polii
acestuia: §1 = —1si 59 = 3.

Intai se verifica controlabilitatea sistemului. Matricea de controlabilitate este:

al carui rang este 1 < 2, deci exista un pol necontrolabil iar sistemul este necontrolabil. Se
verifica daca s = 3 este polul necontrolabil prin aplicarea testului PBH:

_[s+1 —4 2 (4 -4 2
R(S)|S=3_ 0 s—3 0]8:3_[0 0 0]

Rangul P;(s)|s—3 este 1 < 2, deci este un pol necontrolabil.

Se mai poate verifica si c& exista un vector w! = [0,a], a € R astfel incat s satisfaca si
primul criteriu al testului PBH si anume: w’ P; = 0 si w’ B = 0.

Din exemplul anterior se poate observa legatura directa existenta intre zerourile de
decuplare pe intrare si proprietatea de controlabilitate a unui sistem. Un astfel de zerou
decupleaza o intrare de o anumita stare, astfel incat sistemul devine necontrolabil.

Ex. 4.12 | Sa se verifice daca sistemul descris prin:

0 -3 0 0 3 2
|11 -4 0 0 1 2
T=10 0 0 —1|*T|1 1"
0 1 2 11 ,
[0 1 00
¥y=10 00 1"
prezinta zerouri de decuplare pe intrare.
Se verifica zerourile polinoamelor invariante ale matricei:
Y sa 0 0 12
— +
Ps) =[sI-A Bl=|74 *%° 5 1 11|=
0 0 -1 s4+2 11
— 1 -
9 0 0 0 100 0 00O
0 0 1 0 010 0 00O
= 2 1 1
s 2 1 2+§ 1 001 0 00O
63 2 2 2 000 s+1 0 0
—(1+s)(s+4) 35s+3 3s2+155+18 —3s—9
- - S(s)

L(s)
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"0 0 0 0 s+7 3 -
1

1 -1 1 _Z s—1 1
9
1

0 0 0 — 0 1
72

0 0 1 1l 0 1
72

o 1 -1 =5*1 2_ 453 1

- —s*—4s—3 —s—

36

000 0 —S4+1 @iusys o
4y T

R(s)

Matricea S(s) prezinta un singur polinom invariant, deci zeroul de decuplare pe intrare al
sistemului este d.z.i = {—1}.

In Exemplul 3.14 din §3 se poate observa ca s = —1 este si pol necontrolabil al sistemului gi
de asemenea el nu apare in matricea de transfer rezultata:
1 s
s+1 s+3
H(s) =
1 1
s+1 s+1
Nota 4.9

Zerourile de decuplare pe intrare nu apar in reprezentarea matricer de transfer rezul-
tate, avand ca efect o reprezentare de ordin inferior a sistemului [Patel $i Munro, 1982].

In exemplul anterior zeroul s = —1 nu apare in matricea de transfer rezultata, el fiind
anulat de un pol la s = —1. Indiferent daca in matricea H(s) rezultata proiectantul
realizeaza matematic aceasta simplificare, anularea se va face functional!

4.2 Zerouri de decuplare pe iesire

Definitia 4.7 | Zerourile de decuplare pe iesire'® ale sistemului (S) sunt[Ly, 2003; Schrader
si Sain, 1989; Patel gi Munro, 1982]:

e Valorile s pentru care matricea Q, = C - (sI — A)™! are rangul mai mic decat p:
rang(Q,) = rang[C - (sI — A" < p (4.16)
sau

e Zerourile polinoamelor invariante ale matricei:

sl—4 } (4.17)

P = |G

ONotate pe scurt z.d.o.;
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sau

e Polii neobservabili ar matricei H(s) = C(sI — A)™'B + D.

Zerourile de decuplare depind numai de matricele A si C' si ”sunt poli neobservabili”
ai sistemului [Lewis, 2004b)].

Efectul unor astfel de zerouri este ca prin anularea influentei polului corespunzator,
starea respectiva nu mai poate fi urmarita la iegirea sistemului. Din nou apare un fenomen
de decuplare a unei stari, dar in acest caz cu iegirea sistemului.

In sinteza unui sistem de control trebuie evitata prezenta unor zerouri de decuplare
pe iesire.

Teorema 4.9 I Un sistem este complet observabil daca st numai daca el nu prezinta zerouri
de decuplare pe iesire.

Nota 4.10

Zerourile de decuplare pe iesire nu apar in reprezentarea functiei de transfer rezultate,
avand ca efect o reprezentare de ordin inferior a sistemului [Patel $i Munro, 1982].

Ex. 4.13 ] Se considera urmatorul sistem in spatiul starilor [Ly, 2003]:

i =73 7]
y(t)=[2 2]a(t)

Se urmareste determinarea eventualelor zerouri de decuplare pe iesire.
Se calculeaza matricea P,(s):

1
S 0 0 0 1 0 1
I IR EN I 0 s—3 s
Py(s) = s—=T7 | = 1 0 —4 1 s
2 2 0 0 8
-2 =2 s+1
—_————
R(s)
L(s) Po(s) ’

Polinoamele invariante ale matricei P,(s) sunt n; = 1 si na(s) = s — 3, deci sistemul prezinta
un singur zerou de decuplare pe iegire la s = 3.

Pentru a verifica daca acest zerou este si pol neobservabil se calculeaza matricea de obser-
vabilitate:

2 =2
®o = [ 2 -3 ] ;
al carei rang este 1 < 2, deci sistemul nu este complet observabil. Polii sistemului sunt \; = —1
si A2 = 3. Polul neobservabil se determina utilizand testul PHB:
8 8
Aol — A B 4 4|
rang = rang =1,
¢ 2 2

deci polul Ay = 3 este neobservabil.
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Ex. 4.14 || Sa se calculeze zerourile de decuplare pe iegire ale sistemului:

00 —6
001
A=|1 0 -11 ,C:[ }
01 —6 110
Matricea P,(s) = [ SIC 4 ] este:
s 0 6
-1 s 11
Py(s) =| 0 =1 s+6 | =
0o 0 1
L1 1 0
0 L 0 0o |
11 1 0 07
0 0 0 0 1 010
. 0 0 1 —-5s—6 1 10 01
0 1 s+1 —52 —Ts— 17 1 000
11 11 11 11 00 0
—-11 6 17s+6 —(s+6)(17s+6) 1ls+6 | & -
- - Py(s)
L(s)
0 0 1
0 1 —1
s s+1
11 11
R(s)

Se observa faptul ca matricea P,(s) nu prezinta polinoame invariante in s, deci sistemul nu
poseda zerouri de decuplare pe iesire.
De asemenea se poate observa din Exemplul 3.20, §3, ca sistemul este complet observabil.

4.3 Zerourile de decuplare pe intrare si pe iesire

Definitia 4.8 | Zerourile de decuplare pe intrare si pe iesire' ale unui sistem S sunt:

e acele zerouri ale sistemului care sunt si zerourt de decuplare pe intrare cat si zerouri
de decuplare pe iesire;

e valorile s care sunt gi polit necontrolabili i neobservabili ai sistemului (A, B,C, D).

V. Patel gi N. Munro [Patel si Munro, 1982] prezinta o procedura simpla pentru de-
terminarea z.d.i.o. cand se cunosc z.d.i. §i z.d.o., expusa in Tabelul 4.4.
4.4 Zerourile de decuplare ale sistemului

Definitia 4.9 Zerourile de decuplare’? ale sistemului sunt elementele mulfimii zerourilor

de decuplare pe intrare si a zerourilor de decuplare pe iesire.

HNotate pe scurt z.d.i.o.;
2Notate pe scurt z.d.;
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Tabelul 4.4: Algoritmul pentru determinarea zerourilor de decuplare pe intrare si pe iesire
ale unui sistem.

Se da un sistem descris in spatiul starilor.

Se cere sa se determine zerourile de decuplare pe intrare si pe iegire ale
sistemului.

Pasul 1: Se elimina din multimea zerourilor de decuplare pe iesire (z.d.o.),
multimea zerourilor de decuplare pe intrare (z.d.i.):

{z.d.o.} ={z.d.o.} —{z.di}

Pasul 2: Zerourile de decuplare pe intrare si pe iegire (z.d.i.0.) sunt:

{z.d.i.0.} ={zd.o.} —{zd.o.}

In Tabelul 4.5 este prezentata o metoda simpla [Patel i Munro, 1982] pentru deter-
minarea z.d. cand se cunosc z.d.t. si z.d.o.

Tabelul 4.5: Algoritmul pentru determinarea zerourilor de decuplare ale sistemului.

Se da un sistem descris in spatiul starilor.

Se cere sa se determine zerourile de decuplare ale sistemului.

Pasul 1: Se calculeaza multimea formata din reuniunea zerourile de decu-
plare pe intrare (z.d.i.) si a zerourile de decuplare pe iesire (z.d.o.).

Pasul 2: Se elimina din reuniunea zerourile de decuplare pe intrare (z.d.i.)
si a zerourile de decuplare pe iesire (z.d.o.), zerourile de decuplare pe
intrare si pe iegire (z.d.i.o.):

{z.d.} ={z.di.Uzd.o} —{zdio.}

Evident daca se cunosc zerourile de decuplare ale sistemului, polii functiei (matricei)
de transfer rezultate se pot determina prin eliminarea din valorile proprii ale matricei A
a zerourilor de decuplare, care vor elimina polii corespunzatori din functia (matricea) de
transfer a sistemului.
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5 Zerourile invariante

Zerourile invariante ale sistemului sunt acele zerouri care sunt invariante intr-o bucla
inchisa [Patel si Munro, 1982]. Cunoasterea acestor zerouri este deosebit de importanta
in studierea robustetei sistemului la perturbatii. Daca se cunosc zerourile invariante ale
unui sistem in bucla deschisa se poate studia robustetea la perturbatii pe calea directa
cand sistemul este in bucla inchisa [Bosgra et al., 2003].

Invarianta zerourilor unui sistem descris in spatiul starilor nu se refera insa numai la
invarianta acestora intr-o bucla de reglare ci gi la operatii sau transformari care se pot
aplica asupra intrarilor, starilor sau a iegirilor sistemului [Ly, 2003].

Zerourile invariante se pot determina numai din forma de reprezentare Rosenbrock a
sistemelor [Ly, 2003].

Definitia 4.10 | Zerourile invariante ale unui sistem descris sub reprezentarea matriceala

Rosenbrock

P =" 5

-C D

sunt radacinile polinoamelor invariante ale matricei P(s).

Fie sistemul:

x +

oo
oo

-5 =8 0
r=1| 4 0
1 2 3

] ;
y=[2 2 0OJz+[1 0]u
Reprezentarea sub matrice Rosenbrock a sistemului este:

IO
J— 8_

PO)=| -1 "2 s-3 0 -1
2 2 "o 1 0

Pentru determinarea polinoamelor invariante ale matricei P(s) se calculeaza forma Smith de
reprezentare a matricei:

010
Pls)=L(s)- | 0 0 1
000 s2+2s—15 0
Polinoamele invariante sunt n(s) = na(s) = n3(s) = 1 si n4(s) = s + 2s — 15. Rezulta ci
zerourile invariante ale sistemului sunt s = {3, —5}.
In continuare se verifica care dintre acestea sunt zerouri de transmisie gi care sunt de decu-
plare.
Matricea de transfer a sistemului este:

H(s):[8+5 O]

s+1

Analizand H(s) (forma Smith-McMillan este chiar aceasta forma) deducem ca s = —5 este

zerou de transmisie. oL . . ) )
Din matricea de transfer rezulta ca sistemul poseda doua zerouri de decuplare (nu se stie

exact daca pe intrare sau pe iegire) din moment ce sistemul original era de ordinul trei iar in
functia rezultata apare un singur pol.
Se verifica daca s = 3 este zerou de decuplare pe intrare. Se calculeazd matriceas:
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P(s)=[sl—A B]=

Forma Smith este:

eci sistemul nu prezinta nici-un zerou de
decuplare pe intrare.
Se verifica daca s = 3 este zerou de decuplare pe iegire:

[ o

sl — —4 s—-7 0

Po(s):[ C ]: -1 9 s—3 | =Ls)- 00 s2—6s+9 R(s)
2 2 0 0 0 0

Forma Smith a matricei P,(s) prezinta polinoamele invariante ni(s) = na(s) = 1 i ns(s) =
52 — 65+ 9, deci s = 3 sunt doud zerouri de decuplare pe iesire. Rezulti ci acestea sunt si doi
poli neobservabili, care nu mai apar in matricea de transfer H(s).

Din exemplul de mai sus se pot sustine cateva observatii foarte utile cu privire la
zerourile de transmisie, cele de decuplare §i zerourile invariante ale sistemului.
Nota 4.11

Toate zerourile de transmisie sunt zerouri invariante ale sistemului [Ly, 2003].

Pornind de la remarca de mai sus, o alta modalitate de a determina zerourile de
transmisie este:

Observatia 4.10

Zerourile de transmisie sunt acele zerouri invariante care nu sunt zerouri de decuplare

[Ly, 2003].

Nota 4.12
Un zerou de decuplare nu este i necesar un zerou invariant.

Interpretarea notei de mai sus este ca un pol necontrolabil sau neobservabil nu este
neaparat un zerou invariant al sistemului.

6 Zerourile sistemului

[Deﬁni‘gia 4.11) Zerourile sistemului sunt totalitatea zerourilor invariante, a celor de de-

cuplare si a zerourilor la infinit.

In Figurile 4.10 si 4.9 este prezentata sugestiv formarea zerourilor sistemului.
Daca sistemul este descris sub forma de matrice de transfer singurele zerouri care se
pot determina sunt cele de transmisie finite si infinite.
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Zerourile sistemului reprezentat prin
matrice de transfer

T

Zerourile
de transmisie

Figura 4.9: Zerourile sistemului reprezentat sub forma de matrice de transfer.

Zerourile
la infinit

Zerourile sistemului reprezentat in spatiul starilor

Zerourile invariante ‘

Zerourlle
de

transmisie

Zer01:1rile de decuplare

Zerourile
la infinit

Figura 4.10: Zerourile sistemului reprezentat in spatiul starilor.

Pentru calcularea zerourilor de decuplare si a celor invariante este necesar ca sistemul
sa fie reprezentat in spatiul starilor [Ly, 2003].

7 Importanta cunoasterii zerourilor sistemelor

Cunoagterea zerourilor sistemelor, fie ele monovariabile sau multivariabile, este impor-
tanta sub doua aspecte care intervin in etapa de sinteza a unui controler:

e porzitia lor relativa in

spatiul starilor;

e pozitia lor relativa fata de polii sistemului.

Un exemplu in care este importanta pozitionarea polilor si in special a zerourilor unui
sistem este cand se urmareste sinteza unui controler care sa asigure un control robust si
o atenuare a perturbatiilor pe un domeniu de frecvente cat mai larg.
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B

1 [

W\ W,

Figura 4.11: Limitele functiei de sensibilitate la frecvente joase (w ) si inalte (w ).

In sinteza unui controler trebuie avut in vedere si aspectul privind caracterul com-
plementar dintre functia de sensibilitate (S) a unei bucle de control si complementara
acesteia (7).

Cerinta care se impune pentru aceste doua caracteristici ale sistemului de reglare in
bucla inchisa este ca ele sa fie maxime i minime (in mod complementar) in domenii de
frecventa diferite. O problema apare in comportamentul celor doua caracteristici in zona
de trecere 3.

In cazul sistemelor minimale, adica al sistemelor care au toti polii i toate zerourile
situate in semiplanul stang, problema este rezolvata relativ simplu prin limitarea scaderii
amplificarii buclei cu max. 1 — 2 dB/decada.

Insa in cazul sistemelor neminimale, adica care poseda zerouri in semiplanul drept
aceasta conditie nu mai poate fi indeplinita deoarece faza sistemului nu mai urmareste
aceeasi " directie” cu cea a modulului sistemului. Efectul imediat in cazul unor astfel de
sisteme este reducerea amplificarii [Bosgra et al., 2003].

In [Freudenberg si Looze, 1985] s-au studiat efectele unor poli sau zerouri situate in
semiplanul drept asupra robustetii unui sistem, prin efectul lor direct asupra functiilor S
si T. Astfel s-a demonstrat ca pentru un sistem neminimal dependenta dintre functia de
sensibilitate S si frecventa este influentata si de pozitiile zerourilor din semiplanul drept,
precum si de pozitiile relative intre acestea si eventualii poli instabili.

In Figura 4.11 se prezinta dependenta |S(jw)| in general. Se impune ca la frecvente
joase (w \), |S(jw)| sa fie cat mai mica, si in plus sa fie mentinuta astfel pe un interval de
frecvente joase cat mai lung. Desemenea pentru frecvente inalte (w ), |S(jw)| trebuie
sa fie cat mai apropiata de 1 pentru a nu se atinge punctul (—1,0) in diagrama Nyquist.

Freundenberg si Loose au demonstrat ca aceste doua conditii nu pot fi indeplinite
simultan la valorile dorite. Astfel cu cat banda de frecvente joase pentru care |S| este
minima (zona pana la w;) este mai mare cu atat valoarea de vart p este mai mare.
Daca |S| prezinta varfuri in jurul zonei in care diagrama Nyquist intersecteaza cercul

13Zona in care modulul amplificarii in bucli deschisa este aproximativ egal cu 1 (0 dB) in domeniul
frecvential.
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unitate, sansele ca aceasta sa atinga punctul (—1,0) sunt mai mari. Altfel spus, atenuarea
perturbatiilor la frecvente joase se poate realiza numai cu costul unor amplificari mari la
perturbatii inalte.

Efectele zerourilor situate in semiplanul drept sunt [Bosgra et al., 2003]:

e Limita superioara pentru care se poate mentine S la valori scazute la frecvente joase
este limitata de pozitia (valoarea) celui mai mic zerou situat in semiplanul drept.
Pozitia acestui zerou va inflenta direct atenuarea perturbatiilor in bucla inchisa de
control.

e Daca sistemul prezinta poli instabili, atenuarea perturbatiilor este afectata. Mai
mult, daca exista perechi poli - zerouri situate in semiplanul drept, atenuarea per-
turbatiilor este cu atat mai influentata (in sens negativ) cu cat aceste perechi sunt
mai apropiate.

e Daca sistemul nu poseda zerouri in semiplanul drept, latimea de banda maxima
pentru atenuarea perturbatiilor este data numai de capacitatea sistemului®.

Identic si pentru functia complementara 7" a sensibilitatii efectele prezentei unor poli
instabili gi/sau a unor zerouri situate in semiplanul drept pot fi rezumate astfel [Bosgra
et al., 2003]:

e Limita inferioara pentru care T poate fi facuta mica este influentata de pozitia celui
mai mare pol instabil. Intotdeauna aceasta limita este mai mare decat modulul
polului instabil.

e Daca sistemul prezinta gi perechi poli-zerouri situate in semiplanul drept, aceasta
limita este si mai afectata, efectul amplificandu-se daca polul si zeroul sunt apropi-
ate. In plus daca aceste valori se aproprie pana devin identice pot aparea moduri
necontrolabile sau neobservabile in sistem.

In concluzie se poate afirma ca zerourile din semiplanul drept limiteaza frecventa pana
la care S poate fi facuta mica la frecvente joase si polii instabili limiteaza frecventa de la
care T poate fi facuta mica la frecvente inalte.

Astfel importanta pozitionarii zerourilor este importanta si fata de cea a polilor dar si
fata de axa absciselor in spatiul starilor. Cunoasterea acestor pozitionari devine extrem
de importanta in etapa de sinteza a unui controler prin care adesea se doreste atenuarea
perturbatiilor din bucla inchisa dar si o robustete la perturbatii parametrice in structura
sistemului.

8 Probleme de studiu

Problema 4.1. Fie sistemul descris prin:

(s+1)(s+2) s+2

4 Fiecare sistem posedd o limitd pentru comanda pe care o poate primi. Aceasti caracteristicd poarts
numele de capacitatea sistemului [Bosgra et al., 2003].
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Sa se determine zerourile de transmisie aferente matricei de transfer H(s).

Problema 4.2. S3i se analizeze pe baza problemei anterioare daci la un sistem MIMO
intrarea nemarginita implica automat iesire marginita.

Problema 4.3. Un sistem multivariabil este descris in spatiul starilor prin ecuatiile:

0 10 0 0
= -2 =3 0 1 1 u
01

T+

1. Sa se determine polii sistemului.
2. Sa se determine daca sistemul prezinta sau nu zerouri de decuplare.

3. Sa se determine matricea de transfer aferenta descrierii sistemului si sa se evidentieze
eventualele compensari poli - zerouri.

4. Sa se determine eventualele zerouri de transmisie existente.

]u

Problema 4.4. Se considera sistemul:

-5 =70
T = 4 6 0 |x+
2 3

SO
—ooO

1

y=[2 2 0]Jz+[1 0]uw

Sa se determine zerourile sistemului.

Rezumat

Pozitionarea polilor si a zerourilor unui sistem multivariabil influen-
teaza prin valorile lor performantele de control.

S-au prezentat diferite metode pentru determinarea polilor sistemelor
multivariabile, atat in spatiul starilor cat si din matricea de transfer.
Sistemele multivariabile poseda mai multe tipuri de zerouri.

O categorie aparte de zerouri sunt cele de transmisie, finite sau infinite.
La sistemele multivariabile pot aparea compensari intre poli si zerouri
daca sistemul este necontrolabil sau neobservabil, rezultand astfel ze-
rouri de decuplare.

O alta categorie de zerouri sunt zerourile invariante care nu pot fi
influentate intr-o bucla inchisa.

In final s-a prezentat succint importanta cunoasterii pozitionarii po-
lilor si a zerourilor in spatiul starilor.
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Concluzii

Sistemele multivariabile prezinta prin natura lor un grad ridicat de complexitate.
Aceasta complexitate este generata in primul rand de numaéarul de intrari si/sau iesiri
ale sistemului. Aceste semnale nu sunt insa direct legate de sistemul 1n cauza ci sunt
legate indeosebi de finalitatea sistemului controlat.

Pe langa acest aspect, complexitatea sistemelor multivariabile rezida si in conexiunile
existente intre diferite subsisteme ale sistemului considerat. Desi la o vedere de ansamblu
asupra sistemului, aceste conexiuni sunt mai dificil de observat, efectele lor sunt prezente
si pot fi evaluate.

Doua dintre aceste efecte sunt de exemplu pierderea proprietatilor de controlabilitate
si observabilitate. Aceste doua proprietati sunt proprietati intrinseci ale sistemului si e-
valueaza capacitatea sistemului de a-i fi controlate si apoi observate la iesire, modurile de
comportare ale starilor sistemului. Aceste doua proprietati sunt deosebit de importante
in vederea aplicarii unei strategii de control, mai ales ca toata teoria controlului cu reactie
negativa se bazeaza pe existenta acestor doua proprietati.

Problema controlabilitatii unui sistem este asimilata cu modul in care intrarile sis-
temului influenteaza starile acestuia. Problema observabilitatii unui sistem este asociata
cu modul 1n care iegirile sistemului surprind comportamentul starilor sistemului.

S-au prezentat diferite metode de verificare a existentei acestor doua proprietati (meto-
de bazate pe matricea grammian, bazate pe matricea de controlabilitate, respectiv obser-
vabilitate), metode pentru determinarea modurilor care implica cele doua proprietati (tes-
tul PBH pentru controlabilitate/observabilitate), precum si metode pentru determinarea
starilor care influenteaza aceste proprietati (descompunerea modala a sistemelor).

De asemenea s-au expus §i modalitati pentru determinarea subspatiilor de contro-
labilitate /necontrolabilitate, respectiv observabilitate/neobservabilitate. Proprietatile de
controlabilitate si observabilitate au fost studiate si din punct de vedere al sistemelor
duale, cand ele se pastreaza dar sunt inversate. Astfel daca sistemul dual este controlabil,
atunci sistemul initial este observabil si vice-versa.

Partea a doua a lucrarii este dedicata analizei sistemelor multivariabile din punct de
vedere al polilor si al zerourilor acestuia. Pozitionarea polilor gi a zerourilor sistemelor
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influenteaza, prin valorile lor, performantele de control.

S-au definit polii si zerourile unui sistem si s-au prezentat diferite metode pentru de-
terminarea polilor sistemelor multivariabile, reprezentate atat in spatiul starilor cat si
sub forma de matrice de transfer. S-au atins gi tratat probleme legate de multiplicitatea
polilor in cazul sistemelor monovariabile gi multivariabile. Tot aici s-a definit si ordinul
McMillan asociat unui pol si unui sistem multivariabil. S-a tratat relatia existenta intre
valorile proprii ale matricei de stare gi polii matricei de transfer si s-a analizat rezultatul
acestei relatii privind minimalitatea reprezentarii sistemului.

De asemenea s-a aratat ca sistemele multivariabile poseda mai multe tipuri de zerouri.

O categorie aparte de zerouri sunt zerourile de transmisie, finite sau infinite. Aceste
zerouri au ca efect direct blocarea cel putin a unei iesiri a sistemului, chiar daca la intrare
se aplica un semnal diferit de zero. S-au prezentat diferite metode pentru determinarea
zerourilor de transmisie in functie de forma de reprezentare a sistemului. Astfel, daca
sistemul este reprezentat sub forma de matrice de transfer, zerourile de transmisie se pot
determina din forma Smith-McMillan asociata matricei de transfer. Zerourile de trans-
misie sunt radacinile polinomului zero asociat matricei Smith-McMillan. In caz particular,
cand exista un sistem cu un numar egal de intrari si iegiri si cand matricea de transfer
H (s) nu prezinta poli i zerouri la aceleasi frecvente, zerourile de transmisie sunt solutiile
ecuatiei |H(s)| = 0. Existenta unui zerou de transmisie 2z este echivalent cu reducerea
rangului matricei de transfer pentru valoarea s = zy. Daca sistemul este reprezentat in
spatiul starilor, zerourile de transmisie sunt prezente la acele valori s la care matricea
Rosenbrock isi micsoreaza rangul.

La sistemele multivariabile pot aparea compensari intre poli i zerouri daca sistemul
este necontrolabil sau neobservabil, rezultand astfel zerouri de decuplare pe intrare, res-
pectiv de iegire. Aceste tipuri de zerouri sunt cauza pierderii proprietatilor de controla-
bilitate si observabilitate. Metodele de determinare a acestor zerouri sunt strans legate
de metodele prezentate la studiul controlabilitatii si observabilitatii sistemelor. Este de
mentionat ca pot exista zerouri de decuplare atat pe intrare si pe iegire, iar aceste tipuri
de zerouri sunt denumite zerouri de decuplare pe intrare si pe iegire.

O alta categorie de zerouri sunt zerourile invariante care nu pot fi influentate intr-
o bucla inchisa. Aceste zerouri se pot determina numai daca sistemul este reprezentat
in spatiul starilor si contin multimea zerourilor de transmisie si o parte din multimea
zerourilor de decuplare. Zerourile sistemului sunt formate din multimea zerourilor de
transmisie (finite si infinite) i multimea zerourilor de decuplare.

Elementele teoretice prezentate au fost sustinute prin exemple concludente. In anexa
lucrarii sunt prezentate si secventele Maple pentru rezolvarea problemelor matematice din
cadrul exemplelor prezentate.

De asemenea elementele teoretice (definitii, teoreme) prezentate sunt preluate din lite-
ratura de specialitate, facandu-se referiri bibliografice in acest sens. Demonstratiile acestor
notiuni apartin in totalitate autorilor lucrarilor mentionate. Forma de reprezentare a i-
deilor, sustinerea si justificarea lor apartin autorului acestui material.

Lucrarea de fata este un referat de doctorat, in cadrul stagiului de doctorat cu tema de
cercetare Contributii la conducerea si supervizarea integrata a sistemelor complexe. Prin
acest referat s-a urmarit si solutionat cateva probleme specifice analizei sistemelor multi-
variabile: controlabilitatea, observabilitatea, poli, zerouri, forma minimala de reprezentare
a sistemului. Contributiile autorului privesc modalitatea de punere a problemelor gi mo-
dalitatea de abordare a acestora in vederea solutionarii lor.
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Deoarece in literatura de specialitate din Romania nu exista o tratare asemanatoare
a problemelor ridicate, prezentul referat se doreste a fi publicat in seria Rapoarte Tehnice
ale Universitatic Tehnice din Cluj Napoca sub titlul Elemente de teoria sistemelor multi-
variabile.






ANEXA

Raspunsuri la problemele propuse

Problema 3.1

Se alege o matrice de intrare B:

bll b12
B = 621 b22
b31 b32

Se calculeaza matricea de controlabilitate ®¢:

b1 bia abiy abiy
CI)C = [B AB AzB} = b21 bgg O[bgl Ozbgg
ba1 bz abs abs

Rangul matricei de controlabilitate este cel mult 2 < 4 (sunt maxim doua coloane
liniar independente) deci sistemul nu este controlabil.

Problema 3.2

Se determinad matricea de controlabilitate:

0 1
do=|1 -3
0 1

Rangul matricei de controlabilitate este 2 < 3 deci sistemul nu este controlabil si
exista un mod necontrolabil. Pentru a determina acest mod se calculeaza valorile proprii
ale matricei A: \y = —1, Ao = =2+ V3 51 A3 = —2 — /3.

Pentru fiecare valoare s = \; in parte se verifica daca rangul matricei [\;/ — A B|
este maxim:
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0 -1 0 0
e s=)\ =—1,rezulta | =1 2 —1 1 | curangul 2 < 3, deci A\; = —1 determina
0 -1 0 0
un mod necontrolabil;
-1+v3 -1 0 0
o 5=\ =—2+/3, rezulti -1 1++3 -1 1 | cu rangul maxim,
0 -1 —1+v3 0
3, deci Ay = =2+ V3 determing un mod controlabil;
-1—-v3 -1 0 0
e 5=\ = —2— /3, rezulti —1 1—+3 —1 1 | cu rangul 3, deci
0 -1 —-1-v3 0

A3 = —2 — v/3 determin& un mod controlabil.

_ Pentru calcularea subspatiului de controlabilitate A, si a celui de necontrolabilitate
X., se determina matricea de transformare P = [P1 P2], astfel:

e deoarece rangul matricei de controlabilitate a sistemului este n; = 2, rezulta imediat

ca dim(X.) =2 si dim(&X.) = 1;

e se construieste matricea P, utilizand prima si a doua coloana a matricei ®.:

0 1
P=11 -3
0 1

Coloanele matricei P; formeaza si o baza pentru subspatiul &..
e matricea P este formatd dintr-un vector coloand z care satisface ecuatia &X'z = 0,

adicad Py = Ker(®71):

—1
P2: 0
1

Coloana matricei P, formeaza si o baza pentru subspatiul X..

Pentru descompunerea sistemului in partea controlabila si in partea necontrolabila se
parcurg etapele:

e se scrie matricea de transformare P:
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e folosind matricea de transformare P se scriu matricele sistemului echivalent:

—1 0 1
0 0 -1 0

AH:[O —1}7412:[0],/122:[—1]’@1:[H

e se verifica daca perechea (Ajq, By) este controlabila:

~ - L 1 0 -1
(I)CI[BI AnB A11A11B1]:{0 1 _4}

Cum rangul matricei d.. este egal cu 2, rezulta ca perechea (A;q, By) este controla-
bila.
Problema 3.3

1. Se calculeaza matricea de controlabilitate:

1 2 -2 -3

dc=|B AB}:{_Q 3 4 5|

al carei rang este 2 = n deci sistemul este complet controlabil.
2. Se calculeaza matricea de observabilitate:

1 1
C -2 -2
(I) = =
© { CA } —2 —2 |’
4 4
al carei rang este 1 < 2, deci sistemul nu este observabil.
Se determina valorile proprii ale matricei A: Ay = —1 i Ay = —2. Se cunoagte deja ca
unul dintre modurile determinate de cele doua valori proprii nu este observabil. Pentru
. o . .| sI—A )
a determina acest mod se determina rangul matricei c , pentru s = \y = —1si
S = )\2 = -2
-1 -1
2 o : :
e pentru s = \; = —1 = ERE al carei rang este 1, deci modul determinat
-2 =2

de A = —1 implica neobservabilitatea sistemului;
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2
1
-2 =2

e pentru s = A = —2 = , al carei rang este 2, deci modul detrminat de

A = —2 este observabil.

Pentru a verifica daca starea z = [1,5]7 este observabila este necesar si se determine
subspatiile observabile si neobservabile ale sistemului, dupa care se verifica daca vectorul
x = [1,5]7 este inclus complet in subspatiul observabil. Pentru aceasta se parcurg etapele:

e cum rangul matricei de observabilitate este egal cu 1 rezulta ca dim(X,) = 1 si

dim(X,) = 1.

e se scrie matricea P, folosind prima coloana a matricei ®7:

-[1]

Coloana matricei P; este o baza pentru subspatiul X,,.

e se scrie matricea P, utilizand un vector coloana x care satisface ecuatia ®.x = 0,

adica Py = Ker(®,):
-1

Coloana matricei P, este o bazi pentru subspatiul X,.

e se scrie matricea de transformare P = [P, Py
p=|t 7
1 1

e se verificd daci vectorul # = [1,5]7 este inclus complet in subspatiul observabil.
Pentru aceasta se calculeaza:

=rz]=z]- 3] [3]

Cum exista o componenta nenula z, = [2] situata in subspatiul neobservabil, rezulta
ca vectorul nu este observabil.

3. Matricea de transfer a sistemului este:

1 1
5+ 2 5+ 2
H(s) = C(sI — A)"'B = { Gia(s) Grals) ] =
Ggl(S) GQQ(S) 2 2
5+ 2 5+ 2
Determinantul matricei de transfer este identic zero, |H(s)| = 0, si in consecinta

sistemul nu este controlabil functional.
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4. Daca C = [1 1] = m = 2, p = 1 deci sistemul, in acest caz, este controlabil
functional daca si numai daca existd un minor de dimensiune 1 x 1 din H(s) identic
diferit de zero. In acest caz:

1 1
s+ 2 s+2 |’

H(s) =

deci sistemul este controlabil functional.

Problema 3.4

Pentru cotrolabilitatea pe iesire se aplica Teorema 3.8:

mmgOOOOOO:L
20 —6 0 18 0
Cum rangul matricei este mai mic decat numarul de iegiri ale sistemului, rezulta ca
sistemul nu este controlabil pe iesire. Accest lucru presupune ca iesirea sistemului este
cuplata cu o stare necontrolabila.
Se determina valorile proprii ale matricei A: Ay = —1, Ay = =3, A3 = —5 gi se
determina modurile controlabile utilizand testul PHB:

6 2 61 1
M=-1=[M[-A B|]=|-22 21 -1/,
22 -21 0

al carei rang este 2 < 3 deci modul determinat de A\; = —1 nu este controlabil.

42 -6 1 1
o=-3=[XN]-A B]=|-20 21 -1/,
22 41 0

al carei rang este 3, deci modul determinat de A\; = —3 este controlabil.

2 2 -6 1 1
Aa=—b=[M[-A B]=|-20 21 -1/,
22 61 0

al carei rang este 3, deci modul determinat de A\; = —5 este controlabil.

Rezulta ca iegirea sistemului este cuplata cu modul necontrolabil determinat de A\; =
—1, astfel incat sistemul este necontrolabil pe iesire.

Pentru examinarea controlabilitatii functionale se calculeaza matricea de transfer a
sistemului:

0 0
H(s)=C(sI — A)'B = 2 0
5+3

Determinantul acesteia este |H(s)| = 0, deci sistemul nu este controlabil functional.
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Problema 4.1

Se rescrie functia de transfer sub forma:

H(s) = (s+2) —2(s+2)|] 1
B —1 s+1 (s+1)(s+2)
. ~ N ——

N(s) d(s)

Cei mai mari divizori comuni (sau c.m.m.d.c) ai tututor minorilor lui N(s) sunt:

do=1
o =cmmd.c(s+2,-2(s+2),—1,s+1)=1
o =IN(s)|=(+2)(s+1)=2(s+1)=(s+2)(s—1)

Forma Smith este:

01

— 0

5 1 0
S(s) = 0 =
(5) 0 & 0 (s+2)(s—1)
01
iar forma McMillan:

M(s):%: (1) 391
s s+ 1

din care rezulta ca sy = 1 este zerou de transmisie.
Verificare: Daca sq este zerou de transmisie i daca intrarea este u(t) = uge®’, atunci
exista o stare z(t) = ze*" prin care iegirea y(t) — 0, pentru ¢ > 0.

2 1
Daca u(t) = [2¢! €] atunci rezultd ca U(s) = [ 1 1 si:
s—1 s—
2 1 i 1 -2 2
Uis)=1| 57 1 1 -
11 =Y(s) = sS4 sTL| sl | =
S —_—
Y(s) = H(s) - U(s) L (s+1)(s+2) s+2 s—1
[ 0
= 1
| (s+1)(s+2)
Se calculeaza rdaspunsul sistemului y(t) = L7V (s)] = [0 e~ — e ?]T. Se observa ca

pentru t — oo, y(t) — 0, deci conditia este verificata.

Problema 4.2

Analizand problema precedenta se poate observa ca daca intrarea sistemului este
nemargintita, respectiv u(t) = uge®’, unde sy > 0 este un zerou de transmisie, atunci
iegirea sistemului va fi marginita de zero.
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t 2t]

Se verifica pentru o intrare u(t) = [2¢' €], tot nemarginitd dar care nu mai respecta

2 1
conditia precedenta. In acest caz U(s) = [ ] —2}, iar iegirea va fi:
s—1 s—
i 1 —2 2
1 1 _
O e S S B R
L (s+1)(s+2) s+2 s—2
r 2 2
_ (s+1)gs—1) (s+1)(s;2) _

GG+ +206-2

—2 _ 1 n 1 B 2
_ | (s+ ig(i Esll(g -2) | _ _3(3?— 1) ) s 3 1 . 3(31; 2)
| (s+1)(s—1)(s+2) 3(s+1) s—1 3(s—2)

Prin aplicarea transformatei Laplace inverse se obtine:

Lo 2o
36 +e 36
y(t) = ) .
—t t —2t
_Zet_3 ke
36 e + 3 e
Se calculeaza limita tlim y(t) = —o0, deci iegirea nu este marginita.

Concluzie: La un sistem MIMO, intrarea nemarginita implica iegire marginita numai
in cazul In care u(t) = upe™, unde sy este zerou de transmisie gi in anumite conditii
initiale, x¢ # 0.

Problema 4.3

1. Polii sistemului sunt:

[SI—A]:O:>)\1:—1,)\2:—2,)\3:—3.

2. Pentru z.d.i. se calculeaza matricea de controlabilitate:

00 1 1 -3 -3
. =[B AB AB|=|11 -3 =3 7 7
01 0 3 1 10

Rangul matricei @, este 3 = A z.d.i.
Pentru z.d.o. se calculeaza matricea de observabilitate:
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1 00

SHERE
o,= | CA | =

P —2 -3 0

—2 -3 0

6 70|

Rangul matricei @, este 2 < 3 = exista un z.d.i.
Se verifica pe rand fiecare pol utilizand testul PHB pentru a determina care dintre
cele trei moduri sunt neobservabile.

[ 1 —1 0]
2 2 0
I—A
[ M } =| -1 0 4 | = rang =3 = mod(pol)observabil
C
1 0 O
| 0 1 0]
[ —2 —1 0]
2 1 0
Ml — A
[ 2 } =| -1 0 5 | = rang =3 = mod(pol)observabil
C
1 0 O
| 0 1 0]
[ 3 -1 0]
2 6 0
{ Asl =4 ] =] -1 0 0 | = rang=2 < 3= mod(pol)neobservabil
C
1 0 O
| 0 1 0]
In concluzie exista un singur zerou de decuplare pe iesire, si anume la s = —3.

3. Matricea de transfer a sistemului este :
r 1 1

_ 2 2
H(s)=C(sI—A)7'B = | s+3s+2 s +Js+2
L s24+35+2 s243s5+2

i 1 1
= | +1(s+2) (s+1)(s+2)

L (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

Polii matricei de transfer sunt polii sistemului {—1, —2, —3} din care se elimina zer-
ourile de decuplare {—3}.

Se observa ca polul s = —3 nu mai apare in H(s) fiind eliminat de zeroul de decuplare
pe iegire prezent la s = —3.

4. Se calculeaza forma Smith-McMillan:
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11 1
H(s) = .
() [3 s} (s+1)(s+2)
——
N(s) d(s)
Din N(s) rezulta forma Smith:
10
S =
o o)
iar forma McMillan este:
1
M(s)=| (s+1)(s+2)
0 0

deci sistemul nu prezinta zerouri de transmisie.

O alta metoda de a verifica existenta zerourilor de transmisie este rezolvand ecuatia
|H (s)| = 0 si rezulta tot faptul ca sistemul nu prezinta zerouri de transmisie.

Problema 4.4

1. Se determina zerourile de decuplare.

Se verifica controlabilitateas:

20 —-10 0 -6 O
o.=[00 8 0 8 0
01 2 3 12 9

Rangul matricei . este maxim gi egal cu 3 = n, deci sistemul este complet controlabil
si In consecinta toate modurile sunt controlabile.

Matricea de observabilitate este:

2 2 0
d,=| -2 —2 0|,
2 2 0

iar rangul ei este 1 < n, deci sistemul poseda doua moduri neobservabile. Pentru deter-
minarea acestor doua moduri se calculeaza polii sistemului: Ay = —1, Ay =2 8i A3 =3, si
se aplica testul PHB pentru fiecare pol in parte:
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4 7 0
rang [ MI—A ] = rang 4 -7 0 =3
C B -1 -2 —4 |
2 2 0
[ 7 7 0]
rang [ Aol — A ] = rang —4 40 =2
C B -1 -2 -1 |
2 2 0
[ 8 7 0
Al — A -4 -3 0
rang c = rang 1 20|~ 2
2 20
Rezulta ca modurile la s = 2 gi s = —3 sunt neobservabile, deci ar putea fi doua

zerouri de decuplare pe iegire. Pentru a verifica acest lucru se verifica daca s = {2, 3}
sunt si radacini ale polinoamelor invariante ale matricei:

10 0
s — A 01 0

PO(S):{ C }:L(S)' 00 45546 | )
00 0

Polinoamele invariante ale matricei P,(s) sunt ni(s) = ny(s) = 1 si nz(s) = s* + 5s+
cu radacinile s = {2,3} care sunt astfel zerouri de decuplare pe iesire, aga cum era de
asteptat.

1. Se determina zerourile invariante ale sistemului. Acestea sunt radacinile polinoa-
melor invariante ale matricei Rosenbrock a sistemului:

o O O

0 0
0 0
1 o | EG)
0 0

oS O O =
S O = O

s2+3s—10

Polinoamele invariante ale matricei P(s) sunt ny(s) = na(s) = ns(s) = 1 si n4(s) =
s? + 3s — 10. Rezulta ci zerourile invariante ale sistemului sunt s = {2, —5}.

Se observa ca s = 3, desi este zerou de decuplare, el nu este si zero invariant pentru
sistem!

2. Se calculeaza zerourile de transmisie. Se deduce ca s = —5 este zerou de transmisie.
Pentru verficare se calculeaza matricea de transfer a sistemului:

o= [ o).

din care se observa ca s = —5 este zero de transmisie. Pentru s = —5 se determina si
directia de transmisie. Se calculeaza P(—5):
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0 7 0 -2 0
-4 —-11 0 0 O
-1 -2 -8 0 -1
2 2 0O 1 0

P(-5) =

Pentru determinarea directiei zeroului se rezolva ecuatia P(—5)- [z, ug] = 0. Deoarece
iegirea sistemului depinde numai de primele doua stari i in plus y» = 0 ecuatia se reduce
la forma:

0 7 0 -2 0 10 0
—4 —11 0 0 0 o
1 -2 —8 0 1| ™| 7o
2 2 0 1 0 Hio 0

L UQO .

de unde rezulta 7xog — 2u1g = 0, —4x19 — 11299 = 0 81 22109 + 2299 + w19 = 0. Rezulta:
—11/4

Tio | _
= U10-
T20

2/7






ANEXA

Secvente Maple pentru rezolvarea exemplelor
propuse

Exemplul 3.2 l

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[1,0],[1,-1]]);B:=Matrix([[0], [1]]);C:=Matrix([0,1]);

i

Conditiile initiale:
> x_i:=Vector([0,0]);

-8

> with(linalg,exponential) :eAt:=simplify(Matrix(exponential(A,t)));

et 0
eAt = | 1 1
— et - — e(_t) e(_t)
2 2

Solutia sistemului este data de componenta libera x_lib:
> x_lib:=Vector([eAt.x_i]);

x_lib = l 0 ]
0

Si de componenta fortata x_for:
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Y

with(linalg,exponential) :eAt2:=simplify(Matrix(exponential (A,t-tau)).

B);
eAt2 = [ 0 }

Y

e(—t-i—'r)

> x_fort:=Vector([(int(eAt2[1,1],tau=0..t)), (int(eAt2[2,1],tau=0..t))])

0
x_fort := [ | _ o0 }

o 0

lesirea sistemului y_0 in conditii initiale nule va fi:

x:=Add(x_1ib,x_fort);

Y

> y_0:=C.x;
y0:=[1—e ]
> with(plots):plot(y_0,t=0..10,labels=[t, yl);

Warning, the name changecoords has been redefined

Daca sistemul porenste din conditii initiale nenule:
> x_i:=Vector([1,1]);
, 1
T_1 =
1
lesirea sistemului y_1 va fi:

> x_lib:=Vector([eAt.x_i]);x:=Add(x_lib,x_fort);y_1:=simplify(C.x);

t

e
x lib:= | 1 1
Zot 4 = o(=1)
26 —0—26
ot
T = 1 1
Zet —Zel= 4
e 26 +
1 1
y_1 := iet—ie(_t)—i—l

> plot([x[1],x[2],t=0..3],1labels=[x_1, x_2]);
> with(plots):plot(y_1,t=0..10,labels=[t, yl);

Exemplul 3.4 l

> with(LinearAlgebra) ;
> A:=Matrix([[0,-1],[0,-1]1]);B:=Matrix([[0], [1]]);

Sl
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W2 .=

B:::lO }
1
> with(linalg,
> exponential) :W:=Matrix(exponential (A*s)) .Matrix(B.Transpose(B)).Matrix
> (exponential (Transpose(A)*s));
(6(78) — ]_)2 (e(fs) — 1) 6(75)
(e(fs) — ]_) e(fs) (e(fs))2
> for j from 1 by 1 to 2 do for i from 1 by 1 to 2 do
> print(int(W[i,j],s)); end do;end do;

|

1
_5 (e(_5)>2 _|_ 2 e(_s) — ln(e(_s))

Loy 49

2
Loy 4 et
2
_1 6(72 ‘S)
2
> f:= (i,j) -> int(W[i,j],s=0..t_1-t_0): W2:=Matrix(2,f);
1 3 1 1
-5 (e(—t_1+t_0))2 4 2 e(—t14t-0) _ 1n<€(—t_1+t_0)> -5 73 (e(—t_1+t_0))2 4 e(-t-1+t-0) _ 5
__% (€(4¢_1+¢_0))2-+»e(‘¢_1+¢_0)__ % __%_e(2t-1+2t-0)_+ %
> Rank(W2);
2

Exemplul 3.5 l

> with(LinearAlgebra) ;
> A:=Matrix([[-1,4],[0,3]1]);B:=Matrix([[2],[0]]);

[

2

0
> with(linalg,
> exponential):W:=simplify(Matrix(exponential (A*s)) .Matrix(B.Transpose(B
> )).Matrix(exponential (Transpose(A)*s)));

4e(=25)
0 0

> for j from 1 by 1 to 2 do for i from 1 by 1 to 2 do
> print(int(W[i,j],s)); end do;end do;

_2 (e(_s) )2
0

|

0
0
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> f:= (i,j) -> int(W[i,j],s=0..t_1-t_0): W2:=Matrix(2,f);

—9 6(_2 t-1+42¢.0) +2 0

W2 :=
[ 0 0

> Rank(W2);

Exemplul 3.6 I

> with(LinearAlgebra) ;

Matricile A si B sunt:
> A:=Matrix([[0,1],[0,-1]11); B:=Matrix([[0], [1]]1);

o[t ]

o[

Matricea de controlabilitate Ctr aferenta este:
> Ctr:= Matrix([[B,A.Bl]);

0 1
C’tr.—[l _1}

[ar rangul matricei Ctr este:

> Rank(Ctr);
2

Rangul este 2, egal cu numarul de stari, deci sistemul este controlabil.

Exemplul 3.7 I

> with(LinearAlgebra) ;

Matricile A si B sunt:
> A:=Matrix([[0,1],[0,-1]11); B:=Matrix([[1],[-1]]1);

o[t ]

-]

Matricea de controlabilitate Ctr aferenta este:
> Ctr:= Matrix([[B,A.Bl]);

1 -1
Ctr.:[_l 1}
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[ar rangul matricei Ctr este:
> Rank(Ctr);
1

Rangul este 1 < 2, deci sistemul este necontrolabil.

Exemplul 3.8 I

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[0,-3,0,0],[1,-4,0,0],[0,0,0,-11,[0,0,1,-2]11);B:=Matrix([[
> 3!2]’[1’2]:[1’1],[1,1]]);
0 -3 0 0
e 1 -4 0 0
0 0 0 -1
0O 01 -2
3 2
B 1 2
11
1 1
> Phil:=Matrix([B,A.B,A.A.B,A.A.A.B]);
3 2 -3 -6 3 18 -3 54
Bl 1 2 -1 -6 1 18 -1 —-54
11 -1 -11 1 -1 -1
11 -1 -1 1 -1 -1

> W:=Phil.Transpose(Phil);

3316 3292 92 92

292 3284 84 84
W::393888

Exemplul 3.9 I

> with(LinearAlgebra);

Matricile A si B sunt:
> A:=Matrix([[0,1],[1,011); B:=Matrix([[1,1],[1,-111);

=[]

fl

Matricea de controlabilitate Ctr aferenta este:
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> Ctr:= Matrix([[B,A.B]]);

1 11 -1
Ctr .= [ 1 11 1 }
[ar rangul matricei Ctr este:
> Rank(Ctr);

2

Rezulta ca sistemul este controlabil. Daca se considera insa intrarea:
> bil:=Matrix([[1],[1]11);

Controlabilitatea sistemului in cest caz va fi:
> Ctrl:= Matrix([[b1l,A.b1]1]);

1 1
Ctr];[l 1}

[ar rangul matricei Ctrl va fi:
> Rank(Ctrl);
1

Deci sistemul nu mai este controlabil. Daca alegem intrarea ca fiind:

> b2:=Matrix([[1],[-1]]1);
1
oe] ]

Tar matricea de controlabilitate Ctr2 a sistemului va fi:
> Ctr2:= Matrix([[b2,A.b2]]);

1 -1
Ctr2 = [ 1 ] }

Cu rangul:
> Rank(Ctr2);

Deci sistemul este nu este controlabil.

[Exemplul 3. 10]

> with(LinearAlgebra);

Matricile A si B sunt:
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> A:=Matrix([[0,1],[0,-111); B:=Matrix([[1],[-111);

o[t ]

o[

Se determina valorile proprii ale matricii A:

1]

> Eigenvalues(4);

> 81:=0;82:=-1;

Se determina un vector w care sa satisfaca conditia w~T*B=0:
>  [wl,w2] .B=0;

> wl:=a;w2:=a;w=<wl,w2>;

=a
]
w =
a
> Transpose(<wl,w2>).A = slxTranspose(w);
[0,0]=0

Se observa ca ecuatia are solutii pentru wl=w2=all!!

Se determina si rangul matricii de test PHB:
> Matrix([silxIdentityMatrix(2)-A,B]);

0 -1 1
0 1 -1

1

> Rank(%);

Ambele metode indica faptul ca modul la s1=0 este necontrolabil.

Se verifica si modul s2=-1.
> Transpose(<wl,w2>).A = s2*Transpose(<wl,w2>);
[0, 0] = [~a, —d]

Deci nu se verifica prima conditie!!!

Se determina si rangul matricii de test PHB:
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> Matrix([s2xIdentityMatrix(2)-A,B]);
-1 -1 1
0O 0 -1

> Rank(%);

Ambele metode indica faptul modul la s2=-1 este controlabil.

[Exemplul 3.11]

> restart;with(LinearAlgebra);with(linalg, exponential):

Matricile A si B sunt:
> A:=Matrix([[-1,0],[0,0]11); B:=Matrix([[1],[0]1);

(38

0
Metoda Grammian:

> W:=Int(Matrix(exponential (A*s)) .Matrix(B.Transpose(B)) .Matrix(exponen
> tial(Transpose(A)*s)),s=0..t1-t0);

t1—t0 (—5)\2
W ::/ l (e™)" 0 ] ds
0 0 0

t1—t0 (—23) 0
(&
W = d
/0 { 0 0 ] ’

> W:=Matrix([[1-exp(-2*(t1-t0)),0],[0,0]1);

1 — e(—2t1+42 t0) 0
W .=
T

> W:=simplify(W);

> Rank(W);
Matricea de controlabilitate:
> Ctr:=Matrix([B,A.B]);

1 -1
tr .=
Ctr [O 0}

Rangul ei:
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> Rank(Ctr);
1

Se determina valorile proprii ale matricei A:

=[]

Se determina un rangul matricei [lambda*I-A BJ:
> Matrix([lambda[1]*IdentityMatrix(2)-A,B]);

> lambda:=Eigenvalues(A);

1 01
{O 0 O]
> Rank(%);
1
> Matrix([lambda[2]*IdentityMatrix(2)-A,B]);
0 01
[O -1 0]
> Rank(%);
2
> Ctr.Transpose(Ctr);
2 0
o o]
> Determinant (%) ;
0

[Exemplul 3. 12]

> A:=Matrix([[0,1,0,0], [0,-4,-10,0], [0,0,0,1],[0,-1,-1,0]]);B:=Matrix([
> [o0,0],[1,0],[0,0],[]1]);C:=Matrix([[1,0,0,0],[0,0,1,0]1]1);

0 1 0 0
s 0 -4 —-10 O
0 0 0 1
0 -1 —-120
0 0
B 10
0 0
0 0

1 0 0O
C =
l0010}

Se determina valorile proprii si vectorii proprii ale matricei A.
Matricea de transformare va fi P=v;
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> (e,v):=Eigenvectors(A);

[ 10 5
1 -2 — 1 =
3 2
-3
e, v = e -2 —-10 0 -5
5 1 1 0 1
B 1 -3 0 —2|

Se calculeaza matricele echivalente A1, B1, C1:

> Al:=MatrixInverse(v).A.v;

Al =

o O O
@]

o O O O
o O O

> Bil:=MatrixInverse(v) .B;

B1I :

> (Cl1:=C.v;

Q
~
I
|
[\
—_
= DN Ot

Matricea de controlabilitate este:

> Contro:=Matrix([B,A.B,A.A.B,A.A.A.B]);

00 10 —-40 16
10 -4 0 16 0 —54
00 00 -10 4
00 -10 40 —-15

Contro =

o O O O

Se determina si rangul acesteia:

> Rank(Contro);

[Exemplul 3. 13]

> restart;with(LinearAlgebra);A:=Matrix([[0,-3,0,0],[1,-4,0,0],[0,0,0,-
> 1],[0,0,1,-2]1);B:=Matrix([[3,2],[1,2],[1,1],[1,1]1]);C:=Matrix([[0,1,0
> ,0],[0,0,0,1]]);DD:=Matrix([[0,0],[0,0]1]1);
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|

=~
o= NN _ o O O

(@)

Q

Il
1

o
o o

00
> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(4));

0
1
DD::{O O}

sl =

S O O W»
S O »w O
S »w O O
n O O O

Matricea de transfer a sistemului initial:

> Hil:=simplify(Matrix([C]) .MatrixInverse((sI-Matrix([A]))) .Matrix([B]))

>
1 2

1+s s+3
1 1

1+s 1+s

Valori proprii ale matricei A. Se poate observa ca acestea sunt diferite:
> Eigenvalues(4);

Matricea de controlabilitate a sistemului initial:
> Control:=Matrix([B,A.B,A.A.B,A.A.A.B]);

32 -3 -6 3 18 =3 54

12 -1 —6 1 18 —1 —54
1 =

Contro 11 -1 -1 1 1 -1 -1

11 -1 -11 1 -1 -1

Rangul matricei de controlabilitate a sistemului initial:
> Rank(Control);



124

Se scrie o matrice care contine vectorii baza ai matricei Control:
> Pl:=Matrix([Control[1l..4,1],Control[1..4,2],Control[l..4,4]1]);

3 2 —6
Pl 1 2 -6
1 1 —-1
11 —-1

Se determina o matrice formata din solutia ecuatiei Control*x=0:

> P2:=NullSpace(Transpose(Control));
0

P2 =
-1

1

Matricea de tsrnaformare este formata din matricea P1 si P2:
> P:=Matrix([P1,P2[11]1);

3 2 —6 0
P 1 2 —6 0
1 1 -1 -1
1 1 —1 1
Se determina matricele sistemului echivalent:
> A_(ech) :=MatrixInverse(P).A.P;
-1 0 0 0
00 -3 -3
A_(ech) :=
(ech) 01 —4 —1
00 0 -1
> B_(ech):=MatrixInverse(P) .B;
1 0
0 1
B_(ech) :=
(ech) 0 0
0 0

> C_(ech):=C.P;

1 2 -6 0
C_(ech) ::ll 1 —1 1}

Se scriu si submatricele sistemului echivalent:
> All:=Matrix([A_(ech)[1..3,1],A_(ech)[1..3,2],A_(ech)[1..3,31]);

-1 0 0
All = 00 =3
01 —4

> Al12:=Matrix([A_(ech)[1..3,4]]);
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0
A12 = | =3
-1
> A22:=Matrix([A_C(ech) [4,4]1]);
A22 =] -1 ]
> Bil:=Matrix([B_(ech)[1..3,1],B_(ech)[1..3,2]11);
10
Bl =101
0 0
> Cl:=Matrix([C_(ech)[1..2,1..3]1]1);
1 2 —6
cz._[ll_l}

Se verifica controlabilitatea, tinand cont numai de perechea (A11,B1):

> Contro2:=Matrix([B1,A11.B1,A11.A11.B1,A11.A11.A11.B1]);

1 0 -1 0 1 0 -1 0
Contro2 := | 0 1 00 0 -3 0 12
00 01 0 —4 0 13

> Rank(Contro2);
3

> sl:=simplify(s*IdentityMatrix(3));

o O

sl =

S O ®»

0
s
0

Se calculeaza matricea de transfer a partii controlabile:

> H:=simplify(Matrix([C1]) .MatrixInverse(sI-Matrix(A11)) .Matrix(B1));
1 2

1+s s+3
1 1

1+s 1+s

H =

> xf:=Vector([0,1,0,0]);

g
I
oo~ C

> MatrixInverse(P) .xf;
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> eql:= a*3+b*2-6*%c=-1/2;eq2:=a+b*2-6*c=3/8;eq3:=a+b-c=-1/8;

eﬂ::3a+2b—602—5

3
e@::a+2b—602§

—1
eﬁ::a+b—c:?;
> solve({eql,eq2,eq3},{a,b,c});
P I
167 647 64
> xf:=Vector([2,1,4,0]);
2
1
af = 1
0

> eql:= ax3+b*2-6xc=2;eq2:=a+b*2-6%c=1;eq3:=at+b-c=4;
eql :=3a+2b—6c=2
eq2 =a+2b—6¢c=1
e =a+b—c=4
> solve({eql,eq2,eq3},{a,b,c});

13 1 41
te=ga=g =5l
> MatrixInverse(P) .xf;

S
2
17
B
5
8

__2_

[Exenqﬂul3l4]

> restart;with(LinearAlgebra);A:=Matrix([[0,-3,0,0],[1,-4,0,0],[0,0,0,-
> 1],[0,0,1,-2]1);B:=Matrix([[3,2],[1,2],[1,1],[1,1]1]);C:=Matrix([[0,1,0
> ,0],[0,0,0,1]]);DD:=Matrix([[0,0],[0,0]1]1);
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0 -3 0 0
e 1 40 O
0 00 -1
0 01 -2
3 2
B 1 2
11
11

Q

I
1
o O
(@)
o O
—_
| I

DD = 00
00

> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(4));

sl =

S O O W»
S O »w O
S »w O O
n O O O

> Hi:=Matrix([C.B,C.A.B,C.A.A.B,C.A.A.A.B]);
oy - 1 2 -1 -6 1 18 —1 —-54
11 -1 -11 1 -1 -1

> Rank(H1);

[Exemplul 3. 15]

restart;with(LinearAlgebra) ;

> A:=Matrix([[-7,-2,6],[2,-3,-2],[-2,-2,1]1]1);B:=Matrix([[1,1],[1,-1]1,[1
> ,0]1);C:=Matrix([[-1,-1,2],[1,1,-1]1]1);

-7 -2 6
A= 2 -3 =2
-2 -2 1

11

B=11 -1

1 0
-1 -1 2
C'_[ 11 —1}

Se determina valorile proprii si vectorii proprii ai matricei A:
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> (e,v):=Eigenvectors(A);

-3 1 1 -1
e,vi=1|-11],11 0 1
-5 11 0

Se determina matricele sistemului echivalent

> \Lambda:=Matrix(MatrixInverse(v).A.v);

-3 0 0
A= 0O -1 0
0 0 =5
> Bl:=Matrix(MatrixInverse(v).B);
1 0
B1:=10 0
0 —1
> Cl:=Matrix(C.v);
010
a1 .:{1 ; 0}

Se verifica cu testul PBH, daca starea s=-1 este controlabila:
> PBH:=Matrix([simplify(-1*IdentityMatrix(3)-A),B]);
6 2 -6 1 1
PBH:=| -2 2 2 1 -1
2 2 =21 0
> Rank(PBH) ;

Se verifica controlabilitatea pe iesire:
> Contro_output:=Matrix([C.B,C.A.B,C.A.A.B]);

00 0O0O00O0

Contro_output := 10 =30 9 0

> Rank(%);

[Exemplul 3. 16]

> with(LinearAlgebra) ;
> A:=Matrix([[0,-3,0,0],[1,-4,0,0],[0,0,0,-11,[0,0,1,-21]1) ;B:=Matrix ([[
> 3,2],01,2],[1,1],[1,1]]) ;C:=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,1]]1);DD:=Matrix ([
> [0,0],[0,011);

0 -3 0 0

e 1 -4 0 0
0 0 0 -1
0O 01 -2
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—_ = =W
o= NN

o O

0

']

DD = 00
00

sI:=simplify(s*IdentityMatrix(4));

I
oo o w
oo w o
o w o o
w O o O

H:=Matrix([C]) .MatrixInverse((sI-Matrix([A]))) .Matrix([B]);

3 2

S

2s

s2+4s5+3
s

§+4s+3+

H = 1

1

§+4s+3+

s2+4s+3
s

§+23+1+32+2&+1 s24+2s4+1
H:=simplify(H);
2

s+ 3
1

1+s

DetH:=Determinant (H) ;
s—1
(1+5)%(s+3)
Ctr:=Matrix([B,A.B,A.A.B,A.A.A.B]);

DetH = —

3 2 -3 -6 3 18 —3
1 2 -1 -6 1 18 —1
Cor=111_1 11 1 1
11 -1 -1 1 1 —1
Rank(Ctr) ;
3
lambda:=Eigenvalues(A);
-3
—1
A=
—1
—1

Matrix([lambda[3]*IdentityMatrix(4)-A,B]);

+_32+-23—%1

—54
—54
—1
—1
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-1 3 00 3 2
-1 3 001 2
00 —-1111
00 —-1111
> Rank(%);
3

[Exemplul 3. 17]

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[0,1],[1,0]]);B:=Matrix([[0],[1]]);C:=Matrix([1,-1]);

e [43
#=[1]
C:=[1 -1]

Conditiile initiale:
> x_i:=Vector([0,0]);

com 8]

> with(linalg,exponential):eAt:=simplify(Matrix(exponential(A,t)));
1 1 1 1

TR L Lt T

eAt = 1 1 1 1
et — Zelt) el 4 et
2 2 2 2

Solutia sistemului este data de componenta libera x_lib:
> x_lib:=Vector([eAt.x_i]);

0
x_lib =
Si de componenta fortata x_for:
> with(linalg,exponential) :eAt2:=simplify(Matrix(exponential (A,t-tau)).
> B);

1 1

5 e(t—T) o 5 e(—t-l-T)
eAt2 = ) ]
5 o(—t+7) 4 5 )
> x_fort:=Vector([(int(eAt2[1,1],tau=0..t)), (int(eAt2[2,1],tau=0..t))]1)
>
L
—14 el 4 ¢t
2
x_fort .= 1 ]
_ et — — e(_t)



131
2 4 s 8 10
04
0.2 \\
04+ |
y 1\
—0.6 1 \\
4 \\\
-0.8- \\
_1; T -
> x:=Add(x_1lib,x_fort);
1 1
-1+ 56(_t) + = ¢
x =
1 1
2
lesirea sistemului y_0 in conditii initiale nule va fi:
> y_0:=C.x;

y0:=] —1+e" ]
Daca sistemul porenste din conditii initiale nenule:
>

x_i:=Vector([k,k]);
.|k
rii=

lesirea sistemului y_1 va fi:
>

1

1 1 1
Zelt) 4 Z et ke Zot — Z (=)
o (26 —|—2e) +(26 5¢
R B | 1 1 1
(5 6(7t) —I— 5 et) k? + (5 et — 5 6(7t)) k?
1 1 1 1 1
(56(’t)+§et)k—|—(§et—ie(*t))k—1+§e(’t)+—et
T =
1 1 1 1 1
(5 6(70 + 5 et) k? —I— (5 et — 5 6(70)

yl =] —-1+e" ]
> with(plots) :plot(y_0,t=0..10,labels=[t, yl);
[Exemplul 3.19]

>

with(LinearAlgebra) ;with(linalg, exponential):

x_1lib:=Vector([eAt.x_i]) ;x:=Add(x_lib,x_fort);y_1:=simplify(C.x);
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> A:=Matrix([[0,1],[-3,-4]]1);B:=Matrix([[1,2],[-3,-4]]1);C:=Matrix([[1,1
> 1,[-2,-211);

0 1
A=
L _3 _4 =
1 2]
B =
-3 —4
C 1 1]
C =
L _2 _2 =
> Ml:=simplify(Matrix(exponential (Transpose(A)*s)));
3 1 3 3
5 e(fs) — 5 6(735) 5 6(73 s) — = e(fs)
ME=1 1 1 3
—Ze(=38) 4 Zpl=s) _Z p(=s) 1 2 p(=39)
5 e + 5 e 5 e + 5 e
> M2:=Matrix(Transpose(C).C);
5 5
M2 =
3]
> M3:=Matrix(exponential (A*s));
3 1 1 1
5 e(_s) — 5 e(_35) _5 e(_g 5) + 5 e(_s)
M3 =
3 3 1

3
5 6(73 s) — 5 e(fs) _5 e(fs) + 5 6(735)

Se verifica conditia de observabilitate Grammian:
> M:=simplify(Int(M1.M2.M3,s=0..t1-t0));

t1—t0 (—65) (—65)
M:I/ |:5€(6) 56@6) ds
0 oel ™% Hel v

> M := Matrix(%id = 14337776);

%1 %1
M = 1:=5-—5 (—6t1+610)
{ %1 %1 } % ‘
Rangul matricei M este:
> Rank(M);
1
Matricea de observabilitate:
> Phil:=Matrix([[C], [C.A]]);
1 1
1 = 2 2
-3 =3
6 6
> Rank(Phil);
1

> W:=Matrix([Transpose(Phil).Phil]);
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vz 3]

50 50

> Determinant (W) ;

[Exemplul 3.20]

> with(LinearAlgebra);with(linalg, exponential):
> A:=Matrix([[0,0,-6],[0,1,-6],[0,1,-6]]);C:=Matrix([[0,0,1],[1,1,0]]);

0 0 —6
A=101 —6
01 —6
0 01
¢= { 11 o}
Matricea de observabilitate:
> Phil:=Matrix([[C], [C.A]]);
00 1
Bl 11 0
01 -6
01 —12

Rangul matricei de observabilitate este:

> Rank(Phil);

[Exemplul 3.21]

> with(LinearAlgebra);with(linalg, exponential):
> A:=Matrix([[0,0,0],[2,0,-1],[3,1,0]11);C:=Matrix([[1,0,111);
00 O
A=12 0 -1
31 0
C:=[10 1]
> Phil:=Matrix([[C], [C.A]]);
o [101]
3
> Rank(Phil);

Valorile proprii ale matricei A sunt:
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>

lambda:=Eigenvalues(A);

A= I
—I

Se determina un vector care sa satisfaca ecuatia C*w=0:

>

LinearSolve(C,<0>,free="w’);
w1y
Wa

Valorile proprii si vectorii proprii ai matricei A sunt:

>

>

\Y

(v,e) :=Eigenvectors(A);

1 0 0 1
v,e:=1| -1 1,{1 —-I -3
0 1 1 2
Se verifica pentru fiecare pol daca este indeplinita conditia de observabilitate PHB:
lambdal:=0;
Al:=0
Matrix([[lambdal.IdentityMatrix(3)-A], [C]]);
0 00
-2 01
-3 -1 0
1 01
Rank (%) ;
3
lambda2:=1;
A2:=1
Matrix([[lambda2.IdentityMatrix(3)-A], [C]]);
1 00
-2 11
-3 -1 1
1 01
Rank (%) ;
3
lambda3:=-1;
A3 = —1
Matrix([[lambda3.IdentityMatrix(3)-A], [C]]);
-1 0 0
-2 -1 1
-3 -1 -1

10 1
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> Rank(%);

[Exemplul 3.22]

> with(LinearAlgebra);with(linalg, exponential):
> A:=Matrix([[-1,0],[0,0]]);C:=Matrix([1,0]);

e[
C:=[1 0]

Matricea de controlabilitate este:
> Phil:=Matrix([[C], [C.A]]);

d1 = Lo
-1 0

1

> Rank(Phil);

Valorile proprii si vectorii proprii ai matricei A sunt

> (v,e):=Eigenvectors(A);

o= 3] o 1]

> lambda:=Eigenvalues(A);
—1

> lambdal:=0;

Al:=0
> Matrix([[lambdal.IdentityMatrix(2)-A], [C]]);
10
0 0
10
> Rank(%);
1
> lambda2:=-1;
A2 :=—1
> Matrix([[lambda2.IdentityMatrix(2)-A],[C]]);
0 0
0 —1
1 0

> Rank (%) ;
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[Exemplul 3.24]

> restart;with(LinearAlgebra);

> A:=Matrix([[0,1],[-3,-4]]1);B:=Matrix([[1,2],[-3,-4]]1);C:=Matrix([[1,1
> 1,[-2,-211);

0 1
A=
. _3 _4 -
1 2
B =
L _3 _4 -
1 1
C =
. _2 _2 -

Se determina matricea de transfer a sistemului:

> sl:=simplify(s*IdentityMatrix(2));

s[::{s O]
0 s

> Hl:=simplify(Matrix([C.MatrixInverse(sI-A).B]));

2 2
o s+3 s+ 3
Hl = 4 4
s+3 s+ 3
Matricea de observabilitate:
> 0Obsl:=Matrix([[C], [C.A]]);
1 1
-2 =2
Obsl =
° 3 -3
6 6
Rangul matricei de observabilitate:
> Rank(0Obsl);
1

Transpusa matricei de observabilitate:

1 -2 -3 6

1 -2 -3 6
Deoarece rangul matricei de observabilitate este egal cu 1, rezulta ca dimensiunea
subspatiului de observabilitate este egala cu 1.

> Transpose(0Obsl);

O baza a subspatiului de observabilitate este data de o linie din matricea de
observabilitate; fie aceasta prima linie:
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> Pl:=Matrix(%[1..2,1]1);

-]

O baza a subspatiului de neobservabilitate este data de subspatiul nul al matricei de
observabilitate:

> P2:=NullSpace(QObsl);
-1
P2 .= {{ ) }}

Matricea de transformare P este formata din vectorii baza i celor doua subspatii:

> P:=Matrix([P1,P2[1]]);
P { 1 -1 ]
1 1

Se scriu matricele echivalente ale sistemului, determinate de matricea de transformare P:
> A_(ech) :=MatrixInverse(P).A.P;

-3 0
A_(ech) =
(ech) 4
> B_(ech):=MatrixInverse(P) .B;
[ —1 -1
B_(ech) :=
(ech) o 3

> C_(ech):=C.P;
2 0
C_(ech) = { 4 0 }

Se scriu submatricele sistemului echivalent:
> All:=Matrix([A_(ech)[1,11]1);

A1l =] -3 ]
> A21:=Matrix([A_(ech)[2,1]1]);
A21 =] —4 |
> A22:=Matrix([A_(ech)[2,2]]);
A22 =] -1 ]
> Cl:=Matrix([C_(ech)[1..2,1]]);
Cl1 .= [ _Z ]
> 0bs2:=Matrix([[C1], [C1.A11]]);
2
—4
0bs2 = 6
12

> Rank(0bs2);
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Se determina matricea de transfer a sistemului numai in functie de partea observabila:
> H2:=Matrix([Cl.MatrixInverse(s-A11) .Matrix([B_(ech)[1,1..2]11)]1);

2 2
. s+ 3 s+ 3
H?2 = 4 4
s+3 s+3

Fie o stare a sistemulul este:
> x:=Vector([3,3]);

> MatrixInverse(P) .x;

Fie o alta stare a sistemnului:
> x:=Vector([3,4]);

~ W
[

> MatrixInverse(P) .x;

N~ N~

[Exemplul 3.25]

> with(LinearAlgebra) ;

> A:=Matrix([[-1,2],[4,-3]1]);B:=Matrix([[1,0],[0,1]1]);C:=Matrix([[0,1],
> [1,2]11);

o[t}

> Al:=Transpose(A) ;Bl:=Transpose(B);C1l:=Transpose(C);

AJ::[_1 4]
2 -3

Bl = L0
01
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01
Cl =
)
> Contro:=Matrix([B,A.B]);
1 0 —1 2
Contro == {O ] 4 _3]
> Rank(Contro);
2
> 0Obs:=Matrix([[C],[C.A]]);
0 1
1 2
Obs =
° 4 -3
7T —4
> Rank(0bs);
2
> Control:=Matrix([C1,A1.C1]);
0 1 4 7
trol =
Contro {1 5 _3 _4]
> Rank(Control);
2
> QObsl:=Matrix([[B1], [B1.A1]1]1);
1 0
0 1
Obsl =
° 1 4
2 -3
> Rank(0Obsl);
2

[Exemplul 3.26]

> with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[0,1],[-3,-4]1]);B:=Matrix([[1,2],[-3,-4]1]1);C:=Matrix([[1,1
> 1,[-2,-211);

e 0 1
. _3 _4 -
- 57
B :=
-3 —4
. 1]
C .=
. _2 _2 -

> Al:=Transpose(A) ;Bl:=Transpose(B);Cl:=Transpose(C);

AZ::[O _3}
1 —4
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Bl = L =3
2 —4

1 =2
e [1 2]

> Contro:=Matrix([B,A.B]);

1 2 -3 —4
Contro = [ 3 4 9 10}
> Rank(Contro);
2
> QObs:=Matrix([[C], [C.A]]);
1 1
-2 =2
Obs =
s 3 -3
6 6
> Rank(0Obs);
1
> Control:=Matrix([C1,A1.C1]);
1 -2 -3 6
1=
Contro [1 9 _3 6]
> Rank(Control);
1
> QObsl:=Matrix([[B1], [B1.A1]1]1);
1 -3
2 —4
Obsl =
° 3 9
—4 10
> Rank(0Obsl);
2

Exemplul 4.2 I

with(LinearAlgebra);
G:=Matrix([[1/(s+1),0,(s-1)/(s+1)/(s+2)],[-1/(s-1),1/(s+2),1/(s+2)]1])

3

AR

1 0 s—1
s+1 (s+1)(s+2)
1 1 1

T s—1 s+2 s+2
Se determina cel mai mic multiplu comun al numitorilor din G:

cmmnc:=lcm(s+1, (s+2)*(s-1) ,8-1,8+2,s8+2) ;

\%

Y

cmmne = (s+1) (s —1) (s + 2)
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> Gl:=simplify(G*cmmnc) ;

(s—1)(s+2) 0 (3—1)2}

Gl = { —(s+1)(s+2) —1+s* —1+5s?

Forma Smith:
>  G2:=SmithForm(G1);

1 0 0
G2 =
[0 —s+s*—s"+1 0}
Forma McMillan:
> Mc:=simplify(G2/cmmnc) ;
! 0 0
Me — (s +2)(—-1+s?)
T s—1
0
s+2

Exemplul 4.3 I

> with(LinearAlgebra);with(linalg, exponential):

> A:=Matrix([[-1,0,0],[1,-3,0],[0,0,-2]]);B:=Matrix([[1,0],[0,0],[0,1]]
> );C:=Matrix([[1,-3,1],[5,0,k]]1);Dd:=Matrix([[0,0],[0,0]11);

-1 0 0
A= 1 =3 0
0 0 =2
1 0
B:=1]00
0 1

1 =31
=l 0

Dd = 00
00

> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(3));

sl =

S O W»

00
s 0
0 s

Reprezentarea Rosenbrok a sistemului:
> R:=Matrix([[sI-A,-B], [C,Dd]]);

[ s+1 0 0 -1 0]

-1 s+3 0 0 0

R:=1] 0 0 s+2 0 -1
1 -3 1 0 0

5 0 0 0|
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Polii sistemului:

> lambda:=Eigenvalues(A);

Exemplul 4.4 I

> A:=Matrix([0]);B:=Matrix([1]);C:=Matrix([1]);Dd:=Matrix([1]);

A=10]
B:=[1]
C:=[1]
Dd:= 1]

> with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Matricea Rosenbrock:
> R:=simplify(Matrix([[s,-B], [C,Dd]]));

s —1
R =
N
Determinantul matricei R este:

> Dett:=Determinant (R);
Dett . =5 +1

Solutia ecuatiei Dett=0 este:
> solve(Dett=0,s);

Directia zeroului s=-1:
> X:r=matrix([[-1,-1],[1,1]1);Y:=vector([0,0]);

o[

Y =0, 0]
> linsolve(X, Y);
[_—tla —tl]

Exemplul 4.5 I

> restart;with(LinearAlgebra);
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> A:=Matrix([[-1,0,0],[1,-3,0],[0,0,-2]]);B:=Matrix([[1,0],[0,0],[0,1]]
> );C:=Matrix([[1,-3,1],[5,0,k]]);Dd:=Matrix([[0,0],[0,0]]1);

—1 0 0
A= 1 -3 0
0 0 -2

1
B:=10
0

1 -3 1
C"‘{5 0 k}

00
Dd =
o o)

> sl:=simplify(s*IdentityMatrix(3));

—_— o O

sl

s
=10

0

0 0
s 0
0 s

Matricea de transfer matriciala a sistemului:
> H:=Matrix([C]) .MatrixInverse((sI-Matrix([A]))) .Matrix([B])+Dd;

1 3 1
s+1 (s+1)(s+3) s+2
H:=
5 k
s+1 s+ 2
> H:=simplify(H);
S 1
(s+1)(s+3) s+2
H:=
5 k
s+ 1 s+ 2
Matricea Rosenbrock a sistemului:
> R:=Matrix([[sI-A,-B],[C,Dd]]);
[ s+1 0 0 -1 0]
-1 s+3 0 0 0
R := 0 0 s+ 2 0 —1
1 -3 1 0 0
5 0 0 0 ]

Zerourile sistemului:
> Dett:=Determinant(R);

Dett :==ks—5s—15
> solve(Dett=0,s);
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\Y

with(linalg):
> 8:=3;
5:=3
> Y:=vector([0,0,0,0,0]);
Y =10, 0,0,0, 0]
linsolve(R,Y);

Y

b_t1, -t1, =3 _t1, 24 _t;, —15 _¢]

Exemplul 4.6 I

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[-1,0,0],[1,-3,0],[0,0,-2]11);B:=Matrix([[1,0],[0,0],[0,1]]
> );C:=Matrix([[1,-3,1],[5,0,k]]);Dd:=Matrix([[0,0],[0,0]]);sI:=simplify
> (s*IdentityMatrix(3));
-1 0 0
A= 1 -3 0
0 0 -2
10
B=|100
01
1 -3 1
C =
B
00
Dd :=
o)
s 00
sl:=10 s 0
0 0 s
> H:=simplify(Matrix([C]).MatrixInverse((sI-Matrix([A]))) .Matrix([B])+D

> d);

s 1

o (s+1)(s+3) s+2
) k

s+ 1 s+ 2

Se determina cel mai mic multiplu comun al numitorilor din H:
> cmmnc:=lcm((s+1)*(s+3), (s+2),s+1,s+2);

cmmne = (s+ 1) (s +3) (s + 2)
Valoarea lui k =10:
> k:=10;

k=10

> Hl:=simplify(H*cmmnc) ;
(s+2)s (s+1)(s+3)

H1 = 5(s+3)(s+2) 10(s+1)(s+3)
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Forma Smith:
> H2:=SmithForm(H1) ;
1 0
He = 0 (s4+2)(—9s+s*+s*-9)
Forma McMillan:
> Mc:=simplify(H2/cmmnc) ;
1
Me = | (s+1)(s+3)(s+2)
0 s—3

0

Exemplul 4.7'

> with(LinearAlgebra);
> H:=Matrix([[1/(s+1),0, (s-1)/(s+1)/(s+2)], [-1/(s-1) ,1/(s+2) ,1/(s+2)11)

> .

3

1 0 s—1
[ s+1 (s+1)(s+2)
T 1 1 1
s—1 s+2 s+ 2

Se determina cel mai mic multiplu comun al numitorilor din H:
> cmmnc:=lcm((s+1),1, (s+1)*(s+2),s8-1,s8+2,8+2);
ecmmne = (s+1) (s —1) (s +2)
> Hl:=simplify(H*cmmnc) ;
H]::[ (s—1)(s+2) 0 (3—1)2}
—(s+1)(s+2) =1 s*—1
Forma Smith:
> H2:=SmithForm(H1);
1 0 0
He = {O 3—s—s+1 O}
Forma McMillan:

> Mc:=simplify(H2/cmmnc) ;

1
0 0
Ve | GTDE-T)
T s—1
0
s+ 2

Exemplul 4.8 l

> with(LinearAlgebra);
> H:=Matrix([[s/(s+1)/(s+3),1/(s+2)],[6/(s+1),k/(s+2)]1]);

s 1
)(s+3) s+2
H = (s +
5 k

s+1 s+ 2
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> Dett:=Determinant (H);

Dett — sk—5s—15
(s+1)(s+3)(s+2)
> k:=10;
k:=10
> sl:=solve(Dett=0,s);
sl :=3

Exemplul 4.9 I

> restart;with(LinearAlgebra);
> H:=Matrix([[1/(s+1),0,(s-1)/(s+1)/(s+2)]1,[-1/(s-1),1/(s+2) ,1/(s+2)]11)

>
1 0 s—1
[ s+1 (s+1)(s+2)
T 1 1 1
s—1 s+2 s+ 2
> s:=1/z;
1
S 1= —
z
> H:=Matrix([[1/(s+1),0,(s-1)/(s+1)/(s+2)],[-1/(s-1),1/(s+2),1/(s+2)]1])
>
— 1 —
1 - —1
_ - 0 z
1 1 1
H—| —-+1 (—+1)(=+2)
: z z z
1 1 1
1 1 1
-—-1 —-+2 —+2
L 2 z z J
> H:=simplify(H);
z 0 (—1+2)z
H—| 1tz (I+2)(1+22)
’ z z z
—14+z 142z 14+2z2

Se determina cel mai mic factor comun din H:

> cmmnc:=lcm(z+1,0, (z+1) *(2%z+1) ,z-1,2*%z+1,2%z+1) ;

cmmne = (1+2) (=14 2)(1+22)
> Hil:=simplify(H*cmmnc) ;
(—1+2)(1+22)z 0 —(—1+2)%*z
H1 =
{ 2(14+2)(14+22) z(=1+2%) z(-1+2? ]

Forma Smith:

> S:=SmithForm(H1);

z 0 0
S =
{O z—22 =22+ 2t O}
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Forma McMillan:

> Mc:=simplify(S/cmmnc);
z

(14+22)(—1+ 22?)

0

Mec :=

[Exenqﬂul4lO]

0 0

(—14+2)z
14+2z2

> restart;with(LinearAlgebra);
> H:=Matrix([[s/(s+1/(s+3)),1/(s+2)],[5/(s+1),10/(s+2)]1]);
s 1
1 s+ 2
H = S+____§
T
s+1 s+ 2
> s:=1/z;
1
5§ = —
z
> H2:=Matrix([[s/(s+1/(s+3)),1/(s+2)],[5/(s+1),10/(s+2)1]);
— 1 1 —
1-%2
1 1 .
z -—+—T——— z
H2 = 243
5° 10
1 1
- +1 —+2
L z z .
> H2:=simplify(H2);
143z z
1+32z4+22 1422
H?2 =
2 5z 10 z
142 1+2z2

Se determina cel mai mic factor comun din H:

> cmmnc:=lcm(z"2+3%z+1,2%z+1,z+1,2*%z+1) ;

emmne = (14324 22)(1+2)(1+22)

> H2:=simplify(H2*cmmnc) ;

0o - (14+2)(1+22)(1432)

(1+32+22)(1+2)z

5(1+32+22)(14+22)2z 10(1+32+2%)(1+2)z

Forma Smith:
> S:=SmithForm(H2);

1 0

S = (14+22)2(25 =152 — 4123 - 3922 — 152 — 2 + 25)

0
2
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Forma McMillan:

>

Mc:=simplify(S/cmmnc) ;
1
(1+32z+22)(1+2)(1+2%2)

0

Mc :=

2(2* =322 —T2-2)
2

0

[Exenqﬂul411]

>

>

>

restart;with(LinearAlgebra) ;
A:=Matrix([[-1,4],[0,3]]);B:=Matrix([[2],[0]]);

[t

o[}

sI:=simplify(s*IdentityMatrix(2));

s[:::[ s 0 ]
0 s

P:=Matrix([sI-A,B]);

with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

>

>

>

smith(P,s,L,R);

1 0 0
0 s—3 0
eval(L);
1 0
4
5.3,
2 2
eval(R);
0 0 1
1 ! 0
2
1 S
01 —=——=
2 2

Matricea de controlabilitate:
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> Ctr:=Matrix([[B,A.B]]);
2 =2
Ctr = [ 0 0 }
> Rank(Ctr);

Polii sistemului:

> lambda:=Eigenvalues(A);

=[]

Se verifica daca s=3 este pol necontrolabil pentru sistem:
> s:=3;rank(P);
5:=3
1

[Exemplul 4. 12]

> restart;with(LinearAlgebra);

> A:=Matrix([[0,-3,0,0],[1,-4,0,0],[0,0,0,-1]1,[0,0,1,-211);B:=Matrix([[
> 3,2],[1,2]1,[1,1],[1,1]1]);C:=Matrix([[0,1,0,0],[0,0,0,1]1]);DD:=Matrix([
> [0,0],[0,0]11);

o O = O
|
W
_ o O O
o O

— o= NN

Q
I
1
)
—_
o O

00
> sl:=simplify(s*IdentityMatrix(4));

0
1
DD::{O O}

sl =

S O O W»
S O »w O
S »w O O
n O O O

> P:=Matrix([sI-A,B]);

o

o
+ ~ o o
—_ = =W
[l e NG R )

0 0 -1 s
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> Rank(P);

> with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> smith(P,s,L,R);
1 00 0 0 0
010 0 0 0
0 0 1 0 0 0
000 s+1 0 0
> eval(L);
_ 1 -
— 0 0 0
3
0 0 1 0
S 2 1 2+3 —1
6 3 2 2 2
| —(s+1)(s+4) 3+3s 184+ 155+35> —9—3s
> eval(R);
(0 0 0 0 T+ s 3 ]
—1
1 -1 1 — 1-— 1
3 s
1
0 0 0 — 0 1
72
o o 1 0 1
72
1 S 9
0 1 -1 —4+— -3—-—s5"—4s —1-—s
36 36
0 00 0 S-2% 349244 0
i 8 24 SrTas |
> s:=-1;
s:=—1

> P2:=Matrix([sI-A,B]);

—_ = =W
— = NN

> Rank(P2);

Matricea de transfer a sistemului:
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> H:=simplify(Matrix([C]).MatrixInverse((sI-Matrix([A]))) .Matrix([B]));

1 2
s+1 s+3
H =
1 1
s+1 s+1

[Exenqﬂul4;13]

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[-5,-8],[4,7]]);C:=Matrix([[2,2]]);

-5 -8
A=
e
C:=[2 2]
> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(2));
s[:::[ s 0 ]
0 s
> P:=Matrix([[sI-A],[C]]);
s+5 8
P = -4 s=7
2 2

> with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> smith(P,s,L,R);

1 0
0 —3+s
0 0
> eval(L);
1
— 0 0
8
1 0 —4
-2 -2 s+1
> eval(R);
0 1
;] _5_s
8 8

Matricea de observabilitate:
> 0Obs:=Matrix([[C],[C.A]]);
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2 2
Obs := [ > _2]

Rangul matricei Obs este:
> Rank(0Obs);

Polii sistemului:

> lambda:=Eigenvalues(A);

v 4]

Se aplica testul PHB pentru determinarea starii neobservabile:

> Hil:=simplify(Matrix([[lambda[1]*IdentityMatrix(2)-A],[C]]));

)

8 8
Hi = | -4 —4
2 2
> Rank(H1);
1
> H2:=simplify(Matrix([[lambda[2]*IdentityMatrix(2)-A],[C]]));
4 8
H2 = | —4 -8
2 2
> Rank(H2);
2

[Exemplul 4. 14]

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[0,0,-6]1,[1,0,-11]1,[0,1,-6]1);C:=Matrix([[0,0,1],[1,1,0]11)
>

I

00 -6
A=1]10 —-11
01 -6
[0 0 1
C= 110
> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(3));
s 0 0
s.=10 s 0
| 0 0 s

> P:=Matrix([[sI-A],[C]]);
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S 0 6
-1 11
P = 0 —1 s+6
0 O 1
11 0

> with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> smith(P,s,L,R);

100
010
00 1
00 0
[0 0 0|
> eval(L);
] . _
0 = 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 —6—s 1
1 1 s 17 7 1, 1
T ontu o u Tt ut on
| 11 6 6+17s —(6+17s)(s+6) 1ls+6 |
> eval(R);
0 0 1
0 1 1
S 1 S
ISR TR

[Exenqﬂul4l5]

> restart;with(LinearAlgebra);
> A:=Matrix([[-5,-8,0],[4,7,0],[1,2,3]]);B:=Matrix([[2,0],[0,0],[0,1]])
> ;C:=Matrix([2,2,0]);Dd:=Matrix([1,0]);

-5 -8 0
0

7

2 3
20

0

1
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Dd:=[1 0]
> sI:=simplify(s*IdentityMatrix(3));
s 00
s'=10 s 0
0 0 s

Reprezentarea Rosenbrock:
> P:=Matrix([[sI-A,-B],[C,Dd]l]);

s+5 8 0o -2 0
-4 s=7 0 0 0

> with(linalg):

Warning, the previous binding of the name GramSchmidt has been removed
and it now has an assigned value

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

> S:=smith(P,s,L,R);

1 00 0 0
010 0 0
S =
0 01 0 0
000 —154+2s+s%2 0
> eval(L);
[ 1 0 0 0 ]
8
-1
— 0 -2 0
2
1 1
- 1 2.8 1
2 2 2
_-—1 —s —6—2s 15—2s—8> —2—25 ]
> eval(R);
— 1 8 —
0 0 1 — 4 = 0
2+2
1 1 —1 1 s 0
4 2 4 4
0 0 0 1
1 s 9 2
1 —+2 242
0 2+2 4+4 0
L 0 0 0 1 s—3 |

Matricea de transfer:
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>

>

H:=simplify(Matrix(C.MatrixInverse((sI-A)).B+Dd));

simplify (H);

Polii sistemului:

>

Y

Y

Y

I{:::[ s+5 0}
1+ s

lambda:=Eigenvalues(A);

P_i:=Matrix([sI-A,B]);

smith(P_i,s,L,R);

[3+5 O}

1+s
—1

A= 3
3

1
0
0

P_o:=Matrix([[sI-A],[C]]);

smith(P_o,s,L,R);

o O O

—4 s-=7 0
-1 -2 s—3
2 2 0

0 0

1 0

0 s2—6s5+9

0 0






ANEXA

Elemente de algebra liniara. Vectori

Definitie

Un vector x de dimensiune n este un gir de n elemente zp, 1 < k < n.
Daca vectorul este reprezentat sub forma:

X
X2

xn
atunci vectorul x este un vector coloana.
Daca vectorul este reprezentat sub forma:
x=[a1 3 - |,

atunci vectorul x este un vector de tip linie.
Daca elementele x;, sunt reale, atunci vectorul x este real, x € R" iar daca elementele
xp sunt complexe, vectorul x complex, x € C".

Vector transpus

Vectorul transpus x? al unui vector coloand x este:

XT:[Z'l To - l‘n}

Vectorul transpus al unui vector coloana este un vector linie si invers.

Vector transpus si conjugat

Vectorul transpus si conjugat, notat x? al unui vector coloand x este vectorul linie:
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xT=[z T - Zn],

unde Ty, 1 < k < n este conjugatul elementului z; de exemplu daca xp = a + b atunci
T, = a— bi, unde iy/( — 1).

Daca x € R, x = xT.
Produsul a doi vectori

Pentru doi vectori x si y, x,y € R(C) produsul celor doi vectori este un scalar a =
xey = xly.
Norma unui vector

Norma unui vector x este o functie reala care satisface urmatoarele axiome:

e x| =0;
e ||x|| =0, daca si numai daca x = 0;
o [lax| = [al |[x]], Va € C;

o [x+yll <lxll+lyl

Norma euclidiana a unui vector

Norma euclidiana a unui vector este intotdeauna un numar real si este asociata cu
notiunea de lungime a vectorului. Se calculeaza astfel:

|Ix|| = Vxex = VxHx = \/|:101|2 + |z + .+ |z

unde |zx|, 1 < k < n este valoarea absoluta a elementului xy.

Proprietati:

e x| =0

e ||x|| =0, daca gi numai daca x = 0;
o |lax|| = |a| [[x[|, Va € C;

o [x+yl| <|x[ +|y] (inegalitatea triunghiului);

o xy| < ||x| ||yl (inegalitatea Cauchy-Schwartz).

Norma p a unui vector

Norma p (norma Hélder), p > 1 a unui vector x notata [|x||,, este egald cu:

L
n p
I, — (z w)
=1

Cele mai cunoscute norme sunt p = 1, p = 2 (norma ecuclidiand) si p = co (norma la
infinit):
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n
o Il = 2l
1=

o [IxI| = lixll, = vxfx;
o |[x[lo = maz(]x]).
Intre cele trei norme exista relatia: ||z < [|z]l, < ||z|l; < Vlzlly, < 0zl

Vectori liniar independenti

O multime de vectori u, v ...z sunt liniar independenti daca gi numai daca au -+ bv +
...+ fz=0implicaa=b=... = f =0.






ANEXA

Elemente de algebra liniara. Matrice

Definitie

Reprezentarea unor numere sau functii sub forma de vectori, aranjati intr-un numar
finit de linii (n) si coloane (m):

ay a1 ... QAim

21 A29 ... QA9m
A=

ap1 Ap2 ... Oupm

poarta denumirea de matrice gi se noteaza A(n x m), A, x.m, sau simplu A.

Numerele (functiile) a;;, 1 < i <n, 1 < j < m, sunt denumite elementele matricei,
unde ¢ denota linia din matrice iar j coloana.

Cand numarul de linii este egal cu numarul de coloane, n = m = p, matricea poarta
denumirea de matrice patratica de ordinul p.

Daca elementele a;; sunt reale, atunci matricea A este o matrice reala, A € R™ ™ ijar
daca elementele a;; sunt complexe, matricea A este o matrice complexa, A € C**™.

Transpusa unei matrice

T

Transpusa unei matrice A,,.,, este o matrice notata A;, ..

a1 a2 ... QAip

921 929 ... Qop
AT =

Am1 Am2 ... Qmnp

Conjugata unei matrice

sau A*

. . . . v H .
Conjugata unei matrice A, ,, este o matrice notata A e

nxXm
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C_Lll 6_112 e C_le
AH(A*> _ 21 @29 ... QA9m
an1 anZ dnm

Matricea diagonala

Matricea diagonala este o matrice patratica care are toate elementele nesituate pe
diagonala principala egale cu 0.
Matricea identitate

Matricea identitate, notata I,, este o matrice diagonala de dimensiune n X n ale carei
elemente sunt toate egale cu 1.
Matricea zero

Matricea zero, notata 0,,, este o matrice de dimensiune n x m ale carei elemente
sunt toate egale cu 0.
Adunarea a doua matrice

Fie doua matrice Ay xm s1 Bpxm, cu elementele a;;, respectiv b
m.

Suma celor doua matrice este tot o matrice C,, ., = A + B ale carei elemente sunt
Cij = aij + b”

Adunarea a doua matrice este:

g l<i<nsil<j<

e comutativa, A+ B = B + A;

e asociativa, (A+B)+C =A+ (B+C).

Inmultirea a doua matrice

Fie doua matrice A, si Bimxp, cu elementele a;;, respectiv b;;, 1 <i<mngil <j <

Produsul celor doua matrice este tot o matrice Cy,, = AB ale carei elemente sunt:

p
Cij = anBij + a122) + ... + apbp; = Z @ik
k=1

In general inmultirea a doua matrice nu este comutativa, AB # BA.
Relatii utile privind inmultirea a doua matrice:

o (AB)" = BT AT;
o (AB)T = BHAM,

e AF=A.- A A .. A
—_—
de k ori
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o (AB)f = AB-AB-AB- .- AB;
de k ori

e (AB)* # A*B* daci AB # BA.

Minorul unei matrice

Un minor de ordinul & al unei matrice A, ,,, k& < max(n,m) este determinantul
matricei A, obtinuta din eliminarea a n — k linii si m — k coloane din matricea A.

Minorul principal al unei matrice este acel minor a carui matrice contine elementele
diagonalei principale ale matricei A.

Determinantul unei matrice

Determinatul unei matrice A, ., notat |A| sau det(A), se calculeaza cu relatia:

d@t(A) = Z OJZ']'CZ‘J'
j=1

unde Cj; este cofactorul elementului a;;.

Cofactorul unui element a;; este egal cu (—1)t -M;;, unde M;; este minorul elementu-
lui a;; care se obtine prin calcularea determinantului matricei de dimensiune (n—1)x(n—1)
obtinut prin inlaturarea liniei ¢ si a coloanei j din determinantul original.

Daca o matrice A patratica, are determinantul det(A) = 0, se spune ca aceasta este
singulara.
Pentru doua matrice patratice A si B exista relatia:

det(AB) = det(A)det(B) = det(BA).
Relatii utile pentru calcularea determinantilor iin cazul unei matrice A, x,:
o det(AT) = det(A);
o det(A™) = conj(det(A));
o det(cA) = det(A),
o det(A*¥) = (det(A)))*, daca det(A) = 0 atunci k > 0;
o det(A) =0, daca coloanele (sau liniile) ale matricei A sunt liniar dependente;
o det(A) =0, daca exista doua coloane (linii) identice;

o det(A) =0, daca exista o coloana (linie) cu toate elementele egale cu 0.
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Adjuncta unei matrice

Adjuncta unei matrice patratice A este
fiecarui element a;; cu cofactorul sau Cj;.

Cn
adi(4) = |
dnl
Relatii utile:

e adj(A)A = det(A)I;
o adj(AT) = adj(A)"
o adj(A") = adj(A)".

Inversa unei matrice

matricea transpusa formata prin inlocuirea

C112 Olm
C(22 CQm
Cn2 Cnm

Inversa unei matrice A, notatd A~! este tot o matrice care satisface relatia:

ATTA=AAT =T

Inversa unei matrice A se calculeaza cu relatia:

-1 __

adj(A)

~ det(A)

O matrice A poate avea o inversa numai daca det(A) # 0.
Intre doua matrice patratice A si B exista relatia:

(AB)™' =

Rangul unei matrice

B 'A7L

Rangul unei matrice A, x.,, notat rang(A), este cel mai mic numar r pentru care exista
doua matrice X,,x, $i Yy« astfel incat A = XY
Proprietati utile in calcularea rangului unei matrice:

rang(Anxm) < min(m,n);

e rang(A) = numarul maxim de linii (coloane) independente ale matricei A;

e rang(A,xm) = n daca si numai daca toate coloanele matricei A sunt liniar indepen-

dente;
o rang(A) = rang(AT) = rang(A");
e daca rang(A) < n rezultd |A,xn| = 0;

o rang(A+ B) <rang(A) + rang(B).
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Imaginea sau domeniul unei matrice

Imaginea sau domeniul unei matrice A,,x,, notata Range(A) este subspatiul format
din vectorii [a],x1 pentru care ecuatia Az = « are solutie.
Domeniul unei matrice A este complementul ortogonal al subspatiului nul al matricei

Al
Subspatiul nul al unei matrice

Subspatiul nul al unei matrice A,,x, se noteaza cu Ker(A) sau Null(A) si este un
subspatiu format din vectori [z],x; care satisfac relatia Az = 0.

Subspatiul ortogonal al unei matrice A este complementul ortogonal al domeniului
matricei AY.

Valori proprii. Vectori proprii

Pentru o matrice A de dimensiune n x n daca exista o valoare scalara A si un vector
nenul w astfel incat:

Aw = \w

atunci A este o valoare proprie a matricei A iar w este vectorul propriu corespunzator.

e Vectorul propriu w nu este unic. Orice scalar a # 0 poate forma un nou vector
propriu w* = aw.

e O matrice A, «, are exact n valori proprii (nu neaparat distincte).

e Daca o matrice A, «, poseda n valori proprii diferite, atunci ea poseda si n vectori

proprii diferiti. Daca se noteaza cu W = [wy, ws, . . ., w,] matricea vectorilor proprii
corespunzatori celor A; (i = 1,...,n) valori proprii, atunci se poate scrie:
o AW =WA
A0 0 0
0 X 0 O
o WAW = _ =A
0o . 0
0 0 0 M\

e Produsul valorilor proprii ai unei matrice A, y, este egal cu determinantul matricei:

1=1

Spectrul unei matrice

Spectrul unei matrice A, notat A(A), este multimea tuturor valorilor proprii ale ma-
tricei A.
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Polinomul caracteristic ale unei matrice
Polinomul caracteristic p(s) al unei matrice A este definit ca fiind determinantul ma-
tricei (sI — A), p(s) = det(sI — A) = |s] — A.
Matricea caracteristica
Matricea caracteristica a unei matrice A, ., este tot o matrice (sI — A) si este o functie
de s.
Ecuatia caracteristica a unei matrice
Ecuatia caracteristica a matricei A este definita astfel:
det(sI — A) =0, sau
" 1S" L+ as+ag=0

si este o ecuatie in s.
Solutiile ecuatiei caracteristice sunt valorile proprii \;, ¢ = 1...n ale matricei A, xn,
adica:

/\?—Fozn_l)\?_l + ... +OZ1/\Z'+040 =0

Teorema Cayley-Hamilton

O matrice A 1si satisface ecuatia caracteristica det(A — A) = A" + q, 1 A"+ ...+
a A+ ag = 0:

A"+ oy AV A+ agl =0

Matricea Grammian

Matricea Grammian a unei matrice A, notatd Gram(A), este matricea A” A si poseda
urmatoarele proprietati:

e cste pozitiv semi-definita,
e |Gram(A)| =0 daca si numai daca minorul principal al matricei Gram(A) este 0;

e rang(Gram(A)) = rang(A);

Grammianul unei matrice

Grammianul unei matrice A, notat gram(A), este egal cu |Gram(A)| = |AH A] si se
bucura de urmatoarele proprietati:

e cste real i mai mare sau egal cu zero;

e este strict mai mare decat zero, daca si numai daca matricea A are toate coloanele
liniar independente;
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e gram(A) = 0 daca si numai dacd minorul principal al matricei Gram(A) este egal
cu 0;

e pentru o matrice A, ., n < m, gram(A) = 0;

e pentru o matrice patratica A,, gram(A) = gram(A7) = |A|]*.

Matrice polinomiala

O matrice Ayxn(s) = [pi(s)] € R, i = 1...m, k = 1...n se numeste matrice
polinomiala daca p;(s) sunt polinoame.
Rangul unei matrice polinomiale A(s) nu depinde de argumentul s.

Matrice unimodala

O matrice unimodala A(s) este o matrice polinomiala in s care are determinantul egal
cu o constanta diferita de zero. Determinantul acesteia nu depinde de variabila s.

Inversa unei matrice unimodale este tot o matrice unimodala.
Matrice la dreapta

O matrice la stanga este o matrice unimodala care inmultita la dreapta cu o matrice
polinomiala aplica o operatie elementara pe linii sau coloane in matricea polinomiala.
Matrice la stanga

O matrice la stanga este o matrice unimodala care inmultita de la stanga cu o matrice
polinomiala aplica o operatie elementara pe linii sau coloane in matricea polinomiala.
Echivalenta a doua matrice

Doua matrice A; si Ay sunt echivalente, notat A; ~ As, daca exista doua multimi de

matrice la stanga {Lq, Ly ... L;} si la dreapta {R;, Ry ... R;}, astfel incat:

A1 == L] e LQLlAQRlRQ oo RZ






ANEXA

Reprezentarea sistemelor sub forma de
matrice Rosenbrock

Daca pentru un sistem dupa aplicarea transformatei Laplace (cu conditii initiale nule)
rezulta matricea:

T(s)y = U(s)u
y = V(s + Wishu,

unde 7, u si y sunt vectorii rezultati in urma aplicarii transformatei Laplace, iar T}y,
Ursm, Vp timesr §1 Wpxm sunt matrice polinomiale, atunci matricea rezultata poarta denu-
mirea de matrice Rosenbrock. Este de notat faptul ca 7; sunt variabilele sistemului i nu
sunt in mod necesar variabilele de stare ale sistemului [Patel si Munro, 1982].

Aceste ecuatii pot fi scrise sub forma:

T(s) =U(s) [ |7 ]_1]0
V(s) W(s) JLlu] Ly
sl reprezentarea matriceala Rosenbrock [Rosenbrock, 1970] a sistemului este:

P wi

Observatia 1

Dimensiunea v a matricei T(S),x, trebuie astfel aleasa incdt v sda fie mai mare sau
egala cu gradul polinomului |T(s)|.
Polii sistemului sunt radacinile ecuatiie |T(s)| = 0.

Daca se cunoagte matricea Rosenbrock, functia (matricea) de transfer este:

H(s) =V (s)T'U(s) + W (s).
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In cazul in care sistemul este descris in spatiul starilor printr-un cvadruplu (A, B, C, D)
forma matriceala Rosenbrock este:

P(s):[SIgA —53]



ANEXA

Forma Smith-McMillan de reprezentare a
sistemelor

O matrice rationala G(8)mxn = [Gik(s)], i = 1...m, k = 1...n, poate fi redusa la
forma Smith-McMillan.
Astfel matricea G(s) se poate scrie sub forma:

G(s) = 1/d(s) - N(s),

unde N($),,x, este o matrice polinomiala, iar d(s) este cel mai mic multiplu comun al
numitorilor fractiilor din G(s).
Matricea N(s), cu rangul  poate fi scrisa sub forma Smith:

S(s) = L(s)N(s)R(s),

unde L(s) si R(s) sunt doua matrice de transformare la stanga, respectiv la dreapta,
unimodale. O modalitate de determinare a acestor doua matrice este prezentata in
[Ly, 2003; Bosgra et al., 2003], dar exista gi metode directe prin utilizarea de programe
dedicate, de exemplu [Maplesoft, 2005] sau [Wolfram Research, 2005]. O metoda pentru
detrminarea matricei S(s) este prezentata si in [Patel si Munro, 1982].

Mai mult, daca:

o n>m: S(s)=diag[V(s), Omnml;
o n=m: S(s) = diag[¥,(s)];

e n<m: S(s)= { O\I::i)n }

unde i = 1...r, iar ¥; sunt polinoamele invariante in s ale matricei N (s) astfel incat ¥,
sa divida pe W, 1.
Polinoamele ¥; se pot determina astfel:
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Di(s)
D; 1(s)’
unde D;(s) este cel mai mare divizor comun al tuturor minorilor ¢ x i din N(s).
In urma acestor operatii matricea polinomiala initiala N(s) este echivalenta cu ma-
tricea diagonala S(s), N(s) ~ S(s).
Si matricea initiala G(s) poate fi scrisa printr-o matrice echivalenta diagonala, denu-
mita forma Smith-McMillan. Aceasta este:

\I]i:

e M(s) = diag %, Om,nm] , daca n > m;

o M(s) = diag %} , daca n = m;

o M(s)=diag 0i ] , daca n < m,
Om—n,n

unde i = 1...r gi se obtine prin Inmultirea matricei S(s) cu 1/d(s) si prin simplificarea
tuturor factorilor comuni ce pot aparea in M(s), astfel incat € si 0;, ¢ = 1...7 sunt
polinoame coprime.

Astfel matricea G(s) ~ M(s).
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