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3.4. Minimizarea functiilor booleene

Minimizarea consta in obtinerea formei celei mai simple de exprimare a fun-
ctiilor booleene in scopul reducerii numarului de circuite si a numarului de intréri ale
acestora.

3.4.1. Metoda algebrica

Metoda algebrica constd in aplicarea succesivda a postulatelor si teoremelor
algebrei booleene scrise sub forma canonica disjunctiva sau conjunctiva. O functie care
nu este specificata initial sub o forma canonica poate fi adusa la aceasta forma.

In vederea minimizarii, se urmireste reducerea numirului de termeni ai expre-
siei, a numarului de aparitii ale variabilelor si a numarului de variabile din fiecare ter-
men. Aparitia unei variabile complementate sau necomplementate reprezinta un literal.

Consideram urmatoarea functie:

F(A,B,C)= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
Grupand termenul 1 cu 2, 3 cu 5 si 4 cu 6, se obtine:
F(A4,B,C)=AB+BC + AC

Grupand termenul 1 cu 3,2 cu4 si 5 cu 6, se obtine:
F(4,B,C)=AC + BC + AB

Acestea reprezinta expresii minimale ale functiei. Deci, o expresie minimala a
unei functii nu este, in mod obligatoriu, unica.

Metoda algebrica necesita experienta, devenind dificild daca expresia initiald a
functiei este complicatd. Un alt dezavantaj este faptul ca nu se poate stabili cu usurintd
dacad forma obtinutd este minima sau se mai poate simplifica. Din aceste motive, In
practica se utilizeaza metode grafice de minimizare.

3.4.2. Metoda diagramelor Karnaugh

Folosirea unei diagrame pentru simplificarea functiilor booleene a fost sugerata
pentru prima datd de E. Veitch. Ulterior, M. Karnaugh propune de asemenea o forma de
diagrama in acelasi scop, rezultand diagrama Karnaugh. Aceastd diagrama se utilizeaza

in mod curent pentru reprezentarea functiilor booleene cu un numar relativ mic de vari-
abile.
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3.4.2.1. Reprezentarea functiilor prin diagrama Karnaugh

O diagrama Karnaugh constituie o variantd modificatd a unui tabel de adevar.
in general, o diagrama Karnaugh pentru o functie booleand de » variabile se reprezinti
sub forma unui pétrat sau dreptunghi impartit in 2" patrate (compartimente), fiecare pa-
trat fiind rezervat unui termen canonic al functiei.

Diagramele Karnaugh pentru functiile de 2, 3 si 4 variabile sunt prezentate in
Figura 3.3.
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Figura 3.3. Diagrame Karnaugh pentru functiile booleene de 2, 3 si 4 variabile.

O diagrama Karnaugh se noteaza fie indicand pe linie §i coloand combinatiile
corespunzatoare fiecarui patrat si ordinea variabilelor (Figura 3.3(a)), fie indicand do-
meniul fiecarei variabile (Figura 3.3(b)). Pentru a se putea reprezenta in mod simplu
functii date Tn mod conventional prin indicii termenilor canonici, se poate nota fiecare
compartiment cu indicele termenului canonic corespunzator.

O diagrama Karnaugh este astfel organizatd incat doud patrate vecine (cu o
laturda comund) pe o linie sau pe o coloana corespund la combinatii care difera printr-o
singurd cifra binard, deci la doi termeni canonici care diferd printr-o singura variabila,
care apare intr-unul din termeni sub formd complementata, iar in celdlalt sub forma
necomplementatd. Asemenea doud patrate vecine, ale caror termeni canonici diferd
printr-o singura variabild, se numesc adiacente.

Se considerd adiacente si patratele aflate la capetele opuse ale unei linii, res-
pectiv coloane, dupa cum se ilustreaza in Figura 3.4. De aceea, este convenabil sa se
priveasca aceste diagrame ca suprafete care se inchid la margini. De exemplu, la o dia-
grama de 4 variabile, patratele 0 si 2, sau 0 si 8 sunt adiacente. Deoarece unui termen
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canonic cu 7 literale 1i corespund # termeni care diferd printr-un literal, intr-o diagrama
cu n variabile fiecare patrat are n patrate adiacente.
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Figura 3.4. Tlustrarea adiacentei patratelor de la capetele opuse ale liniilor.

in general, o functie booleana de n variabile se poate reprezenta in spatiul n-
dimensional al celor n variabile sub forma unui hipercub. Fiecarui termen canonic al
functiei 1i corespunde un varf al hipercubului. Un grup de 2" puncte (m < n), fiecare
dintre ele adiacente la m puncte ale grupului, se numeste subcub, si se spune ca
subcubul acopera aceste puncte ale grupului.

in diagrama Karnaugh, fiecare patrat corespunde unui varf al cubului -
dimensional din reprezentarea geometrica a functiei.

O functie booleand datd sub forma canonica disjunctiva poate fi reprezentata
pe o diagrama Karnaugh marcand cu 1 patratele corespunzatoare mintermenilor functi-
ei. Existd o reprezentare similard pentru forma canonici conjunctiva a functiei. In dia-
grama se trece valoarea 0 In patratele corespunzatoare maxtermilor.

3.4.2.2. Minimizarea functiilor prin diagrama Karnaugh

Modul de reprezentare prin diagrama Karnaugh este avantajos pentru minimi-
zare, deoarece doi termeni canonici care diferd printr-o variabila sunt adiacenti. Acesti
doi termeni se pot Inlocui cu un termen in care lipseste variabila prin care difera cei doi
termeni.

Exemplul 3.4
F(A,B,C,D)=P, +P,

Functia este reprezentata in Figura 3.5.
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Figura 3.5. Reprezentarea functiei din Exemplul 3.4.
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Se obtine prin minimizare:

F(A,B,C,D)= ABCD + ABCD = ABD

In reprezentarea geometrici a unei functii booleene, doi termeni canonici care
diferd printr-o variabild corespund la doud varfuri adiacente, deci definesc o laturd a
cubului n-dimensional. De aceea, se spune ca doud patrate adiacente de pe diagrama
reprezinta un subcub unidimensional.

Un grup de 4 patrate adiacente, dintre care fiecare este adiacent cu alte doua
patrate din acelasi grup, formeaza un subcub bidimensional. Cei patru termeni canonici
corespunzatori acestor patrate au o parte comuna formata din doua variabile, si pot fi
inlocuiti cu partea lor comuna.

Exemplul 3.5
F(4,B,C,D)=PF +F +P, +P,
Functia este reprezentata in Figura 3.6.
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Figura 3.6. Reprezentarea functiei din Exemplul 3.5.

Se obtine:

F(A,B,C,D)= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD = AC

Alte adiacente posibile sunt prezentate in Figura 3.7.

~CD .CD .CD
ABY 00 01 11 10 ABY 00 01 11 10 ABY00; 01 11 10
00 00 | 1 1 | 00| 1 ‘ | 1
o[ 1] 1] 14 1] 01 01
1 / " 1"
10 10 1 10] 1 1
1 . .
L BC BD

Figura 3.7. Unele adiacente posibile pentru functiile de 4 variabile.
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Pe o diagrama de 4 variabile se pot forma si subcuburi tridimensionale, care
cuprind 8 patrate grupate astfel incat fiecare din ele este adiacent cu alte trei din acelasi
grup. Termenii canonici corespunzatori patratelor care formeaza un subcub tridimensio-
nal au o parte comuna formata dintr-o singura variabila, si pot fi inlocuiti cu aceastd
variabila.

Exemplul 3.6
F(AaBacaD):Pl+})3+P5+P7+P9+P11+P13+P15

Functia este reprezentata in Figura 3.8.
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Figura 3.8. Reprezentarea functiei din Exemplul 3.6.

Rezulta prin minimizare:

F(A4,B,C,D)=D

In general, fiecare subcub m-dimensional se poate exprima printr-un produs de
n-m literale, cele m literale care nu apar fiind eliminate datorita adiacentei. Deci, numa-
rul de literale este cu atat mai mic, cu cat este mai mare dimensiunea subcubului.
Rezulta urmatoarea procedura de minimizare:

1. Se reprezintd functia pe diagrama, exprimatd de obicei prin forma canonica
disjunctiva.

2. Se grupeaza patratele marcate cu 1 astfel incat sa se obtind subcuburi cu di-
mensiunea cea mai mare posibila. Astfel, pentru o diagrama cu » variabile, se
cauta sa se formeze in primul rand subcuburi cu dimensiunea n-1, apoi n-2, si
in final, subcuburi unidimensionale. Fiecare patrat marcat cu 1 trebuie sa fie
cuprins intr-un subcub, dar acelasi patrat poate face parte din mai multe
subcuburi, conform teoremei de idempotenta.

3. Se scrie expresia finala a functiei, corespunzdtoare numarului minim de
subcuburi cat mai mari posibile §i care acopera toate patratele marcate cu 1.
Aplicand teoremele algebrei booleene, functia obtinuta se poate adapta pentru
o implementare cu un anumit tip de circuit.
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Exemplul 3.7
F(4,B,C.D)=P +P+FR+FR,+ R ++F,+ P, + P,

O prima grupare a subcuburilor este cea din Figura 3.9(a).
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Figura 3.9. Doua grupari diferite ale subcuburilor pentru functia din Exemplul 3.7.

Prin aceasta grupare se obtine:
F(A,B,C,D)=BD+ ABC + ACD

Daca se grupeaza subcuburile ca in Figura 3.9(b), se obtine:
F(A,B,C,D)=BD+ ABD + ACD + ABC

Aceasta nu reprezintd forma minimé, deoarece nu corespunde numéarului mi-

nim de subcuburi.

Exemplul 3.8
F(A.B.C.D)=P+P+R+B+P,+P,+ R,
Functia este reprezentata in Figura 3.10.
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Figura 3.10. Reprezentarea functiei din Exemplul 3.8.
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Exista 4 subcuburi, care reprezintd termenii AE, ABD, BCD, ACD . Acestia
pot fi grupati In doud moduri pentru a acoperi toate patratele marcate cu 1 cu un numar
minim de subcuburi. Rezultd doua forme minime:

F(A4,B,C,D) = AC + ABD + ACD
F(A,B,C,D) = AC + BCD + ACD
Pentru minimizarea functiilor exprimate printr-un produs de sume, procedeul

este similar, subcuburile formandu-se in pozitiile In care valoarea functiei este 0. La
scrierea functiei se tine cont de faptul cd termenii reprezintd maxtermi.

Exemplul 3.9
F(A,B,CaD):So'S1 'Sz'S4'S5 '56'510 'S11 'Sl4

Functia este reprezentata in Figura 3.11.

285" 00 0110
ool[ o] o 0]
o1/ 0 o 0
11 0
o

Figura 3.11. Reprezentarea functiei din Exemplul 3.9.

Rezulta:

F(A,B,C,D)=(A+C)C+D)A+B+C)

Pentru a determina care dintre cele doud forme minime, disjunctiva sau con-
junctiva, conduce la un numar mai mic de circuite, trebuie determinate ambele forme.
Daca se dispune de porti SAU-NU, este avantajos sd se obtind forma minima conjuncti-
va. Daca se dispune de porti $I-NU, este avantajos sa se obtind forma minima disjuncti-
va.

Se poate obtine forma disjunctiva minima pentru functia negata, grupand zero-
urile si scriind termenii minimali.

Exemplul 3.10
F(4,B,C,D)=B+P,+P,+P,+P,+P + P, +P,

Reprezentarea functiei este data in Figura 3.12.
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Figura 3.12. Reprezentarea functiei negate din Exemplul 3.10.

Se obtine pentru functia negata:

F(A4,B,C,D)= AC + BC + ACD

3.4.2.3. Minimizarea functiilor incomplet definite

O functie este incomplet definitd daca in anumite puncte ale domeniului poate

lua valoarea 0 sau valoarea 1.

Exista si situatii in care anumite combinatii ale variabilelor sunt interzise. O

combinatie interzisd este denumita redundantd, si pentru o astfel de combinatie se poate
atribui drept valoare a functiei 0 sau 1.

Daca o functie este nedefinita in k puncte sau existd k£ combinatii interzise, re-

zulta 2" functii distincte posibile.

3.13.

Procedeul de minimizare este in acest caz urmatorul:

Se reprezintd functia pe diagrama, notand cu 1 pozitiile corespunzatoare varia-
bilelor pentru care valoarea functiei este 1 §i cu x pozitiile corespunzatoare va-
riabilelor pentru care valoarea functiei este nedefinita.

Se obtin subcuburi cu dimensiunea cat mai mare, folosind in acest scop si pa-
tratele notate cu x, considerandu-le marcate cu 1.

Se procedeaza in continuare ca si la minimizarea functiilor complet definite, cu
observatia ca se utilizeazad numai subcuburile care contin cel putin un patrat
notat cu 1.

Exemplul 3.11
F(4,B,C,D)=2(0,1,2,5,8,11,15)+ " (3,4,7,10,14)

Combinatiile indiferente sunt 3, 4, 7, 10, 14. Functia este reprezentata in Figura
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Figura 3.13. Reprezentarea functiei incomplet definite din Exemplul 3.11.

Functia se poate scrie sub mai multe forme:
F(4,B,C,D)=BD+ AC + AC
F(4,B,C,D)=BD+ AC+CD
F(A,B,C,D)=BD+ AD + AC
F(A,B,C,D)=BD+ AD+CD



