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Aplicatie

Societatea de transport a energiei electrice, S.C TRANSELECTRICA S.A, si-a
stabilit ca obiectiv de investitii pe anul 2010 construirea unei linii electrice de
interconexiune ntre doua statii electrice. Pe distanta dintre statii, datorita diferentelor
de teren, amplasamentul se Tmparte in doua zone, delimitate printr-o linie WE, astfel
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Zon3a de delimitare

Avand la dispozitie indicii de cost, se poate stabili o relatic de egalitate intre
sinusurile unghiurilor formate de directiile traseelor de linie din cele doua zone si
perpendiculara dusa prin punctul P la zona de delimitare:

C,-sing, =C, -siné, umlrlmm
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Aplicafie

Prin ridicare la patrat si exprimarea sinusurilor Tn raport cu distantele se obtine
urmatoarea relatie de echivalenta:

LS Gt
a®+x>  ° br+(L-xY

C’-

dupa o rearanjare convenabila, arata de forma:
C’-x? -[bz +(L—x)2J= C,2(L—x)-(a?+x?)

si reprezinta O ecuatie algebricd. Exprimarea devine mai sugestiva prin inlocuirea
datelor cunoscute: a=3 km; b=1 km; WE=L=12 km; C,=87000 lei/km; C,=93000
lei/km.

~1080- x* + 25920 - x* — 225792 - x* +1868184 - x —11209104 = 0

Necunoscuta Tn aceasta ecuatie polinomiala este distanta X de la marginea W la

punctul P . Ramane de rezolvat numeric aceasta ecuatie.
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Metoda bisecfiel (njumstin intervalulul)

Metoda numerica constd n despartirea intervalului in care se cauta solutia ecuatiei
de un numar predefinit de ori. Cu fiecare iteratie se ajunge la 0 aproximare mai precisa
a solutiei, deci 0 precizie mai buna.

Daca o functie ia 0 valoare negativa intr-un punct A si 0 valoare pozitiva intr-un
punct B, atunci functia ia obligatoriu valoarea O intr-un punct C, care apartine
intervalului [A, B].

W

up
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Metoda bisecHel (njumaiEiirl intervaluluf)

Se verifica valoarea functiei la mijlocul intervalului (punctul C). Daca aceasta
valoare este pozitiva, inseamna ca functia ia valoarea 0 in intervalul [A, C]. Daca aceasta
valoare este exact 0, inseamna ca solutia ecuatiei, este exact C. lar daca valoarea functiei
in punctul C este negativa, inseamna ca functia ia valoarea O in intervalul [C, B]. Se
repeta procesul pentru intervalul [A, C], respectiv [C, B], pana cand se ajunge pana la un
numar predefinit de itearatii Sau eroarea ajunge sub o anumita valoare impusa.
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Pentru deducerea numarului minim de iteratii necesare pentru a calcula solutia cu o
eroare dorita se foleste relatia:

n= Iog(BO _AO)_ Iog(a) umvlsrlmn-:n

Iog(2) TEHNICA
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Metoda bisecHel (njumaiEiirl intervaluluf)

Repetarea procesului de cautare se realizeaza Tn contextul Tndeplinirii unor conditii si a
schimbarii adaptate a capetelor intervalului. Ideea se transpune general dupa urmatorul

algoritm:
Pasul 1: Se initializeaza intervalul: [a;b]=[ay;bg]
Pasul 2: Start iterativ: k=0 1
Pasul 3: Injumatitirea intervalului: Ck+1 =8k + E | (bk - ak)

Pasul 4: Daca 1E(Ck+1) 'f(ak) <0= dy 1 = Ay, bk+1 = Crq1

Pasul 5: Daca  T(Cyyq) (b)) <O0=ay,; =Cy 11Dy 1 =Dy
Pasul 6: Se incrementeaza: k=k+1; si se reia Pasul 3.

Oricat de mult ar fi dusa restrangerea intervalului Tn jurul solutiei, exista
posibilitatea ca valoarea considerata drept solutie sa nu fie cea adevarata. Pentru
deducerea numarului minim de iteratii necesare pentru a calcula solutia cu o eroare

dorita se foleste relatia:
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Metoda biseckel (fnjuméaitairdl intervaluluf)

Se considera ecuatia polinomiala: 4x° —8x* —56x> +23x° —17x—67 =0
Sa se determine riadicinile ecuatiei utilizand metoda bisectiei, cu 0 eroare g <107°

Pasul 1. Se introduce ecuatia in Mathcad, folosind egalul boolean. (Ctrl =)

. 2 3
ix° — 8T — 56 + 3% — 17x— 67= 0

Pasul 2. Se determinad functia atasata ecuatiei.
f(x) = 4x5 — 8x4 — 56x3 + 23x2 — 17x— 67

Pasul 3. Se reprezinta grafic functia f(x) de la -15 pana la 15, cu o precizie de 0,1. Se
seteaza afisarea grilei pe ambele axe, cu o culoare gri.

4x10°

210° /
X :=-15,-14.99..15 (%) 0
—2x10° f 1r
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Metoda bisectiel (fnjumataiirl intervaluluwi)

Pasul 4. Se aleg de pe grafic doud valori A, si B, astfel incat functia caracteristica
atasatd ecuatiei sa fie negativa pentru valorarea A, si pozitiva pentru valoarea B,. Se
defineste valoare erorii cu care se doreste determinarea solutiei.

Agi=-11  f(Ag) =—6839x 10° .
e =10
5 MA
By = 12 f(Bo) = 7.357 x 10

Pasul 5. Se calclueaza numarul minim de iteratii necesare, conform relatiei .

_ Iog(BO — AO) — log(e)
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Metoda bisecHel (fnjumaiEiirl intervaluluf)

Pasul 6. Se trece la implementarea algoritmului de calcul a solutiei sub forma de
linii de cod.prezentat mai jos. Se defineste variabila sol la care se atribuie segventa de
program ce urmeaza sa fie introdusa introducand 4 linii de cod prin comanda Add Line
in toolbar-ul Programing (tasta “]).

sol .= |
I

]

Pasul 7. Se definesc valorile initiale ale vectorilor interni a si b egale cu limitele de
intervalului de cautare a solutiei A, si B,,.

sol := a, Ay

b0<— B,

: [

Pentru atribuiri in cadrul buclelor de programare se foloseste siageata la YNIVERSITATEA

TEHNICA
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Metoda biseckel (fnjuméaitairdl intervaluluf)

Pasul 8. Se introduce bucla repetitiva for in cadrul careia are loc cautarea solutia
ecuatie studiate. Bucla repetitiva for se introduce din paleta Programming. Se introduc 3

linii de cod Tn cadrul bulei for.

sol =

Pasul 9. Se calculeaza pozitia de mijloc a intervalului curen

'-:'il:::| i A.U

b[] i« B.U

for ke0..n
|
|

sol ;=

Indicile la a,, b, ¢, se introduc utilizand paranteza patratica ( [ ).

ﬂﬂ «— A.ﬂ

bU «— B_Cl

for ke O.n

ak+bk

up
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Metoda bisectel (Injumetzidi intervalulul)

Pasul 10. Se determina noile capete ale intervalului de cautare a solutiei folosindu-se
instructiunea conditionald if introdusa de la tastatura. Actualizarea Imitzelor intervalului
de cautare se face in funtie de valarea functiei n punctul de mijloc c,,;.

sol = ao < A.O sol = aO <— AO
bO «— B_O bO <« BO
for ke0.n for ke 0..n
&+ bk a, + b
crk_|.1 « ) Ck+1 < 2
1€ 1f(f(ak) f( ){ 0, 45C ) (f ak) f( )< 0 A0 Oy 1)
e HEB - flq ) < Obpcy, 1€ 'f(f(bk) f(Cus1) < 0Py Gy )
E C
Pasul 11. Se returnecaza vectorul de pozitii centrale ¢ n variabila externa sol
si se afiseaza solutia: sol = 1r
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Metoda biseckel (fnjuméaitairdl intervaluluf)

Pasul 6. Se calculeaza solutia cu ajutorul algoritmului prezentat mai jos. Algoritmul
foloseste de instructiuniile de programare for si if.

Indicile la a,, b,, ¢, se introduc utilizand paranteza patratica ([ ).

sol = 2y < Ag
bO « By
for ke O..n
. N a + bk
k+1 2

Pasul 7. Se afiseaza solutia: sol = —"—

Incepand cu cea de a 25-a iteratie, primi 6 numere dupi virguld raman identici¥NivErsiTaTea
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Metoda bisectel (Injumetzidi intervalulul)

sol =

n =
|:| &
0 0
1 0.5
2 6.25
3 3.375
4 4.8125
3 4.09375
b 4.453125
7 4.6328125
= N
a8 4.7226563
9 4.7673781
10| 4.7451172
11| 4.7563477
12| 4.7619629
13| 4.75915533
14| 4.7605391
13| 4.7598572

sol =

0
] 0
1 0.5
2 6.25
3 3.375
4 4.8125
3 4.00375
5] 4.453125
7 4.6328125
a 47226563
a 4.7675781
10| 47451172
11| 4.7563477
12| 4.7619629
13| 4.7591553
14| 4.7605501
15| 4.7588572
16| 4.7595062
17| 4.7596817
13 4.759594
19| 4.7596378
20| 4.7596159
21| 4.7596269
22| 4.7596323
23| 4.7596351
24| 4.7596365
25| 4.7596371
26| 4.7596375
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Metoda bisedel (fnjumatEiirl intervaluluf)

Pasul 12. Pentru a verifica solutia obtinuta ecuatia Se rezolva si cu functia Symbolics —
Solve
4 — 8K — 56x° + 23 — 17— 67 =0

4.7596372057299709858
0.61532233984573568775 + 0.94212692320233033177i
0.61532233984573568775 — 0.94212692320233033177i

—0.89909303721373502328

—3.091188848207707338

Xg = 4.7596372057299709858

Pasul 13. Se compara cele doua rezultate obtinute.

E,i= [sol, | = 5854x 10° 8

Pasul 14. Se salveaza reultatul obtinut Tn variabila denumita X ;e

Xpisectie := SO

up
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Meltoda [uf (angents)

Metoda tangentei presupune alegerea anterioara a unei aproximatii X, a solutiei si
trasarea unei tangente la graficul functiei Tn punctul x,. Intersectia tangentei trase cu
axa X, reprezinta urmatoarea aproximare a solutiei cautate. Se repeta acest procedeu
pana se gaseste solutia cautatd sau pana se determina 0 aproximare cu 0 anumita eroare
impusa. A

aproximatie irdtiala

Algoritmul matematic care sta la baza metodei lui Newton se deduce din
descompunerea n serie Taylor in jurul punctului X, a functiei atasate ecuatiei de rezolvat,
scriind doar primii doi termeni ai seriei Taylor:

1 [N} 1 (n)
f(x)=f(x,)+ f g_'XO)-(x—xo)+ f 2(!)(0)-(x—x0)2+ f 3(!)(0)-(x—xo)3+---+%.(x—xo)n
f f(%) up
(x)=f(x,)+ (x=x,) UNIVERSITATEA
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Meltoda [uf (angents)

Considerand x, 0 prima aproximare, si inlocuind x cu X, rezulta 0 noud aporximare.
Inlocuind Tn expresia seriei Taylor se poate deduce formula de calcul iteratiiv:

f(xo)
t(xo)

De aici se deduce forma generala de calcul a solutiei ecuatiei la iteratia K+1 in functie
de aproximarea solutiei obtinute la iteratia precedenta, K.

f(x
Xk+1 = Xk —%

Pentru a determina numéarul minim de iteratii necesare se foloseste formula:

0="F(Xo)+f'(X0) (Xt —Xq) Xq = Xg —

lo + log(M max(f"(X
N > log,f 109() + log(M) v = THO0)
|09(|V| : Sadmisibil) 2 - min(f(x))
unde: € — eroarea de aproximare a solutiei cautate
Eadmisibil — €raorea maxima admisibild a aproximarii initiale 1r
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Meltoda [uf (angents)

Se considera ecuatia polinomiala: Ax° —8x* _56x%° £ 23x2 —17x—67 =0
Sa se determine radicinile ecuatiei utilizind metoda tangentei, cu o eroare g <107°
Pasul 1. Se introduce ecuatia in Mathcad, folosind egalul boolean. (Ctrl =)

. 2 5
i — 8% — 565 + B - 17x- 67= 0

Pasul 2. Se determina functia atasata ecuatiei.
f(x) = 4x5 — 8x4 — 56x3 + 23x2 — 17x— 67

Pasul 3. Se reprezinta grafic functia f(x) de la -15 pana la 15, cu o precizie de 0,1.

45108

X'=—15-14.99..15 =’ /

— 4><106

20 — 10 0 10 20

Pasul 4. Se alege o0 aproximatie a solutiei. De exemplu x,=12. Indicele se introduce
utilizand paranteza patratica ([ ). ‘“‘
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Metoda [ul Newton (tangents)

Pasul 5. Se defineste functia f’(x), derivata functiei atasate ecuatie studiate.

In fereastra de comandi se introduce numele functiei (f de obicei) urmat de un
apostrof (*) dupa care se introduce un operator de atribuire (:=).

Pe partea dreapta a operatorului de atribuire se introduce formula derivatel,
selectand Derivative din toolbar-ul Calculus, prezentat pe figura 3.10.

Calculus @
£ o [ o
-.lj I ? f(X) = _B[f(X)

Tim  lim  lim
—=a =3t =a-

=] i3 ;‘ln-

N
o

Pasul 6. Se calculeaza iterativ solutia ecuatia cu formula recursiva determinata din seria
lui Taylor:

! — d .
N2 k=0.N R =F00 X =% -2y




Metoda lul Newton (tangemnts)

Pasul 7. Se compara rezultatul obtinut cu rezultatul obtinut prin metoda bisectiei.

x=|7 4.7665952 sol=| 7 4.6328125
8 4.7596739 8 4.7226563
) 4.7596372 o 4.7675781
10| 4.7596372 10| 4.7451172
11| 4.7596372 11| 4.7563477
12| 4.7596372 12| 4.7619629
13| 4.7596372 13| 4.7591553
14| 4.7596372 14| 4.7605591

.« A« . . . . -6

Se observi ci inci de la iteratia a 9-a se obtine 0 aproximare cu o eroare de € <10 ~,

pe cand la metoda bisectiei, dupd 13 iteratii se obtine 0 eroare de ¢ <10~3. De aici se
poate observa eficienta acestei metode.

Pasul 8. Se salveaza reultatul obtinut Tn variabila denumita Xyeyion

XNewton = X

D
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Metoda (secanisl, Newton discretz)

Pentru a reduce efortul de calcul cerut de metoda tangentei s-a dezvoltat 0 noua
metoda, care n locul tangentei foloseste 0 secanta trasa intre doua puncte apartinand
graficului functiei, ne mai fiind nevoie de determinarea derivatei de ordinul intai.

Daca x, este 0 aproximare initiala a solutiei, prin proces iterativ se poate defini
algoritmul corespunzator metodei secantei:

w8 f(b;—b- f(a) X, f (%)= X, f(x)

~(a) T (k) k)

Pentru ca metoda secantei sa convearga la 0 solutie, trebuie sa se indeplineasca
urmatoarele conditii:

f(a)-f(b)<0
f(Xo)-f"(xq)>0
f(xg)-f(x)<0

up
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Metoda (secantel, Newlon discrets)

Se considera ecuatia polinomiala: Ax° —8x* _56x%° £ 23x2 —17x—67 =0
Sa se determine radicinile ecuatiei utilizind metoda tangentei, cu o eroare g <107°
Pasul 1. Se introduce ecuatia in Mathcad, folosind egalul boolean. (Ctrl =)

f 2 . |
i — 8% — 565 + B - 17x- 67= 0

Pasul 2. Se determina functia atasata ecuatiei.
f(X) = 4 — 8X" — 56X + 23% — 17X — 67

Pasul 3. Se reprezinta grafic functia f(x) de la -15 pana la 15, cu o precizie de 0,1.

45108

X'=—15-14.99..15 =’ /

— 4><106

20 — 10 0 10 20

Pasul 4. Se alege o0 aproximatie a solutiei. De exemplu x,=12. Indicele se introduce
utilizand paranteza patratica ([ ). ‘“‘
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Metoda (secantel, Newton discreta)

Pasul 5. Se defineste 0 funtie f”(X), derivata de ordinul 2 a functiei atasate ecuatiei
studiate necesare verificarii convergentei metodei.

Derivata de odinul 2 se introduce utilizand operatorul Nth Derivative din toolbar-ul
Calculus, la exponent se introducandu-se valoarea 2.

Calculus

= dd_:-:l'" =2 ilh d2

30 | SN (%) =—f(¥
[ T S 12 ’12

W.f

Pasul 6. Se alege de pe grafic intervalul [a,b] in care se cauta solutia ecuatiei, astfel
Tncat functia caracteristica atasata ecuatiei sa fie negativa pentru valorarea a si pozitiva
pentru valoarea b, si 0 aproximare initiala a solutiei, X,.

Toti indicii se introduc utilizadnd paranteza patrata ([ ).

a=-11 b:=12 Xy = 5 1r
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Metoda (secantel, Newlon discrets)

Pasul 7. Se wverifici daca conditiile de convergentad a metodei coardei sunt
indeplinite Tn cazul ecuatiei prezente.

X = :EE; :f(;)f @ X, = 0.0802145
( ) ( )>O 1 f(XO)-f(x1)<0=1 f(a)f(b) <0=1

Pasul 8. Se calculeaza solutia cu ajutorul algoritmului corespunzator metodei
secantei.

% T%1) = %1 (%)

(%et) = T)

AI/}IM:: 20 k=2..N Xk =

up
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Metoda (secantel, Newlon discrets)

Pasul 9. Se salveaza reultatul obtinut Tn variabila denumita x si se afiseaza

coarda
rezultatul.
0 5
1 0.0802145
2 0.4189302
3 0.760639
4 | 1.1484174
5 1.6773492
6 2.5032044
Xcoarda = X Xeoarda =| 7 3.6345678
8 4.4510224
9 4.7019524
10 4.7499434
11 4.75804
12 4.7593749
13 4.7595942
14 4.7596301
15

up
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Metoda (secantel, Newton discreta)

Pasul 10. Se compara solutia cu solutiile obtinute cu celelate doud metode.

Xoisectie =

0
0 0
1 0.5
2 6.25
3 3.375
4 4.8125
5 4.09375
6 4.453125
7 4.6328125
8 4.7226563
9 4.7675781
10| 4.7451172
11| 4.7563477
12| 4.7619629
13| 4.7591553
14| 4.7605591

[EE
o1

XNewton =

0

0 12
1 9.8088585
2 8.097237
3 6.7871189
4 5.8267193
5 5.1896056
6 4.8595929
7 4.7665952
8 4.7596739
9 4.7596372
10| 4.7596372
11| 4.7596372
12| 4.7596372
13| 4.7596372
14| 4.7596372
15

Xcoarda =

Up

0

0 5
1 0.0802145
2 0.4189302
3 0.760639
4 1.1484174
5 1.6773492
6 2.5032044
7 3.6345678
8 4.4510224
9 4.7019524
10| 4.7499434
11 4.75804
12| 4.7593749
13| 4.7595942
14| 4.7596301
15
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Metoda [ul Halley

Pentru a obtine 0 convergenta mai rapida decat cea data de metoda lui Newton se
foloseste 0 dezvoltare n serie Taylor a functiei atasate ecuatiei studiate, folosind primele
3 componente din dezvoltare.

() = (Xo) +1'(Xo0)-(X—X0) + " (x0)-(x~xo )’

De aici se poate ajunge la formula iterativa de calcul:

2-f(xy)

(i) (k)2 = 2-F (%) £ (%)

Xk41 =Xk —

Se rezolva aceeasi ecuatie polinomiala ca si la metodele anterioare:
4%° —8x* —56x> +23x% —17x —67 =0

Pasul 1. Se introduce ecuatia in Mathcad, folosind egalul boolean. (Ctrl =)
4 3 2
450 - 85 — 565 + 23x° — 17x - 67= 0 ([

UNIVERSITATEA




Metoda [ul Halley

Pasul 2. Se determind functia atasata ecuatiei.
f(X) = 4% — 8% — 56X + 23% — 17X — 67

Pasul 3. Se definesc operatori de derivare de ordinul 1, respectiv ordinul 2, necesare
algoritmului.

2
F(%) = d—Blf(x) (%) = 2 (9

o

Pasul 4. Se calculeaza solutia cu ajutorul algoritmului corespunzator metodei lui Halley.

2 f(xk)

fs) + 757 - 26(x) - (s

Pasul 5. Se salveaza reultatul obtinut in variabila denumita X,y

vax:: 20 k:=0..N Xer1 =X~

XHalley == X ]r
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34\, Rezolvare

0 12
1 9.2119322+2.1082647i
2 7.6239293+0.0116156i
3 6.0201259-1.106818i
4 5.2890236-0.0374716i
5 4.7080627+0.0158223i
6 4.7596584-2.6012945i-10-°
XHalley == X XHalley =| 7 4.7596372
8 4.7596372
9 4.7596372
10 4.7596372
11 4.7596372
12 4.7596372 1r
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Metoda [ul [Halley

Pasul 6. Se vizualizeaza si se compara solutia cu solutia obtinuta prin metoda lui Newton.

XNewton =

0 12
1 9.8088585
2 8.097237
3 6.7871189
4 5.8267193
5 5.1896056
6 4.8595929
7 4.7665952
38 4.7596739
9 4.7596372
10| 4.7596372
11| 4.7596372
12| 4.7596372
131 4.7596372

XHalley =

0 12

1 9.2119322+2.1082647i

2 7.6239293+0.0116156i

3 6.0201259-1.106818i

4 5.2890236-0.0374716i

5 4.7080627+0.0158223i

6 | 4.7596584-2.6012945i-10-5

7 4.7596372

8 4.7596372

9 4.7596372

10 4.7596372

11 4.7596372

12 4.7596372 [|IF
13 HNICA




Probleme propuse

Sa se determine radacinile polinoamelor de mai jos folosindu-se metoda lui
Newton, respectiv functiile predefinite root si polyroots:

Set 1.

Set 2.

a)

P(x) =5x* —6x° +4x—8
P(x) =6x* —7x* +8x —15
P(x)=6x" +5x* —8x* +24
P(x) =6x° —7x° +8x —2

P(x) =7x° —6x° +4x —18

P(x)=12x" —31x* +6x —11
P(x)=19x" —27x* +13x -5
P(x)=3x" —14x* +5x° — 41

b)
d)

f)
h)

b)
d)

f)
h)

P(x)=4x* —3x* +6x—11
P(x) =3x°® —4x> —5x% +9
P(x)=9x" —7x? +3x —15
P(x) =3x’ —4x° +5%x° — 25

P(x) =13x* —42x° +25x* +9
P(x)=16x" —27x* +18x —15
P(x) =26x" +5%° —18x* +24
P(x)=4x" —17x° +8x—22

up
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REZOLVAREA APROXIMATIVA A
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TRANSCENDENTE — PARTEA 2

Dr.Ing. Levente CZUMBIL
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