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Aplicatie

In studiul interferentelor electromagnetice dintre liniile electrice aeriene si
conductele metalice subterane de transport gaze naturale, petrol sau apa potabila se
pune problema determinarii tensiunii si curentului indus n conducte. Se prezinta
modelul fizic al problemei si circuitul electrica echivalent.

Inaltimea
PAGA medie

Fire de garda

Conductoare active

CONDUCTR Hod

Hod g cectiune 1 74 Zsectme 2 1107
T2 pmeecceceeecapcnn= iy i 6

UNIVERSITATEA

a DIN CLUJ-HAPOCA




Identificarea ecuatiel matriceale

Determinarea ecuatiei matriceale ce sta in spatele sistemului de ecuatii ce descrie
circuitul electric echivalent a problemei studiate.

Un sistem de n ecuatii liniare, avand coeficientii reali a;; cu 1,j=1,2,...,n, termenii liberi
reali b; , 1=1, 2,...,n, si n necunoscute, x;, este de forma relatiei de mai jos si poate sub
forma matriceala: A-x =b.

(allxl +d1oXp +ad13Xg +...+ A1y Xy = bl
do1X1 +aooXo +a23X3 +...+don Xy = b2

N

a31X1 +332X2 +a33X3 +...+a3an = b3

|@n1X1 tappXpy +apgXg +...+app Xy =Dy

87 a;p .. A X by
a1 Az ... dpp X2 | | P2

' dpr dp2 - App | | Xn by | i“i
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Metoda apreximatiilor succesive (Jacobi)

Consideram un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute scris matricial A-x=b, daca
det(A)=0 si daca a, =0 atunci sistemul Ax = b il rescriem sub forma:
811Xy +8pp Xy +aygXg + . Ay Xy = by Xy = 0y Xq + Xy + ot g Xy + B

81X + 8y Xy +8xXg .t 8yp Xy = by Yo = anXi+apXy +etanXy +

Ay Xy +apo Xy +8,3X3 + .o+ 8 Xy =D, Xy = Ay Xy + Ao Xy + oot Apn Xy + By
. . . 0o P2 An b
Se continud rezolvarea sistemului in forma x=a-x+f a,  ay a,
Q21 9 don b,
a = — ﬂ =

a2 a2 a22

Se alege vectorul aproximatiilor initiale ale solutiilor g
Ant an2 0 n

ann ann ann

x(o):[xl(o) x9 x,(f))]T x(9) = p

Metoda lui Jacobi presupune calculul unui sir de aproximatii succesive x(1) x(2)

cu ajutorul formulei de iteratic de mai jos, care se poate demonstreaza prin inductie

matematica: “Ii
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Metoda apreximatiilor succesive (Jacobi)

A-x=B \\ sistem liniar de ecuatii ce urmeaza a fi rezolvat prin iteratii succesive

153 02 66 11
45 298 03 65
MW 7397 179 41
81 27 87 119

1 N :=rows(A) — 1
NN
3
7 i=0.N
—2.6

Sistemul se pune sub forma: X =o-X + B care poate fi considerata recurenta;

o= | for ie0..rows(A) -1
for j €0..cols(A) -1
a. .« 0 if i=]j
1]

Ai j
a. . « —— otherwise
1] A

i, i

0 -0.013 -0431 -0.072
-0151 O -0.01 -0.218
—0408 0542 0 -0.229
-0.681 0227 -0731 O

\\ Inceperea instructiunii iterative for
pentru transformarea matricei o,

\\ elementele de pe diagonala
principala se egaleaza 0

\\ celelalte elemente se scriu dupa
raportul dat

\\ afisajul numeric al matricei a i“i
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Metoda aproximatiilor succesive (Jacebi)

p = [for i<0. last(B) 0.065 \\ procedeu analog de calcul
B, 8 - 0.101 pentru vectorul termenilor
bi <«— A_ B 0.391 liberi (3
b 0.218
b
) o - —— . . . . .
X~ =B \\initializarea primei aproximatii cu valorile vectorului B (fiecare element din  se incarca si in x).

m=250 i=1.m \\ numarul de iteratii propuse pentru determinarea solutiei;
se reduce pana la valoarea la care solutia se stabilizeaza,
fapt ce se obsena din afisajul numeric al procesului iterativ

(convergent).
9 (-0 )
X' =p+ X \\ formula de recurentd
sol:= | for kel.m ~0.08277037
0 (k-1 |- 0.22287125 \\ extragerea ultimei iteratii, care se adopta
X7« B+ ax S0l = 0.42372062 ca solutie a sistemului de ecuatii |
X<m> —0.52249427

1332 x 10

0

Eroare := B — A-sol Eroare = —II—
2665% 107 ([,
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Blocul Given - Find

Blocul Given — Find se poate utiliza la calculul direct al valorii uneia sau a mai
multor variabile. Pentru aceasta este necesara 0 initializare Tn prealabil a
necunoscutelor si introducerea ecuatiilor caracteristice, cu egal Boolean (Ctrl+*="
in interiorul blocului Given-Find

* se initializeaza necunoscutele problemei;
» se introduce cuvantul cheie Given;
» Se introduc ecuatiile ce trebuie rezolvate in interiorul blocului Given-Find;

* se introduce comanda Find pentru determinarea necunoscutelor.

X=0 Given

Given 3x1 + 8x2 =19
Sau _

3X+4=5 XX =2

Find(X) = 0.333
Find(xl,xz) -
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Blocul Glven - Find

Sa se rezolve circuitul electic de mai jos implementand teoremele lui Kirchhoff
intr-un bloc Given — Find.

I, ki A 37}
I e
D 2 G [J R
E L B E-

Se cunosc parametrii circuitului electric:

R;:=20Q, R,:=10Q, R;:=15Q, R,:=10Q,
E, =80V, E;:=90V.
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Blocul Gliven - Find

Pasul 1. Se initializeaza valorile necunoscutelor cu zero.
I1:=0 I2:=0 I3::0
Pasul 2. Se initroduce cuvantul cheie Given.
Pasul 3. Se scriu teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul studiat.
Pasul 4. Se determina solutia sitemului apeland functia Find.

Given

|2— |1— |3= 0

sol := Find(1y,15,13)

L

2
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Blocul Given - Minerr

Tn cazul in care blocul Given—Find nu converge spre o solutie exacta atunci acesta
se poate in locui cu blocul se poate utiliza la calculul direct al valorii uneia sau a mai
multor variabile. Given—Minerr care va returna o solutie aproximativa astfel incat
aceasta n locuita in sistemul de ecuatii initial sa determine o abatere medie patratica
minima.

 se initializeaza necunoscutele problemeri;
 se introduce cuvantul cheie Given;

* Se introduc ecuatiile ce trebuie rezolvate in interiorul blocului Given-Find;

» se introduce comanda Minerr pentru determinarea necunoscutelor.

X1::0 X2::O =0 Xo:=0
Given Given
X
X 2
2 A ] ] ; X1+e =9
X+e =9 inlocuim Find cu Minerr % |
sin(xl) — X9 = -5
sin(xl) — X = -5

UNIVERSITATEA
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X +e =915 =M Xo) =
“ s0l := Find(x;. %) ' (&‘&J e %) = | a1 Uy
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Metoda lui Newton-Raphsen

Sa se rezolve urmatorul sistem neliniar de ecuatii, utilizand metoda lui Newton-Raphson:
X+ 3 log(x) —y2= 0
2x2—x~y—5~x+ 1=0
z2 =0

Pasul 1. Se asociaza o functie fiecarei ecuatii neliniare din sistem.

F(x,y,z) :=x+ 3 - log(x) —yz
Gx,y,2) ::2)12 —-X-y—-5-x+1
H(x,y,2) :=z2

Pasul 2. Functiile se deriveaza partial dupa toate variabilele. Indicii formali se introduc
utilizand tasta punct (.).

d

Fo(XY,2) =—F(X Y,z F(XY,2) — +1

x( y ) Bl( y ) x( y ) x-In(lO) |
d

Fy(X,y,Z) = _vF(XayaZ) Fy(X,y,Z) - —2- y

FiXY.2) = d—dF(x,y,z) F(%Y.2) = 0
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Metoda lui Newton-Raphson

G(X,Y,2) ::d—BIG(x,y,z) G(xy,z2) >4-x-y-5
G(X.Y,2) :=d—yG(x,y,z) Gy(X.Y,2) = —X
Gxy.2) = £ G(xy.2) GAx.y.2) =0

H,(X,Y,2) = d—BIH(x,y,z) H,(x,y,z2) - 0
Hy(X.Y,2) :=d—yH(x,y,z) Hy(xy,2) - 0
H,(X,y,2) = d—dH(x,y,z) H,(x,y,2) > 2-2

Pasul 3. Utilizand rezultatele obtinute din calculul simbolic (operatorul de evaluare
simbolica se introduce din toolbar-ul Symbolic, selectdind Symbolic Evaluation), se
introduce matricea Jarnhian-

F(x,5,2) F(xy.2 F(x7,2
Ixy.2) =| G, G(xYy,2 G(x,5,2 i“i

g H(xy,? Hy(xy,2) Hi(xY.2) UNIVERSITATEA
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Metoda lui Newton-Raphsen

Pasul 4. Se introduc matricile functionale:

F(xy,2) Fyxy.2) FAxy.?) FXy.2) F(XYy.2) F(xy,2)
JX(X7y7 Z) = G(X,ya Z) Gy(X,y, Z) GZ(Xaya Z) Jy(X,y, Z) = GX(Xayv Z) G(X’ya Z) GZ(Xaya Z)
H(Xays Z) Hy(X,y, Z) HZ(X’ya Z) HX(Xaya Z) H(Xaya Z) HZ(Xaya Z)

F(xY.2) Fyxy,2) F(xy.2)
%y, =| G(%Y.2) GyxY.d G(xY.2)
H(xy,2) Hy(xY,2 H(xY,2)

Pasul 5. Se defineste numarul de pasi de iterare si se introduc aproximatii initiale ale
solutiilor sistemului de ecuatii (valori aleatoare).
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Metoda lui Newton-Raphsen

Pasul 6. Se aplica formula recurenta Newton-Raphson confrom algoritmului de mai jos, si
se afiseaza rezultatul obtinut.

M)
N J(leyi’ZI "N 3.487
i+1 .
[%05vi-2)
VN N yo || 2262
z.I+1 " Teviz) zN 6217 x 10 22
i1 MR N '
i 10652

Pasul 7. Se verifica rezultatele prin Tnlocuirea lor in functiile initiale.

FgYnetn) =0 S -Yn2n) =0 H(Xg-Yn-Zy) =0
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Metoda triangularizarii a lui Gauss

Ideea de baza a metodei consta n aducerea sistemului de ecuatii prin transformari
elementare la o forma echivalenta, avand matrice superior sau inferior triunghiulara,
urmatd de rezolvarea sistemului rezultat prin procedee recurente specifice, foarte
eficiente.

X Jral(é)-x2 +a]%)'X3 + ...+a1(t) Xy Jral(,lk)ﬂ-xk+1 + ...+a1(ﬁ)~xn = bl(l)
X, +a2)  Xg +..+a2) - x, +a§k)+1 Ky + ot ad) x, =b

La primul pas al metodei urmarim eliminarea necunoscutei x, din toate ecuatiile
sistemului, cu exceptia primei ecuatii. Pentru aceasta, impartim mai intai prima ecuatie
la coeficientul a;; element pivot, presupus nenul (daca nu este indeplinita aceasta
conditie, reordonam si renumerotam ecuatiile):

X, +a)x, + ag)x3 +..+alx, =pt)
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Metoda triangularizarii a lui Gauss

Scadem apoi prima ecuatie inmultita cu primul coeficient al celei de-a doua ecuatii
din aceasta ecuatie si, respectiv, inmultita cu primul coeficient al celei de-a treia ecuatii

din aceasta din urma continuand pana la ultima ecuatie.

In ipoteza a,; # 0, inmultim prima ecuatie pe rand cu (- a,,/a,, ) (i=1,...,n), apoi o
adunam la ecuatia i, Tn acest mod eliminandu-se x, din toate ecuatiile cu exceptia primei
si continuand pe aceasta idee obtinem urmatorul sistem la un pas oarecare k:

kj

() _
A =D

al?

kk

(k)
Xk +aklk+l°xk+l+...+a

2)
n X

X +ag) X Ay X et Ay X +all X, +eal) x, =
X, +ald) x, +..+ald)-x +al)  x ., +..+a

=b{?

n

(). y —p®

n k

L
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Metoda triangularizarii a lui Gauss

Faza eliminarii se incheie, impartind cea de a n-a ecuatie la elementul pivot, aﬁ{k‘l)
care, pentru un sistem cu matrice coeficientilor nesingulara, trebuie sa fie diferit de zero,
rezultand:

&y &y ) &) W, .y —po
2 2 2 2 2
X, +a2 xg+..+ad) x +al) | ¥y + .+ 2l x, =bP)

Faza substitutiei inverse presupune parcurgerea in sens invers a ecuatiilor sistemului cu
matrice triunghiulara, rezultat din faza eliminarii, si stabilirea solutiei sistemului potrivit
unui calcul recursiv prin substitutie regresivd incepand cu x, din ultima ecuatie
continuand cu X, si terminand cu x, din prima ecuatie:

\

DIN CLUJ-HAPOCA
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a Xzzbé )—a§3)x3 ‘ '
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Metoda triangularizarti a luf Gauss

Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii, scris sub forma matriceala, utilizand
trianghiularizarea Gauss.

OFIGIN =1
AX=E8B
1521 111 213 1.14 201
132 1482 061 074 858
A= B =
075 126 154 022 8.33
135 142 033 1432 8.88

Pasul 1. Se concateneaza matricea A si vectorul B intr-o matrice globala M folosind
functia augment.

1521 111 213 114 9010
M = augment(A E) n = rows{A) 132 1482 061 074 838

075 126 1544 022 B33 i“i
g L 133 142 033 1432 888 UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Metoda triangularizarti a luf Gauss

Pasul 2. Algoritmul pentru anularea elementelor de sub diagonala principala
(triangularizare).

F(A) =

1 «— rows({A)

m < cols{A)

W A
for k=2.n
for 1=k .n
for jek-1.m
W = b
E AL
W
AW

-A

1,k-1

\ declararea numarului de
elemente de pe primacoloana a

matricei A

\\ incarcarea matncii interne w cu
matricea A

W\ inceperea instructiunii de iterare
forpentru k, 1, |

\ recalcularea elementelor w,
dupa elementele matricei A

(formula iterativa realizeaza
friangularizarea)

\\ programul returneaza matricea
w recalculata

L
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Metoda triangularizarti a luf Gauss

Pasul 3. Se verificd daca operatiunea a avut efectul dorit prin afisarea matricei
triangularizate.
M = F(M)
1521 111 213 114 901
0 14724 0425 0641 7.798

M —
0 0 153 0111 7247
0 0 0 14161 7332

Pasul 4. Se extrag forma triunghiularizata a matricii A, respectiv vectorului B din noua

matrice M":
A' = submatrix{M,1,4.1,4) B' = submatrin(M,1,4.5.5)
1521 111 213 114 % "ol
0 14724 0425 0641 7.798

A= 0 153 0111 5= i“i

0
g . 0 0 0 14161 WELLY UNIVERSITATEA
TEHNICA




Metoda triangularizarii a lul Gauss

Pasul 5. Se determind variabila din ultima ecuatie a sistemului:

X =
n p

j=n.1 i=n.1 X =058l

Pasul 6. Solutionarea aplicatiei cu algoritmul metodei lui Gauss, implementat n
Mathcad, incepe, Tn sistemul triangularizat, de jos in sus, adica de la ultmia variabila la
prima, prin procedee iterative, la fiecarea pas determinand inca o variabila.

N[ > AL X0 (0.452)
B, - if(j > LA X0 (0452
i i | 0494
! AL 0.47
1.1 |
0518 )
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Laborator de Metode Numerice = Lucrarea nr. 4
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