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În studiul interferenţelor electromagnetice dintre liniile electrice aeriene şi
conductele metalice subterane de transport gaze naturale, petrol sau apă potabilă se
pune problema determinării tensiunii şi curentului indus în conducte. Se prezintă
modelul fizic al problemei şi circuitul electrică echivalent.



,

Determinarea ecuației matriceale ce stă în spatele sistemului de ecuații ce descrie
circuitul electric echivalent a problemei studiate.

Un sistem de n ecuaţii liniare, având coeficienţii reali aij cu i,j=1,2,…,n, termenii liberi
reali bi , i=1, 2,…,n, şi n necunoscute, xi, este de forma relației de mai jos şi poate sub
formă matriceală: A⋅x =b.
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Considerăm un sistem de n ecuaţii liniare cu n necunoscute scris matricial A⋅x=b, dacă 
( ) 0det ≠A şi dacă 0≠ija atunci sistemul A⋅x = b îl rescriem sub forma:
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Se continuă rezolvarea sistemului în forma βα +⋅= xx

Se alege vectorul aproximaţiilor iniţiale ale soluţiilor
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Metoda lui Jacobi presupune calculul unui şir de aproximaţii succesive ,...x,x )()( 21

cu ajutorul formulei de iteraţie de mai jos, care se poate demonstrează prin inducţie 
matematică:

βα +⋅=+ )k()k( xx 1



A x⋅ B \\ sistem liniar de ecuatii ce urmeaza a fi rezolvat prin iteratii succesive
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Sistemul se pune sub forma: X α X⋅ β+ care poate fi considerata recurenta;

α

ai j,  0← i jif

ai j,  

Ai j,  

Ai i,  
−← otherwise

j 0 cols A( ) 1−..∈for

i 0 rows A( ) 1−..∈for

a

:= \\ începerea instructiunii iterative for
pentru transformarea matricei α

\\ elementele de pe diagonala
principala se egaleaza 0

\\ celelalte elemente se scriu dupa
raportul dat
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Bi
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:= \\ procedeu analog de calcul
pentru vectorul termenilor
liberi ββ
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m 250:= i 1 m..:= \\ numarul de iteratii propuse pentru determinarea solutiei;
se reduce pânã la valoarea la care solutia se stabilizeazã,
fapt ce se observã din afisajul numeric al procesului iterativ
(convergent).
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⋅+:= \\ formula de recurentã

x 0〈 〉
β:= \\ initializarea primei aproximatii cu valorile vectorului β (fiecare element din β se incarca si in x).
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Blocul Given – Find se poate utiliza la calculul direct al valorii uneia sau a mai
multor variabile. Pentru aceasta este necesară o iniţializare în prealabil a
necunoscutelor şi introducerea ecuaţiilor caracteristice, cu egal Boolean (Ctrl+“=”)
în interiorul blocului Given-Find

• se iniţializează necunoscutele problemei;

• se introduce cuvântul cheie Given;

• se introduc ecuaţiile ce trebuie rezolvate în interiorul blocului Given-Find;

• se introduce comanda Find pentru determinarea necunoscutelor. 

x 0:=

Given

3x 4+ 5

Find x( ) 0.333=

sau

Given

3x1 8x2+ 19

x1 x2⋅ 2

Find x1 x2, ( )
16
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Să se rezolve circuitul electic de mai jos implementând teoremele lui Kirchhoff
într-un bloc Given – Find.

R1:= 20 Ω, R2 := 10 Ω, R3 := 15 Ω, R4 := 10 Ω, 
E1 := 80 V, E3 := 90 V. 

Se cunosc parametrii circuitului electric:



Pasul 1. Se iniţializează valorile necunoscutelor cu zero.

Pasul 2. Se initroduce cuvantul cheie Given.

Pasul 3. Se scriu teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul studiat.

Pasul 4. Se determină soluţia sitemului apelând funcţia Find.

I1 0:= I2 0:= I3 0:=
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În cazul în care blocul Given–Find nu converge spre o soluţie exactă atunci acesta
se poate în locui cu blocul se poate utiliza la calculul direct al valorii uneia sau a mai
multor variabile. Given–Minerr care va returna o soluţie aproximativă astfel încât
această în locuită în sistemul de ecuaţii iniţial să determine o abatere medie pătratică
minimă.

• se iniţializează necunoscutele problemei;

• se introduce cuvântul cheie Given;

• se introduc ecuaţiile ce trebuie rezolvate în interiorul blocului Given-Find;

• se introduce comanda Minerr pentru determinarea necunoscutelor. 

înlocuim Find cu Minerr

x1 0:= x2 0:=

Given

x1 e
x2

+ 9

sin x1( ) x2− 5−

sol Find x1 x2, ( ):=sol
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Să se rezolve următorul sistem neliniar de ecuații, utilizând metoda lui Newton-Raphson:

x 3 log x( )⋅+ y2
− 0

2x2 x y⋅− 5 x⋅− 1+ 0

z2 0

Pasul 1. Se asociază o funcție fiecărei ecuații neliniare din sistem.

Pasul 2. Funcțiile se derivează parțial după toate variabilele. Indicii formali se introduc
utilizând tasta punct (.).

Fx x y, z, ( )
x
F x y, z, ( )d

d
:= Fx x y, z, ( )

3
x ln 10( )⋅

1+→

Fy x y, z, ( )
y

F x y, z, ( )d
d

:= Fy x y, z, ( ) 2− y⋅→

Fz x y, z, ( )
z
F x y, z, ( )d

d
:= Fz x y, z, ( ) 0→



Gx x y, z, ( )
x
G x y, z, ( )d

d
:= Gx x y, z, ( ) 4 x⋅ y− 5−→

Gy x y, z, ( )
y

G x y, z, ( )d
d

:= Gy x y, z, ( ) x−→

Gz x y, z, ( )
z
G x y, z, ( )d

d
:= Gz x y, z, ( ) 0→

Hx x y, z, ( )
x
H x y, z, ( )d

d
:= Hx x y, z, ( ) 0→

Hy x y, z, ( )
y

H x y, z, ( )d
d

:= Hy x y, z, ( ) 0→

Hz x y, z, ( )
z
H x y, z, ( )d

d
:= Hz x y, z, ( ) 2 z⋅→

Pasul 3. Utilizând rezultatele obținute din calculul simbolic (operatorul de evaluare
simbolică se introduce din toolbar-ul Symbolic, selectând Symbolic Evaluation), se
introduce matricea Jacobian:



Pasul 4. Se introduc matricile funcționale:    

Jx x y,  z,  ( )

F x y,  z,  ( )

G x y,  z,  ( )

H x y,  z,  ( )
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Fz x y,  z,  ( )
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Hz x y,  z,  ( )
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Pasul 5. Se definește numărul de pași de iterare și se introduc aproximații inițiale ale
soluţiilor sistemului de ecuaţii (valori aleatoare).



Pasul 6. Se aplică formula recurentă Newton-Raphson confrom algoritmului de mai jos, și
se afișează rezultatul obținut.

xi 1+

yi 1+

zi 1+
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Jx xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−

yi

Jy xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−

zi

Jz xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−
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Pasul 7. Se verifică rezultatele prin înlocuirea lor în funcțiile inițiale.

F xN yN, zN, ( ) 0= G xN yN, zN, ( ) 0= H xN yN, zN, ( ) 0=



Ideea de bază a metodei constă în aducerea sistemului de ecuaţii prin transformări
elementare la o formă echivalentă, având matrice superior sau inferior triunghiulară,
urmată de rezolvarea sistemului rezultat prin procedee recurente specifice, foarte
eficiente.
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La primul pas al metodei urmărim eliminarea necunoscutei x1 din toate ecuaţiile
sistemului, cu excepţia primei ecuaţii. Pentru aceasta, împărţim mai întâi prima ecuaţie
la coeficientul a11 element pivot, presupus nenul (dacă nu este îndeplinită această
condiţie, reordonăm şi renumerotăm ecuaţiile):
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Scădem apoi prima ecuaţie înmulţită cu primul coeficient al celei de-a doua ecuaţii
din această ecuaţie şi, respectiv, înmulţită cu primul coeficient al celei de-a treia ecuaţii
din aceasta din urmă continuând până la ultima ecuaţie.

În ipoteza a11 ≠ 0, înmulţim prima ecuaţie pe rând cu (– ai1/a11 ) (i=1,…,n), apoi o
adunăm la ecuaţia i, în acest mod eliminându-se x1 din toate ecuaţiile cu excepţia primei
şi continuând pe această idee obţinem următorul sistem la un pas oarecare k:
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Faza eliminării se încheie, împărţind cea de a n-a ecuaţie la elementul pivot,
care, pentru un sistem cu matrice coeficienţilor nesingulară, trebuie să fie diferit de zero,
rezultând:
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Faza substituţiei inverse presupune parcurgerea în sens invers a ecuaţiilor sistemului cu
matrice triunghiulară, rezultat din faza eliminării, şi stabilirea soluţiei sistemului potrivit
unui calcul recursiv prin substituţie regresivă începând cu xn din ultima ecuaţie
continuând cu xn-1 şi terminând cu x1 din prima ecuaţie:



Să se rezolve următorul sistem de ecuații, scris sub formă matriceală, utilizând
trianghiularizarea Gauss.

Pasul 1. Se concatenează matricea A şi vectorul B într-o matrice globală M folosind
funcţia augment.



Pasul 2. Algoritmul pentru anularea elementelor de sub diagonala principală
(triangularizare).



Pasul 3. Se verifică dacă operațiunea a avut efectul dorit prin afișarea matricei
triangularizate.

Pasul 4. Se extrag forma triunghiularizată a matricii A, respectiv vectorului B din noua 
matrice M΄:



Pasul 6. Soluționarea aplicației cu algoritmul metodei lui Gauss, implementat în
Mathcad, începe, în sistemul triangularizat, de jos în sus, adică de la ultmia variabilă la
prima, prin procedee iterative, la fiecarea pas determinând încă o variabilă.

Xn

Bn

Dn n,  
:= j n 1..:= i n 1..:= Xn 0.581=

Pasul 5. Se determină variabila din ultima ecuație a sistemului:
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