Aproximarea Functiilor
prin Polinoame de Interpolare

Laboratorul de Cercetare

in METODE NUMERICE

L

NUMERICAL METHODS

Rescarch Laboratory

UNIVERSITATEA
TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

Technical University of Cluj-Napoca

As. Dr. ing. Levente CZUMBIL

E-mail: Levente.Czumbil@ethm.utcluj.ro
WebPage: http://users.utcluj.ro/~czumbil



mailto:Levente.Czumbil@ethm.utcluj.ro
http://users.utcluj.ro/%7Eczumbil

Aproximarea Functiilor

In general in aplicatiile din domeniul electrotehnic nu se cunoaste expresia analitici a
functiei care trebuie aproximata ci doar valorile ei intr-un anumit numar de puncte.

Prin procesul de aproximare se pot obtine doua tipuri de functii:
O functie care trece prin toate punctele date (functie de interpolare).
O functie care nu trece prin toate punctele date, dar are o forma predefinita
(functie de aproximare).
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Aplicatie

O problema de importanta majora in faza de fabricatie a izolatorilor siliconici de pe
liniile electrice aeriene o constitue testarea rezistentei superficiale a acestora.

Metoda de testare presupune alimentarea bornelor unui izolator cu o tensiune foarte
ridicata si efectuarea mai multor masuratori de incercare, pana la strapungerea izolatiei,
conform schemei electrice de principiu de mai jos:
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In urma efectudrii incercarilor se stabilesc functii numerice de dependenti
intre valorile rezistentei de izolatie si nivelul tensiunilor aplicate. Pentru “Ii
determinarea acestor functii de interdependenta se apeleaza la polinoame de
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Polinoame de interpelare de tip Lagrange

Problema care se pune este determinarea polinomului p, care satisface relatia
| f(x)— p, (X)| <&, unde f(x)este o functie definita si continua pe intervalul
[a,b], f e Clap]s 18r Ve >0. Cunoscand valorile functiei f (X), determinate experimental

prin masuratori in nodurile x;, Xg,X;,...,X, € [a,b]—> f(xo), f(xl),..., f(xn), Xi # X = ]

y; = f (Xi ) , se pune problema determinarii valorilor functiei in alte puncte, adica gasirea

unui polinom p, , astfel incat: p,(x;)= f(x;), i = 0,n . Polinomul p, trebuie si coincida cu
f (X) pe n+1 puncte. Se stie ca exista un polinom si numai unul de grad mai mic ca n care
indeplineste aceasta conditie. Acesta este polinomul de interpolare.

Se poate construi polinomul de interpolare de tip Lagrange L, (x) de grad cel mult n:

not

P00 =Y F(6) 1,09 = 2y, 1 (=L, (9

cu functiile de baza:

1 (x) = ((x— Xo (X = X (X = Xy b (X = X, _ f[ X=X

X — XO)"'(Xi - Xi—l)(xi - Xi+1)"'(xi - Xn) i=0 Xi — X

J#i

|i(xk):5ki:{ . 0<ik<n

g Ln(xi):iyi'|i(Xk)=iYi'5ki:)’i i“i
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Polincame de interpolare de tip Lagrange

Fie un interval [a,b] Tn care se cunosc un set de valori x(i) carora le corespunde n
multimea numerelor reale un alt set de valori y(i). Se cere sa se determine relatia de
dependenta intre cele doua seturi de numere utilizand polinomul de interpolare de tip
Lagrange si sa se traseze graficul aferent acesteia pe intervalul [a,b].

Pasul 1. Se definesc limitele intervalului de studiu [a,b], numarul de puncte
Intermediare si pasul de parcurgere a acestui interval.

a=0 b:=10 N:=50 h=—— h=02

Pasul 2. Se definesc sirurile de valori x(i) si y(i) avand N elemente. Elementele celor
doua siruri se definesc utilizandu-se ,,[” pentru a indica indexul i al sirurilor:

-3
Yi= N
Pasul 3. Se defineste coeficientul diferenta dintre doua elemente x;, x; cunoscute

folosindu-se instructiunea conditionala IF sub forma unui sir cu N elemente. Acest
coeficient ia valoarea 1 daca diferenta se face intre acelas element i=j:

i=0..N Xi::a'*'h"

j:=0.N coef = H[if[(i = j),l,(xl - xjm
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Polinoame de interpelare de tip Lagrange

Pasul 4. Se defineste un polinom intermediar de ordin N+1 care are solutii, elementele

sirului X(i):
intermediar(z) := -
intermediar(z) H(z xj)
j
Pasul 5. Pe baza acestui polinom intermediar si a sirului de coeficienti diferenta se

definesc functiile de baza ce intra in definirea polinomului Lagrange. Aceasta functie ia
valoarea 1 pentru orice element din sirul x(i):

AI/(i,z) = if[z: Xi’l’

intermediar(z)
(z — x)-coef.
[ |

Pasul 6. Insumand aceste functii de baza ponderate de elementele sirului y(i), se
obtine polinomul Lagrange ce interpoleaza functia de legatura, f(z), dintre cele doua
siruri X(i) si y(i) pe intervalul [a,b]:

2) = Z(I(i,z)-yi)
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Polinoame de interpolare de tip Lagrange

Pasul 7. Tn final se face reprezentarea grafici a polinomului de interpolare L(z) pe
intervalul [0,0.9] dorit si valorile date tabelar y;,.

z:=0,0.11..0.8
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Polinoame de interpelare de tip Spline

Metodele de aproximare cu functii spline utilizeaza portiuni de polinoame P, (Xi )de

gradul m, mult mai mic decat numarul de puncte in care se cunoaste valoarea lui f(x).

Coeficientii functiilor spline rezultd din conditii de forma P (x )=y, = f(x ) i = o,n, la

care se adauga si cele legate de egalitatea valorilor derivatelor segmentelor de polinoame in
punctele date.

Termenul de spline (engleza: dispozitiv pentru trasarea curbelor netede) a fost introdus
pentru a desemna o functie formata din mai multe polinoame, definite pe intervale
adiacente si care se racordeaza intre ele impreuna cu un numar de derivate ale acestora.

Se utilizeaza functii de aproximare de tip spline liniare, parabolice si cubice.

 Ispline
o pspline
» cspline
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Metodele de aproximare cu funcţii spline utilizează porţiuni de polinoame de gradul m, mult mai mic decât numărul de puncte în care se cunoaşte valoarea lui. Coeficienţii funcţiilor spline rezultă din condiţii de forma , la care se adaugă şi cele legate de egalitatea valorilor derivatelor segmentelor de polinoame în punctele date. 
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Polincame de interpolare de tip Spline

Tn timpul unui experiment de laborator, se executi niste masuritori in punctele x;, care
apartin vectorului X. Rezultatele masuratorilor y; se trec in vectorul Y. Folsind datele din
tabelul de mai jos pentru X si Y, sa se ridice caracteristica Y=f(X), interpoland
rezultatele.

Pasul 1. Se definesc vectori X s1Y:

1 1
2 3
3 4

X = 4 Y = °
5 24
6 45 |
7 50
8 80
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Polinoame de interpelare de tip Spline

Pasul 2. Se construieste un vector auxiliar, necesar interpolarii, folosind comanda
spline. Functia de interpolare interp din Matchad construieste un polinom de
interpolare, folosind coeficientii din acest vector auxiliar.

Vectorul auxiliar poate fi construit prin chemarea functiei Ispline (linear), cspline
(cubic) sau pspline (parabolic). Conform acestuia, coefcientii 0 sa fie calculati
utilizand o functie liniara ori una parabolica ori una cubica.

Se definesc cele trei vectori M;, M, si M, utilizad functiile Ispline, pspline si cspline,
pe rand. Se afiseaza rezultatele.

M1 = Ispline(X,Y)

M, = pspline(X,Y)

“ Mj := cspline(X,Y) [,
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Aproximarea folesind de interpolare spline

Pasul 3. Se apleleaza functia interp, pentru fiecare vector de coefcienti recent calculati.

functia interp are 4 arguemente: interp(M, X,Y,z)

* M: vectorul de coeficienti

o X: vectorul nodurilor de interpolare

 Y: vectorul rezultatelor determinate experimental
 z:variabila de functie

f1(2) = interp(Ml,X,Y,z)
fa(2) = interp(Mz,X,Y,z)
f3(2) = interp(Mg,X,Y,z)
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Aproximarea folesind de interpelare spline

Pasul 4. Se reprezinta grafic cele trei functii obtinute si tabelul de valori.
Limitele da afisare pentru axa OX se seteaza de la -1 la 10.

500

y 400
(X )
f,(z) 300

f2(z) 200

f3( z) 100

0

— 1007, 5 10 ][]
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Aproximarea folesind de interpolare spline

e

Pasul 5. Folosind functia linterp doua puncte consecutive se conecteaza prin
intermediul unei linii.

functia linterp are 3 arguemente: linterp(X,Y,z)

» X: vectorul nodurilor de interpolare
Y. vectorul rezultatelor determinate experimental
 z:variabila de functie

f4(2) = linterp(X,Y,2) 200
coe 400
Pasul 6. Se reprezinta grafic functia obtinuta  fj(z)
prin linterp. Pe un alt grafic se compari cu 3001
functiile obtinute prin utilizarea comenzilor  2(2)
spline si interp. Limitele da afisare pentru axa 2001
OX se seteaza de la -1 la 10. 3(2)
100
f4(2)
0:',.-‘-“3 =
~ 100
0




Aproximarea folesind de interpelare spline

Pasul 7. Se compara cu rezultatul obtinut plin linterp si rezultatul obtinut prin
Ispline -> interp. Limitele da afisare pentru axa OX se seteaza de la 4,5 pana la 8,5.
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Polinomul de interpelare a luf Newton cu diferente divizate

Presupunem ca L,(X) este polinomul Lagrange de grad n care interpoleaza functia
f(x) Tn nodurile distincte Xx,, X,,..., X, . Diferentele divizate ale functiei f(x) sunt utilizate

pentru a exprima polinomul L,(x) sub forma lui Newton N (x), iar polinomul se va scrie
sub o forma generalizata:

L, (x)= N, (x) = a, +a,(x = X, )+ a,(x = %, X = %, )+ ... + &, (x = %, Jx = %, ).(x = x, ;)

Pentru determinarea coeficientilor ag, as,...a,, evaluam polinomul in noduri:

X=% =8, =N, (%)= f(x)
== 1) Al 1) = Nyl = ()= 2, =

fO) — F(Xi1)
Xi — X1

nodurile X;, si se noteaza f [Xifl, Xi] sau[x; ;,X;; f]. Diferentele divizate de ordinul (k+1):

F(x)- (%)

X =X

Expresiile I =1,...,n, se numesc diferente divizate de ordinul I ale lui f pe

f[Xi’Xi+1""’Xi+k]_ f[xi—l’xi""’xi+k—1]
Xivk — Xiza i

f[Xi—l’ Xi""1Xi+k] =

Diferentele divizate de ordinul 0 pe un nod:

“ f[xo]: f(xo) i“i
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Polinemul de interpelare a lui Newton cu diferente divizate

Diferentele divizate liniare de ordinul 1 pe doua noduri:

[ ]

f
fXo % | =
[%. %] —

Diferentele divizate de ordinul 2 pe trei noduri:

f[xl’XZ]_ f[XO’Xl]
Xy = Xo

f[)(01)(1’)(2] -

Diferentele divizate de ordinul n pe n+1 noduri:

FX) XX | = £ [Xg, XpenX, 4]

F X X, XX, | = —
n 0

Se noteaza coeficientii polinomului de interpolare Newton astfel:

_ f0)- ) _
A= T T F %] a, = Xy, Xm0 X |

\.L
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Polinomul de interpelare a luf Newton cu diferente divizate

Tn timpul unui experiment de laborator, se executi niste masuritori in punctele x;, care
apartin vectorul X. Rezultatele masuratorilor y; se trec in vectorul y. Folsind datele de mai
Jos pentru X si Yy, sa se ridice caracteristica y=f(x), interpoland rezultatele prin metoda
lui Newton.

Pasul 1. Se definesc vectori X si y:

(1) (1)
2 4 Sau
3 9
X=1|4 y=| 16 T
6 36 T
i yi=(1 4 9 16 25 36 49)

(7 (49
1]
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Polinomul de interpolare a lui Newton cu diferente divizate

Pasul 2. Diferentele finite folosite pentru determinarea polinomului de interpolare
Newton se retin intr-o matrice , care se determina prin intermediul unui algoritm de
calcul. Liniile de cod ale algoritmului de calcul se introduc utilizandu-se comanda Add
Line din toolbar-ul Programming (tasta ”]”):

Matrix_dif div:= |a < X

b« vy
0
Pasul 3. Prin intermediul unei
instructiuni ~ repetitive  for  se
inifializeaza prima coloana a unei Matrix dif div = la < x
matrice interne G cu valorile din x -
lui a. Lungimea vectorului este data by
de functia last(Y) si retinutd in n « last(a)
variabila interna n. Matricea G este 0 _
matrice patratica 1n care se for j€0..n
calculeaza diferentele divizate si va G. 0 € b.
fi  returnata ca  rezultat al % J i“i
algoritmului: " UNIVERSITATEA
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Polinomul de interpelare a luf Newton cu diferente divizate

Matrix_dif div:= |a < X
b« vy
Pasul 4L I_Eleme_ntele matricel G se_ n < last(a)
calculeazd iterativ conform formulei _
recursive de determinare a for j€0..n
diferentelor divizate. Pentru G. 0 b.
parcurgerea liniilor si coloanelor J- J
matricei G se folosesc doua variabile i for jel.n
si J, si doud instructiuni repetitive for. for ke 0..n — |
Elementele ramase necalculate se G G
egaleaza cu 0 printr-o alta instructiune G k+1,j-1 “k,j-1
repetitiva for: K, j < a . —a
k+j ~ 9k
for 1e1..]
... 0 .
n—j+1,]
G

i ) U
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Polinomul de interpolare a luf Newton cu diferente divizate

Pasul 5. Utilizand acest algoritm de calcul, se obtine urmatoarea matricea D de
diferente divizate:

1 310000
4 510000
9 710000
D := Matrix_dif_div D=[16 9 1000 0
2511 1000 0
361300000
49 0 00000

Pasul 6. Pe baza matricei D se construieste functia de interpolare Newton conform
formulei de definitie a acesteia:

j = 1. last(x) NO =100 TT (t=%)] *+ oo

il i=o [
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Polinemul de interpelare a lui Newton cu diferente divizate

Pasul 7. Se reprezinta grafic functia de interpolare Newton pe intervalul pe care se
cunosc valorile functiei Tn nodurile x(i). Limitele de afisare pentru axa OX se seteaza de
la-11la8.
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Laborator de Metode Numerice = Lucrarea nr. 6

Aproximarea Functiilor
prin Polinoame de Interpolare
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